§ 5. Wegintegrale und Flachenintegrale, Integralsatze

Sei A C R" eine beliebige Teilmenge.

@ Wir bezeichnen eine Abbildung f : A — R™ als stetig
differenzierbar, wenn eine offene Teilmenge U C R" und eine
€*-Abbildung f : U — R™ mit f|4 = f existieren.

@ Ein Weg in A ist eine stetige Abbildung v : | — A, wobei ~y
ein (endliches oder unendliches) Intervall bezeichnet.

@ Wir bezeichnen 7 als stiickweise stetig differenzierbar, wenn
Punkte t; < ... < t, in [ existieren, so dass 7|f, , ] fiir
2 < k < r jeweils stetig differenzierbar ist, ebenso 7|, und
Y+ firl-={tel|t<titund IT={tel|t >t}



Beispiele fiir stiickweise stetig diff'bare Wege

o der Kreis 71 : [0,27] — R?, t ~— (cos(t),sin(t))
o das Quadrat v : [0, 4] — R?,
(t,0) firo<t<1
(Lt—1) firl<t<?2
3—-1t1) fir2<t<3
(0,4—1t) fiur3<t<4.
e die Schraubenlinie (Helix) v3 : R — R3, t +— (cos(t),sin(t), t)

o die logarithmische Spirale 74 : R — R,
t — (efcos(t), etsin(t))



Rechenoperationen auf Wegen

Sind p,q € R", dann wird [0,1] = R", t — (1 — t)p + tq die
Verbindungsstrecke zwischen p und g genannt und mit [p, q]
bezeichnet.

Definition
Sei U C R", und seien 7 : [a,b] — U, v : [b,c] — U Wege in U.
(i) Der Weg 1 + 72 gegeben durch (v1 + 72)|[5,5) = 71 und
(m —i—’yz)][b,c] = 5 wird die Summe von 71 und 7, genannt.

(i) Den Weg —~1 : [a, b] — R" gegeben durch
(=71)(t) = 71(b+ a — t) nennt man die Umkehrung von ~;.
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Rechenoperationen auf Wegen (Forts.)

(i) Ist v2 : [c,d] = U ein Weg mit ~1(b) = 72(c), aber mit
¢ # b, dann definiert man v + 45 = 1 + 72, wobei
A2+ [b,d — ¢ + b] — R" durch die Umparametrisierung
F2(t) = y2(t + ¢ — b) gegeben ist.

(i) Sind 71 : [a,b] — U und 72 : [c,d] — U Wege mit
71(b) = 72(d), dann definiert man 1 —v2 = 71 + (—72).

(iii) Man bezeichnet einen Weg 7 : [a, b] — R" als geschlossen,
wenn sein Anfangs- und sein Endpunkt iibereinstimmen, also

v(a) = ~v(b) gilt.



Weglangen und Wegintegrale

Definition (5.1)

Sei U C R" eine beliebige Teilmenge, v : [a, b] — U ein stiickweise
stetig diff'barer Weg in U und f: U — R, F: U — R" stetige
Funktionen. Dann bezeichnet man

(i) die Zahl £(y) = [ 1 ds = f I/ (t)|| dt als Weglinge

(i) den Wert [ f ds = fa (f o y)()||Y'(t)]| dt
als Wegintegral 1. Art

(iii) den Wert [ (F,ds) = [{(F oy)(t),7()) dt
als Wegintegral 2. Art.

Eine Abbildung F : U — R" wie in der Definition wird auch ein
stetiges Vektorfeld genannt.






Die Lange der logarithmischen Spirale

In der Vorlesung wurde erwahnt, dass sich der innere Teil der
logarithmischen Spirale unendlich oft um den Koordinatenursprung
herumwickelt, dabei aber eine endliche Gesamtldnge hat. Das
rechnen wir nach. Sei v : R — R gegeben durch

v(t) = (efcos(t),e’sin(t)).

Fiir jedes n € Z entspricht v, = 7][2,,,T72(,,+1)Tr] einem Umlauf der
Spirale. Wir berechnen die Lange dieses Umlaufs in Abhangigkeit
von n. Es gilt jeweils

7' (t) = (e'(cos(t) —sin(t)), e (sin(t) + cos(t))).

Damit erhalten wir
R = 2t cos(t) — sin(t) cos(t) — sin(t) _
I ®lz = <<sin(t) + cos(t)) ’ (sin(t) + cos(t)>>



Die Lange der logarithmischen Spirale (Forts.)
e®* ((cos(t) — sin(t))? + (sin(t) + cos(t))?) =
e%(cos(t)? — 2sin(t) cos(t) + sin(t)? + sin(t)? + 2sin(t) cos(t) + cos(t)?)
= 2e*(cos(t)? +sin(t)?) = 2€2.

Damit erhalten wir fiir alle n € Z jeweils

2(n+1)7 2(n+1)m
) = / (Ol dt = V- ot dt
2

nm 2nm

2nm

o [et] 2(n+1)r _ V2 (62(n+1)7r - em) .

Fiir die Lange des inneren Teils erhalten wir also den Wert

iﬁ(y_n) = 2 V2 (62((—n)+1)7r _ eQ(—n)ﬂ')

oo n=1 .-
Z NG (e2(1—n)7r _ e—2n71') _ Z V2 (e—2n7r _ e—2(n+1)7r)
~ lim V2 (1- e_2(n+”1‘)2) - 2

n—oo



Geometrische Interperation der Wegintegrale 1. Art

Sei U C R", f: U — R eine stetige Funktion und 7 : [a, b] — U
ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann gibt es fiir jedes

e € RT ein § € R" mit folgender Eigenschaft: Ist

% ={t1,...,tm—1} eine Zerlegung von [a, b] der Feinheit < ¢ und
ist ug € |tx_1, tx[ fir 1 < k < m, dann folgt

< &

Z F o) () (1) — Ytk 1)u2—/fds
k= il




Geometrische Interperation der Weglange

Wendet man den Satz auf die konstante Funktion mit dem Wert 1
an, so erhalt man folgende Ausssage iiber die Approximation von
Kurvenlangen durch Polygonzuglangen.

Satz

Sei 7 : [a, b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann gibt
es fiir jedes e € R™ ein 6 € R* mit folgender Eigenschaft: Ist

% ={t1,...,tm—1} eine Zerlegung von [a, b] der Feinheit < 4,
dann folgt

S llv(t) = A(te-n)lla = ()| < e
k=1




Beweis des Satzes

Sei ¢ € R+ vorgegeben. Weil die Funktion f : [a, b]"t? — R
gegeben durch

(50,515 ---s5n) = (foy)(s0) -

n
> i)
=

auf ihrem kompakten Definitionsbereich gleichmaBig stetig ist, gibt
es ein § € RY, so dass fiir alle 5,5’ € [a, b]""! mit ||s — §/[|oc < &
jeweils |f(s) — f(s')| < (b= erfullt ist.

Sei nun k € {1,...,m}. Wenden wir den (eindimensionalen)
Mittelwertsatz auf die einzelnen Komponenten 7; von ~y an, so
erhalten wir jeweils ein s; € |ti_1, ti[ mit

Vi(si)(tk — ti—1) = 5(tk) — v (tk—1)-



Beweis des Satzes (Forts.)

Es gilt dann

Iv(te) = A (te-1)ll5 = Z 7 (ti) = 7(tk-1))?

= (tk — tk-1)” Z’VJ{(SJ)Zv
j=1

also (f o ) (ui)v(tk) — Y(tu—1)ll2 = F(uk, 51, s ) (tk — te1),
und wegen ||(tk, S, -y Sn) — (Uky -y Uk ) ||oo < (tk — th—1) < O
schlieBlich

[(F o) (ui) v (tk) = Y(te—1)ll2 = (F o ¥) (i) 17 (i) |2tk — ta—1)]

= (tk — tke2) | (ukr S1,00s 80) = Fuk g oy )] < (8 = tk*l)Z(bE— a)




Beweis des Satzes (Forts.)

Summation iber alle k ergibt, dass der Abstand |s — s’| zwischen

m

s = Y I(Fon )t = v(te-1)l2
k=1
und ”
s = > (Fom)(u)lly (un)lla(tk — ti-1)
k=1
durch

2tz ) ) —

nach oben abgeschatzt werden kann.



Beweis des Satzes (Forts.)

Nun ist s’ aber eine Riemannsche Summe der Funktion
t = (f oy)(t)]|7(t)||2 beziiglich der Zerlegung 2. Nach weiterer
Verkleinerung von ¢ erfiillt diese die Abschatzung

—/fds
y

Insgesamt gilt damit tatsachlich

b
s [ (fov)(t)uv’(t)uzdtl <l

< e.

D IF o) () v(te) — (tk1)||2—/fds
k=1 v



Korrekturanmerkung

Der in der Vorlesung angegebene Beweis fiir die Kurvenlange war
leider fehlerhaft. Es muss der eindimensionale Mittelwertsatz auf
die einzelnen Komponenten von v angewendet werden, nicht der
Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen auf ~y. Letzterer eignet
sich fiir reellwertige Funktionen mit mehrdimensionalem
Definitionsbereich, aber nicht fiir vektorwertige Funktionen.



Rechenregeln fiir Wegintegrale

Proposition

Seien A\, u € R, sei U C R" offen, seien f,g: U — R stetige
Funktionen und F, G : U — R" stetige Vektorfelder. AuBerdem
seien 1, Y2 stiickweise stetig diff'bare Wege in U derart, dass
Y1 + 72 definiert ist. Dann gilt

(i) [,(\f +ug)ds=A\[ fds+p[ gds,
S, (AF + G, ds) = )\f (F,ds) +,uf (G, ds)

(i) [, ,fds=[, fds+ [ fds,
Jyinp (Fds) = f (F,ds) —i—f (F,ds)

(i) [ fds=[ fds [ (F ds)=—[ (F,ds).




Beweis der Rechenregeln

zu (i) Diese beiden Gleichungen erhilt man durch einfaches Einsetzen
der Definitionen und Nachrechnen. Fiir einen vorgegebenen Weg
~ : [a, b] = U erhalten wir

(M + jug)ds = / (M + 1g) ()[4 (D) . =

7

b b
)\/ f(%(t))llvi(f)l\zdtJru/ g(()m(t)lz2dt =

)\/ fds+u/ g ds.
ast st

Eine dhnliche Rechnung ergibt dieselbe Regel fiir die Wegintegrale 2. Art.



Beweis der Rechenregeln (Forts.)

zu (ii) Auch hier kdnnen wir uns beim Beweis auf Wegintegrale 1. Art
beschranken. Sei 7y, : [¢,d] — U wie angegeben. Zunichst betrachten wir
den Fall b = c. Nach Definition der Summe zweier Wege gilt

(71 4+ 72)l[a,5) = 71 und (71 + 72)l[p,d) = V2. Damit erhalten wir

d
/ fds — / (Fo(n+12)(O)(n +72) (D)2 dt =
Y1+72 a

/ (F o (m + 1)) (O(n +72) (D) e + / (F o (m + 1) (0O + 1) (0] dt

d

- / (F o) (O)A() 2 e + / (F 0 72) (D)14(8) |2 ot

= / fds+/ fds.
1 2



Beweis der Rechenregeln (Forts.)

Fiir den allgemeinen Fall miissen wir noch iiberpriifen, dass sich die
Wegintegrale bei Umparametrisierung nicht dndern. Auch hier
beschranken wir uns auf Wegintegrale 1. Art. Sei r € R und

A2 i |e+ r,d 4+ r] = U gegeben durch 5,(t) = v2(t — r). Dann ist

A2 = 2 o T mit der Funktion 7(t) = t — r und der Ableitung 7/(t) = 1.
Die eindimensionale Kettenregel liefert
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Beweis der Rechenregeln (Forts.)

zu (iii) Nach Definition gilt (—7v1)(t) = (71 © ¢)(t) mit der
Substitutionsfunktion ¢(t) = a+ b — t, deren Ableitung den konstanten
Wert —1 hat. Es gilt

b

.[ fm::/Xfw~wmwm—WHQMdt:

b

/vmmwmmmww
b
—/W%MWﬂMWMMZ
«(b) a
—/ (fom)(t) [l (t)]2dt = */b (foy)(t)[Ivi()]l2 dt

(a)
b
:/WMWﬂ%mz/%-



Beweis der Rechenregeln (Forts.)

zu (iii)

Fiir die Wegintegrale 2. Art erhalten wir entsprechend
b
[ ks = [ UF o (e (e de =
b
= [ UFore @ roy @) (B de =
b
—/ ((Foryiod)(t),d(t)n(u(t) /(1) dt =

L(b)

b
/wmmwmuwmm:/ ((F o m)(8),%4()) dt =

v(a)

a b
A«mmmmww=—l«mmmmww=—4wm»



Gradienten und konservative Vektorfelder

Definition
Sei U C R" offen und u: U — R eine differenzierbare Funktion.
Dann wird das Vektorfeld Vu : U — R" gegeben durch

dru(p)

(Vu)(p) = :
Inu(p)
der Gradient von u genannt. Ein Vektorfeld F : U — R" heiBt

konservativ, wenn ein differenzierbare Funktion v : U — IR mit
F = Vu existiert.




Wegabhangigkeit

Im Allgemeinen sind Wegintegrale 2. Art zwischen zwei Punkten p
und g abhangig vom Weg, der von p nach g gewahlt wird. Ist
beispielsweise F : R? — R? das Vektorfeld gegeben durch

Fix,y) = (x+y,5%)

und sind die Wege ~1,72,73 von p = (0,0) nach g = (1,1)
gegeben durch 71 = [p, q] und 72 = [p, (1,0)] +[(1,0), q], dann

erhilt man
/ (F,ds) =%, / (F,ds) =2
ga! Y2

Bei Wegintegralen 1. Art ist die Wegabhangigkeit offensichtlich.
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Kriterium fiir die Wegunabhangigkeit

Sei G C R" ein Gebiet, seien p,g € G und F : U — R ein stetiges
Vektorfeld. Das Wegintegral 2. Art fv<F’ ds) hat genau dann fiir
jeden Weg v in G von p nach g denselben Wert, wenn F
konservativ ist.




