Der Transformationssatz

Satz (4.6)
Sei G C R" offen, und sei ¢ : G — RR" eine injektive, stetig
differenzierbare Abbildung, wobei wir voraussetzen, dass det ¢/(t)
entweder fiir alle t € G positiv oder fiir alle t € G negativ ist. Sei
T C G eine Jordan-messbare, kompakte Teilmenge und
f:p(T) — R eine stetige Abbildung. Dann gilt

(i) Die Bildmenge ¢(T) C R" ist Jordan-messbar.

(i) Die Funktion f ist auf ¢(T), die Funktion f o ¢ auf T
Riemann-integrierbar.

i) 2 gl / Abd) cbe = /(fogp)(t)]dettp’(tﬂ dt.

@(T) T

Zusatz:  Der Transformationssatz ist auch dann noch giiltig,
wenn eine Jordansche Nullmenge N C T existiert, auf der die
Funktion t — det ¢/(t) moglicherweise Null wird. Ebenso geniigt
es, dass ¢ auf T \ N injektiv ist.



Spezialfille des Transformationssatzes

(i) Setzt man n=1, ist G C R offen und T C G ein Intervall,
auf dem die Ableitung von ¢ : G — R nicht null wird, so
erhilt man aus dem Transformationssatz die
Substitutionsregel aus der Analysis einer Variablen zuriick.

(i) Wendet man den Transformationssatz auf die konstante
Funktion f =1 an, so erhalt man die Gleichung

(oT) = [ |detg/(o) de
fiir jede Jordan-messbare Teilmenge T C G.

(iii) Ist insbesondere ¢ eine bijektive lineare Abbildung, dann
erhdlt man v(p(T)) = |detp|v(T).



Anwendung auf Abbildungen in Polarkoordinaten Erinnerung:

Definition der Polarkoordinaten-Abbildung

Pool : Ry x R—=R? | (r, ) — (rcos(p), rsin(p))

Folgerung

Ist T C Ry X [0,27] kompakt und Jordan-messbar und
f 1 ppoi(T) — R eine stetige Funktion, dann gilt

/ flx,y) d(x,y) = / (F o ppar) (1, 9) - r d(r,0).
Ppol(T) T

Anwendung: Berechnung der Volumina
(i) des Kegels
Ksh ={(x,y,2) [ I(x;¥)ll2 < 5,0 <z < h = 2|(x, )2}
(ii) der Halbkugel
Hi{(x,y,2) | [(x,y,2)2<s, z> 0}
I
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Dichtefunktion der Normalverteilungen

Definition

Sei u € R und 0 € R™. Die Dichtefunktion der Normalverteilung
zum Mittelwert p und der Standardabweichung o ist die Funktion
fuo : R — R gegeben durch

) = —t a3y

e
oV 2T

Ist 4 =0 und o = 1, dann spricht man von der
Standard-Normalverteilung.




Bedeutung der Normalverteilungen
e Fiir alle o, 8 € R mit o < B gibt das Integral

B
/ fu0(x) dx

die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass in einer Menge mit
einem mit den Parametern p und o normalverteilten
numerischen Merkmal (zum Beispiel KérpergréBe oder
Intelligenzquotient) ein zuféllig gewéhltes Element seinen
Wert im Intervall [a, 8] hat.

o Fiir [u — o, u + o] betragt diese Wahrscheinlichkeit
beispielsweise ~ 68 ,3%.

@ Ist N € IN und 2 die Menge der Zufallsexperimente
. N-faches Wiirfeln* (mit einem gewdhnlichen sechsseitigen
Wiirfel) und betrachtet man als Merkmal den durchschnittlich
gewiirfelten Wert, dann n3hert sich die Verteilung dieses
Merkmals fiir N — oo einer Normalverteilung mit ¢ = 3,5
und o ~ 1,71 an (Gesetz der groBen Zahlen).



Das GauB’sche Fehlerintegral

Fiir alle # € R und 0 € RT gilt

+o0o
/ fuo(x)dx = 1

—00

o Fiir 4 = 0 und 0 = 1 bezeichnet man dieses Integral als
GauB’sches Fehlerintegral.

@ Der einfachste Beweis dieser Gleichung verwendet den
Transformationssatz im R2.
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Die Klammer gehort vor, und nicht hinter, das Wort , existiert”. Das
Integral von —oo bis —1 miisste durch das Integral iiber die Funktion

x — e~ abgeschatzt werden, nicht durch t — e™*.
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Abbildungen in Zylinderkoordinaten

Erinnerung: Definition der Zylinderkoordinaten-Abbildung

Ry xR2 RS, (r,h,g) — (rcos(p), rsin(¢), h)

Folgerung

Ist T C Ry x R x [0,27] kompakt und Jordan-messbar und
f 1 pyi(T) — R stetig, dann gilt

/ f(X,y,Z) d(X7y7Z) = /(fopzyl)(rv ha@)'r d(ra ha@)
szl(T) T




Abbildungen in Kugelkoordinaten

Erinnerung: Definition der Kugelkoordinaten-Abbildung
Prug - Ry xR? > R3 |,
(r, 9, @) — (rsin(¥) cos(yp), rsin(¥) sin(y), r cos(1}))

Folgerung

Ist T C Ry x [0, 7] x [0,27] kompakt und Jordan-messbar und
f: prug(T) — R stetig, dann gilt

/ f(x,y,z) d(x,y,z) =
pkug(T)

/(fopkug)(r V) r 5|n(19) d(r, 9, p).




Definition der Figuren

Definition
Eine Figur im R" ist eine endliche Vereinigung

F = QU..UQ,

von Quadern Q; mit Q7 N Qj’ = @ fiir i # j. Auch die leere Menge
betrachten wir als Figur. (Hier ist r = 0.)

Wir bezeichnen mit .7 die Menge der Figuren im R" und mit _#
die Menge der Jordan-messbaren Teilmengen im R".



Definition der Inhaltsfunktionen

Definition
Eine Inhaltsfunktion ist eine Abbildung 1 : ¢ — R4 mit
folgenden Eigenschaften.
(i) Aus A C B folgt u(A) < u(B), fiiralle A,B e #.
(i) Firalle A,B € Z mit A°N B° = @ gilt
(AU B) = pu(A) + u(B).

(iii) Es gilt p(v 4+ A) = pu(A) firalle ve R" und Ae 7.
(iv) Es gilt p([0,1]") = 1.
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Existenz von Inhaltsfunktionen

Erinnerung: Ist A € #mxn R, dann bezeichnen wir mit
¢a: R" — R™ die Abbildung v — Av.

Lemma
(i) Der Jordan-Inhalt v = v, ist eine Inhaltsfunktion auf #.

(i) Ist p: # — Ry eine Inhaltsfunktion und A € GL,(R), dann
ist auch durch

B ¢ u(éa(B))

mit der Konstanten ca = u(9a([0,1]")) € R* eine
Inhaltsfunktion definiert.




Polarzerlegung invertierbarer Matrizen

Wie im letzten Semester bezeichnen wir mit

O(n) = {Ac€GLy(R)| "AA=E,}

die Gruppe der orthogonalen Matrizen.

Fiir jede Matrix A € GL,(IR) gibt es ein U € &(n) und eine
symmetrische Matrix S mit A = US.
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Eindeutigkeit von Inhaltsfunktionen

(i) Es gibt genau eine Inhaltsfunktion auf _#, den Jordan-Inhalt.

(i) Fir alle A€ GL,(R) und alle B € 7 gilt
v(¢a(B)) = | det(A)|v(B).
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Fiir Teil (i) fehlen nun noch die Nachweise, dass p und v auf der
Menge .7 aller Figuren, und dann auch auf der Menge ¢ aller
Jordan-messbaren Teilmengen, ilibereinstimmen. Die Aussage fiir
F ergibt sich unmittelbar aus der Eigenschaft (ii) der Inhalts-
funktionen. Der Beweis fiir ganz ¢ funktioniert dhnlich wie beim
Ubergang von Quadern mit rationalen Kantenlingen zu beliebigen
Quadern.



