Kriterium fur die Jordan-Messbarkeit

Proposition (3.4)

Sei A C R" eine beschriankte Menge, @ ein Quader mit Q° 2 A
und x4 die zugehorige charakteristische Funktion. Dann sind die
Randpunkte von A genau die Unstetigkeitsstellen von y 4.

Folgerung (3.5)

Eine beschriankte Menge A C R" ist genau dann Jordan-messbar,
wenn OA eine Nullmenge ist.




Rechenregeln fiir das Jordan-Volumen

Seien (X, d) ein metrischer Raum, und seien A, B C X beliebige
Teilmengen. Dann sind die Rander 9(AN B), (AU B) und
OJ(A\ B) jeweils in (OA) U (0B) enthalten.

Folgerung (3.7)

Seien A, B C R" zwei Jordan-messbare Teilmengen.

(i) Dann sind auch die Mengen AN B, AUB und A\ B
Jordan-messbar.

(i) Aus A C B folgt v(A) < v(B) und v(B\ A) = v(B) — v(A).
(iii) In jedem Fall gilt v(AU B) = v(A) + v(B) — v(AN B).
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Beispiel: Bestimmung des Zylinder-Volumens

A = {(xy,2)eR3|0<x<l, y>+2%2<r?}

Ergebnis:
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Weitere Eigenschaften des Jordan-Volumens

Eine Teilmenge A C R" ist genau dann eine Jordansche
Nullmenge, wenn A Jordan-messbar ist und v(A) = 0 gilt.

Satz (3.9)
Sei A C R” eine Jordan-messbare Teilmenge.

@ Translationsinvarianz
Fiir jedes u € R" ist auch u + A Jordan-messbar, und es gilt
v(u+ A) = v(A).

o Skalierungseigenschaft
Fiir jedes r € R™ ist auch rA Jordan-messbar, und es gilt
v(rA) = r"v(A).




Riemann-Integral auf Jordan-messbaren Definitionsbereichen

Definition (3.10)

Sei A C R" eine (beschrankte) Jordan-messbare Menge und
Q C R" ein kompakter Quader mit Q@° D A. Eine Funktion
f : A— R wird Riemann-integrierbar genannt, wenn durch

f(x) fallsxeA

fo:Q@—R , x—
@:Q {o falls x € Q\ A

eine Riemann-integrierbare Funktion auf @ definiert ist. In diesem
Fall ist das Riemann-Integral von f auf A definiert durch

/A f(x) dx = /Q fo(x) dx.




Eigenschaften des Riemann-Integrals

Proposition (3.11)

Sei A C R" Jordan-messbar. Eine beschrankte Funktion f : A — R
ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Unstetigkeitsstellen
von f eine Nullmenge in A bilden.

Es gelten die Rechenregeln

/A(f—|-g)(x) dx:/Af(x) dx—|—/Ag(x) dx und /A()\f)(x) dx:)\/Af(x) dx

falls f,g : A— R Riemann-integrierbar sind und A € R ist. Gilt
f(x) < g(x) fiir alle x € A, dann folgt [, f(x) dx < [, g(x) dx.
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Mittelwertsatz der Integralrechnung

Satz (3.12)
Sei A C R" eine nichtleere, Jordan-messbare Menge, f : A —» R
Riemann-integrierbar, auBerdem m_ = inf{f(x) | x € A} und

my = sup{f(x) | x € A}. Dann gilt

m_v(A) < /Af(x) dx < myv(A).




Rechenregeln fiir das Riemann-Integral

Satz (3.13)
Seien A, B C R" Jordan-messbare Teilmengen.
(i) Ist f : B — R Riemann-integrierbar und A C B, dann ist f|a
Riemann-integrierbar.

(i) Sei f: AU B — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass
fla und f|g auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen A und B
Riemann-integrierbar sind. Dann ist f Riemann-integrierbar,
und es gilt

/AuBf(X) dx = /Af(x) dx+/Bf(X) dX_/Ame(X) dx.

(iii) Ist N C R eine Jordansche Nullmenge und f : N — R eine
beschrankte Funktion, dann ist f Riemann-integrierbar, und es
gilt [, f(x) dx =0.




wichtiger Spezialfall:

Sind A, B C R" disjunkt und Jordan-messbar, dann gilt

/A ) = /A F(x) dx + /B f(x) dx.



Vernachlassigung Jordanscher Nullmengen

Satz (3.14)

Sei A C R" eine Jordan-messbare Menge, N C A eine Jordansche
Nullmenge, und seien f, g : A — R beschrankte Funktionen, die
auf A\ N iibereinstimmen. Dann gilt

(i) Die Funktion f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn g
Riemann-integrierbar ist.

(i) Sind f und g Riemann-integrierbar, dann gilt
/f(x) dx :/g(x) dx.
A A




Graph und Ordinatenmenge einer Funktion

Definition (3.15)

Ist A C R" eine beliebige Teilmenge und f : A — R eine Funktion,
dann wird

rf) = {(xf(x)|xeA} < AxR c R

der Graph und der Funktion f genannt. Ist f nichtnegativ, also
f(x) > 0 fiir alle x € A, dann nennt man

M) = {(xy) eAxR|0<y<f(x)}

die Ordinatenmenge von f.




Der Graph einer Funktion als Nullmenge

Proposition (3.16)

Sei A C R" Jordan-messbar und f : A — R eine
Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist der Graph '(f) eine
Jordansche Nullmenge in R,

Seien m,n € IN, und seien A C R™ und B C R" beschrankte
Teilmengen. Ist A eine Nullmenge in R™ oder B eine Nullmengen
in R", dann ist A x B eine Nullmenge in R™ x R" = R™*",
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