Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewdhnliche DGL
— Lo6sung Blatt 12 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Sei f: €\ {0,1} — C gegeben durch f(z) = L+ zil' Wir berechnen das Kurvenintegral

/. 985 (0) f(2) dz durch Anwendung des Residuensatzes. Die Funktion f ist die Summe der Funktion z —

% und einer weiteren Funktion, die im Nullpunkt holomorph ist. Dies zeigt, dass der Koeffizient der
Laurentreihen-Entwicklung im Nullpunkt zum Exponenten —1 gleich 1 ist, und wir erhalten resg(f) = 1.

Genauso erhélt man res; (f) = 1. Der Residuensatz liefert also

f(z)dz = 2mi-reso(f) +2mi-resi(f) = 4mi.
9B2(0)

zu (b) Eine Losung der DGL ist eine dreimal stetig differenzierbare Funktion ¢ : I — R definiert auf
einem offenen Intervall I C R mit ¢ () = f(t,0(t), ¢’ (t), ¢" (t)) fiir alle t € I.

zu (¢) Das entsprechende System erster Ordnung ist gegeben durch y' = F(y), wobei die Funktion
F :R* — R? gegeben ist durch

F(337y073/1,3/2) = (y17y27f(x7y03y17y2))'

Ist ¢ eine Losung der DGL dritter Ordnung, dann ist (p, ¢’, ¢”) eine Losung des Systems. Ist umgekehrt
(p0,¢1, p2) eine Losung des Systems, dann ist ¢ eine Losung der DGL dritter Ordnung.

zu (d) Die DGL muss die Form 3’ = f(z)g(y) haben, mit stetigen Funktionen, die auf offenen Intervallen
I,J C R definiert sind. Man bestimmt zunéichst Stammfunktionen F und G von f und 1/g durch
Integration. Anschlieend bildet man die Umkehrfunktion H von G, indem man die Gleichung x = G(y)
nach y umstellt. Anschliefend muss der Definitionsbereich von F' noch so eingeschrinkt werden, dass
das Bild von F' im Definitionsbereich von H enthalten ist. Es ist dann ¢ = H o F' eine Losung. Wenn F
und G so gewihlt werden, dass F'(a) = G(b) = 0 gilt, dann lduft die Losung ¢ durch den Punkt (a,b).

Aufgabe 1

Definieren wir die Kurve v : [0,27] — € durch y(¢) = €', und definieren wir f(z) = %7 dann
2

gilt

/a ST - [yf(z)dz = /O%(fov)(t)w’(t)dt =

B;1(0) 5z + %(22 + 1)

/271' (—Z)Z . eit " _ /271' dt _ /27r dt B /271' dt
o beit + %(62“ +1) N o 5+ %(e” +emity 0o b+ %(2 cos(t)) o H+3cos(t)

Wir bestimmen die Singularititen von f. Fiir z € C gilt die Aquivalenz

524+ 3(Z2+1)=0 & ZF+R241=0 & F+L:+B=1 o (z+3)2=(3)?

& (+2-3eE+5+4)=0 & (2+3)(z+3)=0.



Also sind —% und —3 die einzigen Singularititen von f. Weil —% innerhalb und —3 auflerhalb der
Kreisscheibe B1(0) liegt, gilt n(y, —3) = 1 und n(y, —3) = 0. Mit Hilfe der Zerlegung
1 (=)

A T )

bestimmen wir das Residuum im Punkt —%: Es gilt

res(_%)(f) = 314 = : = —%i.
2

Mit dem Residuensatz erhalten wir

/2” dt B / (—i) dz _
o D+ 3cos(t) oB1(0) D2+ 3(22 +1)

NI

27ri~n(fy,f%)'res(_%)(f)+27rion('y,f3)~res(_3)(f) = 27ri~(f%i) =

Aufgabe 2

zu (a) Sei (a,b) € R? vorgegeben. Gesucht wird eine Losung ¢ von ' = f(x)g(y) mit den Funktionen
fR=oR, az—22+7r2und g: R — R, y — 3% + s2. Nach dem Losungsverfahren aus der Vorlesung
suchen wir zunéchst Stammfunktionen F,G von f und 1/¢g mit F(a) = G(b) = 0. Fiir F' erhalten wir

durch Integration
x
F(z) = / (2 +r¥)ydt = [%t?’ + r2t]z = (%x3 + 7“236) — (%a3 + r2a) = %(ms —a®) +7%(x — a).

Wie man unmittelbar iiberpriift, ist F'(z) = 22 + 72 = f(x) und F(a) = 0. Nun berechnen wir die

Funktion G.
y y 1 y/s
Gly) = / ; dt = l/ ﬁi — l/ du —
p 17+ s e (5241 Sy w1

[% arctan(u)]by;ss = 1 (arctan (%) — bo) .

mit by = arctan (%) Dann gilt
1 1 1
! —_ — . = =
G'(y) = 7 ERTl s und G(b) = 0.

Als niichstes bestimmen wir die Umkehrfunktion von G durch die Aquivalenzumformung
z=G(y) =1 (arctan(¥) —by) < sz +by = arctan(¥) &
tan(sx +bo) = £ <&y = stan(sw + bo).
Die Funktion H(z) = stan(sz + bg) ist also die Umkehrfunktion von G. Somit ist durch
p) = (HoF)(z) = H(3@*—d*)+r’(x—a)) = stan($(@®—d®)+r’s(z—a)+by)
eine Losung der DGL gegeben. Die Funktion ¢ verlduft tatséchlich durch den Punkt (a,b), denn es gilt
b

p(a) = stan(by) = stan(arctan(g)) = s-2 = b

S



zu (b) Sei (a,b) € D vorgegeben (mit a € R und |b] < 1). Gesucht wird eine Losung ¢ von 3y’ = f(z)g(y)
mit den Funktionen f(z) = 1 und g(y) = 1 — y* durch den Punkt (a,b). Die Stammfunktionen F von f
ist gegeben durch

F(z) = m% = In(z) — In(a).

a

Um eine Stammfunktion von 1/g zu ermitteln, fithren wir eine Partialbruchzerlegung durch. Es gilt

1 1 3 z
= = +
9(y) 11—y l—y 14y
also ist
Gly) = [-3Wm(l-t)+3m(1+t)], =
—il(l-y)+im1+y)+iln(1-b)—sIn(1+b) = —1ln(l-y)+iln(l+y)+bo
14y
= éln(l—y>+b0

eine Stammfunktion, mit by = § In(1 —b) — 3 In(1 + b). Man {iberpriift unmittelbar, dass G'(y) = g(y)~*

und G(b) = 0 erfiillt ist. Die Aquivalenzumformung

1 1
z=1ln (—i—y) +by & 2x—by)=In (—f—y) o e2lz=bo) — Hiy

-2

1—y 11—y -y

Z(x—bo) _ 1

Py =14y & T 1= y(1420N) e =S +1
e~\T—

$2(z=b0) _1

zeigt, dass H(Jf) = m

eine Umkehrfunktion von G ist. Fiir z = In(z) — In(a), dann gilt

2
eQ(z—bo) — eQ(ln(z)—ln(a)—bo) e2(1n(r)—ln(a)—1/21n(1—b)+1/21n(1+b) — 1+0b . xr~ — ka
1-b a2
mit k = ﬁ. Somit ist durch
@) = (HoF)@) = Hn@)-l() = 21
r) = o r) = n(x) — = —
14 na kz? 41

eine Losung von y' = f(x)g(y) gegeben. Diese Losung lduft durch den Punkt (a,b), denn es gilt

b 1+b+b—1 2b

wla) T 1+b+1-0b 2




Aufgabe 3

zu (a) Die hochste in der DGL vorkommende Ableitung von y ist eine zweite Ableitung, also ist n = 2.
Der maximale Definitionsbereich ist D = R?, und die zugehérige Funktion des Systems ist gegeben durch

f : RS — IR‘7 <t7y07y1) = —g.

zu (b) Das System lautet y, = y1, ¥}, = —g. Die zum System gehorende Abbildung f : R?® — R? ist
gegeben durch (¢,y0,y1) = (Y1, —9)-

zu (¢) Die zum System y’ = f(x,y) dquivalente Integralgleichung lautet

plz) = /Oz f(t, (1)) dt.

Fiir die zweite Komponente der Losung erhalten wir

or(x) = @1(0)+/Ozf1(t,<p(t))dt - UO+/O””<_g>dt -

Die erste Komponente erhilt man nun durch die Rechnung
@o(t) = o(0) +/ folt,p() dt = o +/ pi(t) dt = o +/ (vo—gt) dt =
0 0 0
To + [Uot — %th]g = x9+vox — %ng.

Die Losung der DGL 2. Ordnung ist nun gegeben durch ¢ (z) = ¢o(z) = o + vox — 3932



