Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewdhnliche DGL
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(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Die Sinusfunktion sin : R — R ist (sogar unendlich oft) differenzierbar, wegen —1 < sin(x) < 1
fiir alle z € R beschriankt, aber nicht konstant. Dies zeigt, dass der Satz von Liouville fiir reellwertige
differenzierbare Funktionen nicht gilt. Die Teilmenge |—1, 1[ C R ist offen und zusammenhingend (also
ein Gebiet in R), und der Betrag der (wieder beliebig oft) differenzierbaren Funktion f(x) = 1—22 nimmt
in £ = 0 ein Maximum an. Die Funktion ist aber nicht konstant. Also ist auch das Maximumsprinzip fiir

reellwertige differenzierbare Funktionen nicht giiltig.

zu (b) Die Menge X nicht nicht diskret. Ist ndmlich V' C C eine beliebige Umgebung von X, dann gibt
es ein € € RT mit B:(0) C V. Fiir alle n € N mit + < ¢ ist dann  in X NV enthalten. Insbesondere
ist X NV = {0} fiir keine Umgebung V' von 0 erfiillt, 0 also kein isolierter Punkt von X. Alternativ
kann man laut Vorlesung auch damit argumentieren, dass (+),en eine Folge in X \ {0} ist, die gegen 0

konvergiert,.

Die Menge Y = |0, 1] ist ebenfalls nicht diskret, denn es gilt % €Y, und (%— %)nzg ist eine Folge in Y\{%},
die gegen Y konvergiert. Die Menge Z = X \ {0} dagegen ist diskret. Ist ndmlich % € Z ein beliebiger
Punkt (mit n € IN), dann ist V = B

. . . 1
gilt ndmlich -

(L) eine Umgebung von + mit ZNV = {1}. Fiir jedes n € N
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zu (c) Gegeben waren zwei holomorphe Funktionen f, g auf einem Gebiet G. Die Aussagen lauteten
(i) f = g (d.h. f und ¢ stimmen auf ganz G iiberein), (ii) f — g besitzt in einem Punkt w € G eine
Nullstelle unendlicher Ordnung und (iii) Es gibt eine nicht-diskrete Teilmenge N C G mit f|y = g|n.
Bemerkenswert ist vor allem die Implikation ,,(iii) = (i), da N eine sehr kleine Teilmenge von G sein
kann. Stimmen beispielsweise zwei holomorphe Funktionen f,g : C — C auf dem winzigen Intervall

]0, Tloo[ C R iiberein, dann miissen sie bereits auf ganz C iibereinstimmen.

(d) Nein. Nehmen wir an, g : C — C wire eine solche holomorphe Fortsetzung. Die Menge X = |—o0, 0]
ist keine diskrete Teilmenge von C (zum Beispiel ist (—% — %)nzg eine Folge in X \ é%}, die gegen
—% € X konvergiert). Aulerdem stimmt ¢g auf X mit der holomorphen Funktion h : C — C gegeben
durch h(z) = 0 fiir alle z € C iiberein. Nach dem Identititssatz miisste also g(z) = h(z) fiir alle
2z € C gelten. Aber fiir x € R gilt g(z) # h(z). (Das Beispiel der Funktion g zeigt auch, dass der
Identitéitssatz fiir reell differenzierbare Funktionen ebenfalls nicht gilt, selbst dann nicht, wenn diese

unendlich oft differenzierbar sind.)



zu (e) Nein, auch eine solche holomorphe Funktion gibt es nicht. Da |—1, 1] keine diskrete Teilmenge
von C ist (was man wie bei den vorherigen Beispielen zeigt), kann aus dem Identitéitssatz geschlossen
werden, dass f auf ganz C mit der Nullfunktion {ibereinstimmt. Aber dies steht im Widerspruch zur

Annahme f(z) =1 fiir x € R mit 2 <z < 4.

Aufgabe 1

zu (a) Wegen |f(z)| > a gilt insbesondere f(z) # 0 fur alle z € C. Wir konnen also g : C — C durch
g(2) = f(2)~! definieren, und auch g ist dann eine ganze Funktion. Aus |f(z)| > a folgt auch |g(z)| < a™!
fiir alle z € C. Die Funktion g ist also auf C beschriankt. Aus dem Satz von Liouville folgt nun, dass g

konstant ist, und damit ist auch f konstant.

zu (b) Nach dem Maximumsprinzip fiir stetige Funktionen auf kompakten Mengen nimmt die Ein-
schriinkung der Funktion z ~— | f(z)| auf B1(0) in einem Punkt 2y € B;(0) ihr Maximum an. Da einerseits
|f(2)] <1 fiir alle z € 0B;(0) gilt, andererseits aber |f(0)] = 2 > 1 gilt, muss f(z¢) > 2 sein und der
Punkt zg somit in By(0) liegen. Aus dem Maximumsprinzip der Funktionentheorie, angewendet auf das
Gebiet G = B1(0), folgt nun, dass f auf G konstant ist. Da es sich bei G um eine nicht-diskrete Menge
handelt, zeigt der Identitétssatz, dass f auf ganz C konstant ist.

Aufgabe 2

zu (a) Angenommen, f ist eine Funktion mit den angegebenen Eigenschaften. Weil f als holomorphe

Funktion auch stetig ist, gilt wegen lim,, n =220 = 0 auch
f(0) = lim f(n™2% = 1m0 = 0.
n—o0 n—00

Es gilt also f|yng = 0 fiir die Menge N = {n=20%% | n € N} U {0}. Die Menge N N G ist nicht-diskret,
da in jeder Umgebung U von 0 unendlich viele Elemente dieser Menge liegen. Ist ndmlich ¢ € RT mit
B.(0) C UNG, dann gilt n=2920 € U fiir alle n € IN mit n7292 < ¢ & n2020 > =1 & p > £71/2020,
Durch Anwendung des Identitétssatzes erhalten wir f = 0 auf ganz G, im Widerspruch zur Annahme.

Also existiert keine Funktion mit den angegebenen Eigenschaften.

zu (b)  Angenommen, f ist eine holomorphe Funktion wie angegeben. Sei ¢ € RT so gewiihlt, dass
B.(0) C G gilt. Sei f(z) = Y07, a,z" die Potenzreihenentwicklung von f in einer Umgebung des
Nullpunkts. Auf Grund des Satzes iiber die Potenzreihenentwicklung ist die Reihe auf B, (0) konvergent,
(nh)*
n!

fiir den Konvergenzradius p gilt also p > e. Laut Vorlesung gilt auBerdem a,, = f((0)/(n!) = =nl,

fiir jedes n € IN. Aber wegen

1)!
lim &L =y (D) lim (n+1) = +oo

n—o00 (G n—o00 n: n—00

ist der Konvergenzradius dieser Potenzreihe gleich Null, im Widerspruch zu p > €. Also existiert eine

holomorphe Funktion mit den angegebenen Eigenschaften nicht.

zu (¢) Wieder nehmen wir an, dass eine Funktion f wie angegeben existiert. Sei g : G — C definiert
durch g(z) = 2z fiir alle z € G. Dann gilt f(5) =+ =2- ;& = g(5-) fiir alle n € IN. Weil f und g als

n

holomorphe Funktionen beide stetig sind, gilt auflerdem

f0) = lm f(5) = m & = 0 = g(0).

n—00 n—oo N



Setzen wir also N = {0} U {5 | n € N}, dann stimmen f und g auf N N G iiberein. Wie in Teil (a)
iiberpriift man, dass ﬁ fiir hinreichend grofies n in N N G liegt und N N G somit eine nichtdiskrete

Menge ist. Der Identitétssatz zeigt also, dass f und g auf ganz G iibereinstimmen.

WEeil G offen ist und 0 in G liegt, gibt es ein n € IN mit ﬁ, % € G. Wegen f = g miisste insbesondere

f(35) = 9(3255) =2+ 57 = 527 gelten. Aber dies widerspricht der Bedingung f(5-2+) = f(%) aus

der Angabe. Also existiert eine solche Funktion f nicht.

Aufgabe 3

»,=“ Ist U zusammenhingend, dann handelt es sich bei U insgesamt um ein Gebiet. Seien nun f,g
zwei holomorphe Funktionen mit fg = 0, und sei NV C U die Nullstellenmenge von f. Ist N nichtdiskret,
dann kénnen wir den Identititssatz anwenden und erhalten f = 0. Ist N = &, dann gilt f(z) # 0 und
f(2)g(z) = 0 fiir alle z € C, und daraus folgt g(z) = 0 fiir alle z € C, also g = 0.

Betrachten wir nun noch den Fall, dass N diskret, aber nichtleer ist. Sei zyp € N ein beliebiger Punkt.
Weil die Menge diskret ist, gibt es ein e € RT mit B.(20) N N = {20}. Es gilt also f(z) # 0 fiir alle
z € B:(20)\ {20}, wegen f(z)g(z) = 0 also g(z) = 0 fiir alle diese Punkte z. Die Menge M = B.(z0)\ {20}
ist offenbar nichtdiskret, denn beispielsweise ist |zg, zo + ¢[ in M enthalten, und in der Umgebung des
Punktes zg + %5 liegen unendlich viele weitere Punkte aus M, zum Beispiel alle zy + %5 + % mit n € IN

und % < %5. Wir kénnen erneut den Identitéitssatz anwenden und erhalten g = 0 auf ganz G.

»<=“ Ist U nicht zusammenhéngend, dann gibt es eine Zerlegung U = U; U Us in nichtleere, disjunkte
offene Teilmengen U; und Us. Definieren wir nun f und g durch f(z) =1, g(z) = 0 fiir alle z € U; und
f(z) =0, g(z) =1 fir alle z € Uy. Weil f|y, konstant ist, ist die Funktion f auf U; holomorph. Genauso
zeigt man, dass f auf Us holomorph ist, insgesamt also auf ganz U. Aus denselben Griinden ist auch g
eine holomorphe Funktion auf U. Offenbar gilt fg = 0 auf ganz U, aber weder f = 0 auf ganz U noch
g =0 auf ganz U.



