Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewdhnliche DGL
— Lo6sung Blatt 7 —
(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Die Vorgabe arg(z) = %’R’ zeigt an, dass z auf der Halbgeraden liegt, die zum positiven Teil der

x-Achse einen Winkel von 45° an. Bei allen komplexen Zahlen auf dieser Halbgeraden stimmen Real-
und Imaginirteil iiberein, d.h. es gilt z = s(1 + i) fiir ein s € RT. Aus 1 = |2| = s|1 +i| = /25 folgt

S

%. Also ist |z] = %(1 +14) die gesuchte komplexe Zahl.

zu (b) Das Bild von €\ {0} unter der Bijektion C — R?, x + iy ~ (z,%) ist U = R?\ {(0,0)}. Also ist
dies der Definitionsbereich von fg. Fiir alle z =z + iy € C\ {0} gilt

1 1 T — 1y T — 1y x . (—y)
; = ; ; = 212 52 Tl 2
z T+ iy (z +iy)(z — iy) % +y >ty 2ty

Somit ist fg : U — R? gegeben durch fg(z,y) = (QJQITyQ, —ﬁ)

zu (¢) Die Jacobi-Matrix erhélt man durch Bildung der partiellen Ableitungen von (fgr); und (fr)2-
Sie ist in (z,y) € U gegeben durch

(fo)(z) = 1(” - %y)

(@2 +y2)? \ —20y 42—z

Dass f auf C\ {0} holomorph ist, kann man daran erkennen, dass die beiden Diagonalterme iibereinstim-
men und die Terme abseits der Diagonalen entgegengesetztes Vorzeichen haben. (Mit anderen Worten,

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind in jedem Punkt des Definitionsbereichs erfiillt.)

zu (d) Die Richtungsableitung % kann an der ersten Spalte der Jacobi-Matrix abgelesen werden: Der

erste Eintrag der Spalte ist der Realteil, der zweite der Imaginérteil von f. Es gilt also

%(1’ +1y)

(y? — %) +i- 2zy
(22 + y2)2

Aufgabe 1

zu (a) Nach Definition ist f : A — R genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn die Nullfortsetzung
fo : R" — R von f Lebesgue-integrierbar ist. Es gilt (fo)™ = (f*)o und (fo)~ = (f)o, denn fiir
x € R™\ A sind beide Seiten der Gleichung jeweils gleich null, und fiir € A gilt jeweils fo(z) = f(=),
also auch (fo)¥(z) = fT(x) = (fM)o(z) und (fo) (z) = f~(x) = (f )o(z). Es geniigt deshalb, die
Aussage fiir A =R" zu beweisen. Hier folgt die Aussage direkt aus Prop. 6.12 (ii). Denn auf Grund der
Vektorraum-FEigenschaft von £, sind mit f auch —f und die Nullfunktion Lebesgue-integrierbar, und
nach Prop. 6.12 (ii) somit auch f* = f V0 und f~ = (—f) V0. Sind umgekehrt f* und f~ Lebesgue-

integrierbar, also in £,, enthalten, dann auf Grund der Vektorraum-Eigenschaft auch f = f* — f~.



zu (b) Wire f € £1, dann nach Teil (a) auch die Funktion f*. Fiir jedes x € Ry gilt f(z) = fT (),
insbesondere stimmen f und f7 fiir jedes n € IN auf dem Intervall [1,n] iiberein. Die charakteristische
Funktion x; ) ist nach Satz 6.20 (i) auf [1,n] Lebesgue-integrierbar, weil die konstante Funktion mit
Wert 1 auf [1,n] jeweils Riemann-integrierbar ist. Nach Prop. (6.12) (iv) ist fx(i,») ebenfalls Lebesgue-
integrierbar. Fiir jedes 2 € R gilt die Aquivalenz

T 1
. e 22> V14t e 4t >142t & 3t >l
V14t T B B B

Die Rechnung zeigt, dass die erste Ungleichung fiir alle > 1 erfiillt ist. Fiir das Lebesgue-Integral von

Y
D=

fT erhalten wir nun fiir jedes n € IN die Abschitzung

[r@a = [um@e = [ Z2 s 32 o el = .

Aber wegen lim,, In(n) = +oo steht dies im Widerspruch zur Lebegue-Integrierbarkeit der Funktion. Also

ist auch f nicht Lebesgue-integrierbar.

Aufgabe 2

zu (a) Seien z,w € C* und a = arg(z), 8 = arg(w), v = arg(zw). Dann gilt z = |z|(cos(a) + isin(a)),
w = |wl|(cos(B) + isin(B)) und zw = |zw|(cos(y) + isin(y)) nach Definition der Polarkoordinaten. Mit
Hilfe der Additionstheoreme

sin(a + ) = sin(a) cos(B) + cos(a) sin(8) und cos(a + B) = cos(a) cos(f) — sin(a) sin(f)
erhalten wir
[zw[(cos(y) +isin(y)) = 2w = (|z|(cos() +isin(B))) (lwl|(cos(B) + isin(5)))
= |zwl|(cos(a) + isin(a))(cos(B) + isin(B))

= |zwl|(cos(a) cos(8) — sin(a) sin(B) + i sin(a) cos(B) + i cos(B) sin(«))
= |zw|(cos(a + B) + isin(a + B)).

Es folgt cos(y) = cos(a + 8) und sin(y) = sin(a + ). Allgemein stimmen Sinus und Kosinus von zwei
Winkeln ¢, ¢’ nur dann iiberein, wenn sie sich um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden.

Damit erhalten wir v = a + 8 mod 27Z.
zu (b) Esgilt |1 +4] =12 + 12 = v/2 und
1 1
1+i = V2 < —|—i)
V2 V2

also arg(1 + i) = ;7. Genauso erhalten wir durch

= V2(cos(im) +isin(im))

1—i = ( ! ) V2 (cos(im) —isin(im))
1

= \@( cos(im) +isin(—im)) = \@(cos( m) +isin(%m))

den Wert arg(1 — i) = Ix. Schlieflich ist |14 = }H?l‘ = % = 1. Zur Berechnung des Arguments setzen

K2

wir o = arg(1%%). Aus a(1 — i) = 1 + ¢ folgt nach Teil (a), dass

arg(a) + arg(l — i) = arg(1 +4) mod 27Z



gilt, also arg(a) = arg(1 +4) — arg(l —i) = 37— 7 = —37. Weil p = 17 die eindeutig bestimmte reelle

Zahl im Intervall [0, 27 mit ¢ = 37 mod 277 ist, folgt arg(a) = 1.

zu (¢) Sei w; € C* eine komplexe Zahl mit w? = 1 + i. Dann ist wy = —w; die zweite komplexe Zahl

mit w3 = 1+ i. Setzen wir a; = arg(w;) fiir i = 1,2, dann gilt wegen w; - w; = 1 + 4 nach Teil (a)

20 = o;j+o;=arg(l+i) = ir mod 27Z.

Es gibt also k1, ko € Z mit 2a; — 7r = 2k;m, also a; — §7T = k;m. Nun existieren genau zwei reelle Zahlen
¢ € [0, 27| mit der Eigenschaft, dass ¢ — 77r ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, ndmlich 77r und 2 ST

2.

Nach eventueller Vertauschung von w; und wy gilt also ay = arg(wy) = #7 und ap = arg(ws) = 3

Aufgabe 3

zu (a) Die Wirtinger-Ableitungen von f sind gegeben durch

=4 (Gho-g) =3 (o o)+ (o-30)

Lo-1(Ze+Ze)-1(Le-Fo)+1i(Fe+ o)

Die Antiholomorphie von f im Punkt z ist also dquvialent zu
39 oh, . @ B 3g % 89 % 5g
und die Holomorphie im Punkt z zu
dg oh oh dg oh dg oh, .~ 0Og
-G @ =0T =300 md Fe+ e =0s 56 =T,

Ist nun f auf ganz C sowohl antiholomorph als auch holomorph, dann gilt fiir jedes z € C

und

8h (9g oh, . 6g
also %(z) = 0. Ebenso gilt o 5 o 5
g g
— nd —

ay ~ or " oy o
und somit %Z(z) =0. Aus %(2’) = %Z(z) = 0 fiir alle z € C folgt, dass h auf C konstant ist. Der Nachwei

der Konstanz von g lduft vollkommen analog. Insgesamt ist also die Funktion f auf ganz C konstant.

zu (b) Seien § und A der Real- und Imaginiirteil von f o, also (f o1)(z) = §(z) + ih(z) fiir alle z € C.
Auf Grund der mehrdimensonalen Kettenregel ist die Ableitung der Funktion f o ¢ in einem beliebigen

Punkt z € C gegeben durch

03, 23, 005y Da(s
@”gw>—amm>—fwwm>—<$)y)

%(2) 37,(2) oz
:<%a§ﬂd
Bh(z) —94(2)

Die Funktion f ist nun auf ganz C holomorph, wenn fiir alle z € C jeweils
oh dg oh,_.  Og
FE =0 . GE=-3Le

gilt. Auf Grund der soeben bewiesenen Gleichung ist dies wiederum dquivalent zu
oh, . 0§ oh g
87/('2) = 871:('2) ’ %( z) = ay( z)

fiir alle z € C, also zur Holomorphie der Funktion f o ¢.
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