












Aufgabe 3

zu (a) Aus technischen Gründen betrachten wir die Funktionen fn auf R+ an Stelle von R+. Im

Hinblick auf die Lebesgue-Integrierbarkeit macht das keinen Unterschied, weil sich R+ und R+ nur um

die Nullmenge {0} unterscheiden. Zunächst beweisen wir die Lebesgue-Integrierbarkeit von f0(x) = e−x

aufR+. Für jedes m ∈ N ist f0|[0,m] als stetige Funktion Riemann- und damit auch Lebesgue-integrierbar,

und es gilt ∫ m

0

f0(x) dx =

∫ m

0

e−x dx =
[
−e−x

]m
0

= (1− e−m).

Die Lebesgue-Intgrierbarkeit von f0|[0,m] ist gleichbedeutend mit der Lebesgue-Integrierbarkeit von f0 ·
χ[0,m] auf ganz R, und die Integrale stimmen überein. Die Funktionenfolge (f0 · χ[0,m])m∈N ist offenbar

monoton wachsend, sie konvergiert auf R+ punktweise gegen f0, und die Folge (1−e−m)m∈N der Integrale

ist nach oben durch 1 beschränkt. Daraus folgt nach dem Satz von Beppo Levi über monotone Konvergenz

die Lebesgue-Integrierbarkeit von f0, und der Wert des Integrals ist gegeben durch∫ +∞

0

f0(x) = lim
m

(1− e−m) = 1.

Nun beweisen wir die Lebesgue-Integrierbarkeit von fn auf R+ für jedes n ∈ N durch vollständige Induk-

tion über n ∈ N0, wobei der Induktionsanfang bereits erledigt ist. Wie der Beweis der Induktionsanfang

zeigt, genügt es jeweils zu überprüfen, dass die Folge der Integrale
∫m

0
fn(x) dx mit m ∈ N nach oben

beschränkt ist. Sei nun n ∈ N, und setzen wir die Aussage für n − 1 voraus. Für jedes m ∈ N erhalten

wir mit partieller Integration jeweils∫ m

0

fn(x) dx =

∫ m

0

xne−x dx =
[
−xne−x

]m
0

+ n

∫ m

0

xn−1e−x dx = mne−m + n

∫ m

0

xn−1e−x dx.

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Integrale
∫m

0
xn−1e−x dx mit m ∈ N nach oben beschränkt. Aus

der Analysis einer Variablen ist bekannt, dass limx→+∞ xne−x für jedes n ∈ N gleich 0 ist. Dies zeigt, dass

auch die Folge (mne−m)m∈N nach oben beschränkt ist. Insgesamt ist damit die Aussage für n bewiesen.

zu (b) Sei s ∈ R+ vorgegeben. Es genügt zu zeigen, dass
∫ 1

0
xs−1e−x dx und

∫ +∞
1

xs−1e−x dx als

Lebesgue-Integrale existieren, denn die Summe der Nullfortsetzung von ]0, 1]→ R, x 7→ xs−1e−x ud der

Nullfortsetzung derselben Funktion auf [1,+∞[ ist die Nullfortsetzung von R+ → R, x 7→ xs−1e−x, und

die Summe zweier Lebesgue-integrierbarer Funktionen ist wiederum Lebesgue-integrierbar.

Für die Lebesgue-Integrierbarkeit von x 7→ xs−1e−x auf [1,+∞[ reicht es wiederum zu überprüfen, dass

die Folge der Integrale
∫m

1
xs−1e−x dx mit m ∈ N nach oben beschränkt ist. Dies wiederum ergibt sich

direkt aus Teil (a). Ist nämlich n ∈ N mit n ≥ s− 1, dann gilt
∫m

1
xs−1e−x dx ≤

∫m

0
xne−x dx.

Für die Lebesgue-Integrierbarkeit von x 7→ xs−1e−x auf ]0, 1] wiederum genügt es zu überprüfen, dass

die Folge der Integrale
∫ 1

[ 1
m ,1]

xs−1e−x dx für m ∈ N nach oben beschränkt ist. Dies ist tatsächlich der

Fall, denn es gilt∫ 1

[ 1
m ,1]

xs−1e−x dx ≤
∫ 1

1/m

xs−1 dx =

[
xs

s

]1
1/m

=
1

s
(1−m−s) ≤ 1

s
.



zu (c) Sei s ∈ R+ und m ∈ N. Auf Grund der Substitutionsregel gilt jeweils∫ m

1/m

xs−1e−tx dx = t−s
∫ m

1/m

t · (tx)s−1e−tx dx = t−s
∫ tm

1/(tm)

xs−1e−x dx.

Die Folge der Funktionen x 7→ xs−1e−txχ[1/m,m] auf R konvergiert punktweise und monoton wach-

send gegen die Nullfortsetzung der Funktion R+ → R, x 7→ xs−1e−tx. Auf Grund der Lebesgue-

Integrierbarkeit von x 7→ xs−1e−x und der soeben bewiesenen Gleichung ist die Folge der Integrale

durch t−sΓ(s) = t−s
∫ +∞
0

xs−1e−x dx beschränkt. Nach dem Satz von Beppo Levi ist x 7→ xs−1e−tx

damit auf R+ Lebesgue-integrierbar, und es ist∫ +∞

0

xs−1e−tx dx = lim
m

∫ m

1/m

xs−1e−tx dx = lim
m
t−s
∫ mt

1/(mt)

xs−1e−x dx = t−sΓ(s).

zu (d) Die Ableitung der Funktion x 7→ xs−1e−tx unter dem Integralzeichen nach t liefert die Funktion

x 7→ xs−1 · (−x) · e−tx = −xse−tx, und das Integral ist gleich −Γ(s + 1). Nach Teil (c) ist x 7→ xse−tx

Lebesgue-integrierbar und der Satz über die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration somit

anwendbar. Nun ist einerseits

∂

∂t

(
t−sΓ(s)

)
=

∂

∂t

(∫ +∞

0

xs−1e−tx dx

)
=

∫ +∞

0

(−xs)e−tx dx = −t−s−1Γ(s+ 1) ,

andererseits aber auch

∂

∂t

(
t−sΓ(s)

)
=

∂

∂t

(
t−s
)

Γ(s) =
∂

∂t

(
e−s ln(t)

)
Γ(s)

= −s
t
e−s ln(t)Γ(s) = −s

t
t−sΓ(s) = −st−s−1Γ(s).

Es folgt −t−s−1Γ(s+ 1) = −st−s−1Γ(s), was durch Einsetzen von t = 1 die Gleichung Γ(s+ 1) = sΓ(s)

liefert.

Wie wir in Teil (a) bereits nachgerechnet haben, ist Γ(1) =
∫ +∞
0

e−x = 1 = 0!. Setzen wir nun die

Gleichung Γ(n+1) = n! für ein n ∈ N voraus, dann folgt Γ(n+2) = (n+1)Γ(n+1) = (n+1)n! = (n+1)!.


