Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewo6hnliche DGL
— Lo6sung Blatt 5 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

zu (a)  Auf Grund des Stokes’schen Integralsatzes gilt die Beziehung f,y(E,ds) = f(Afb) (rot(E),dA).

Wenden wir auf die rechte Seite das Faradaysche Gesetz an, so erhalten wir

L(E,ds) = —/(A7¢)<8(£,dA>.

zu (b) Sei B, C R? der Vollkreis vom Radius 7, und sei ¢ : R? — R3 gegeben durch ¢(x,y) = (z,y,0).
Dann ist ¢(A) der Vollkreis vom Radius r in der xy-Ebene. Dann ist ¢'(x,y)(ex) = e fir k = 1,2
und ¢'(x,y)(e1) x ¢'(x,y)(e2) = es fiir alle (z,y) € R2 Seien v, vy,v, € R die Komponenten des
Vektors v € R? der Linge 1, d.h. es gilt v2 + 115 +v2 = 1. Wegen B(t,z,y,2) = Bysin(w;)v gilt jeweils

%—If(t, x,y, z) = Bow cos(wt)v. Durch Einsetzen in die Formel aus Teil (a) erhalten wir fiir die induzierte

Ut - / (E(),ds) = - /(A7¢)<%f,dj4> _

—Bowcos(wt)/ (v,9'(z,y,2)(e1) X ¢ (x,y,2)(e2)) d(x,y,2) =

B,

Spannung den Wert

—Bow cos(wt)/ (v,es)d(z,y,z) = —Bow cos(wt)/ vod(z,y,2) = —wr’Byvwcos(wt).
B, B,
Die induzierte Spannung ist also am grofiten, wenn das Magnetfeld B zur zy-Ebene senkrecht steht

(v, = 1). Verlduft das Magnetfeld parallel zur zy-Ebene (v, = 0), dann wird keine Spannung induziert.

Aufgabe 2

zu (a) Nach Satz 6.20 ist jede Riemann-integrierbare Funktion auf ) auch Lebesgue-integrierbar.
Es geniigt also, die Riemann-integrierbarkeit der Treppenfunktionen nachzuweisen. Sei g : @ — R eine
Treppenfunktion und Z eine Zerlegung von @) mit der Eigenschaft, dass g| ko fiir alle K € Q(Z) konstant
ist. Sei ferner cx der konstante Wert von g auf K°. Setzen wir g° = > - (2) CKXK®» dann unterscheidet

sich diese Funktion von g nur auf der Menge N = J,, o(2) OK. Wir zeigen gleich, dass

(i) die Menge N eine Jordansche Nullmenge ist, und dass
(ii) die Funktion xxo fiir jedes K € Q(Z) Riemann-integrierbar ist.
Weil die Riemann-integrierbaren Funktionen auf @ einen R-Vektorraum bilden, folgt aus (ii), dass

die Funktion ¢° Riemann-integrierbar ist. Aus (i) und Satz 3.14 folgt, dass mit ¢° auch g Riemann-

integrierbar ist.



Fiir (i) geniigt es zu zeigen, dass OK fiir jedes K € Q(Z) eine Jordansche Nullmenge ist, denn jede
endliche Vereinigung von Jordanschen Nullmengen ist wieder eine Jordansche Nullmenge. Sei also K ein
Teilquader von @ der Form K = [a1,b1] X ... X [ay,, b,]. Wegen K° = [[;_;]ag, by und 0K = K \ K° ist
der Rand von K gegeben durch

0K = | la1,b1] x oo x {ag, b} X ... X [an, by].
k=1

Fiir jedes ¢ € R* wird jede Menge dieser Vereinigung jeweils {iberdeckt durch die Vereinigung der beiden
kompakten Quader

[a1,b1] X ... X [ag — €, a5 + €] X ... X [an, by]

und

[a1,b1] X ... X [b — &, b + €] X ... X [an, by]

vom Volumen 2¢]], ;ék[ag, be). Weil e € RT beliebig klein gewiihlt werden kann, folgt daraus, dass jede

Menge in der Vereinigung und somit auch 0K eine Jordansche Nullmenge ist.

Fiir (ii) geniigt es zu zeigen, dass y ko als Funktion auf K Riemann-integrierbar ist. Wieder sei K =
[a1,b1] X ... X [an, b,]. Fiir jedes e € R mit € < 3 (b, — a;) fiir 1 < k < n definieren wir eine Zerlegung
Z, = (Zg(l), ...,ZE(")) durch Z = {ay +¢,b, — e} fir 1 <k <n. Auf dem Teilquader L = [ax + €, by — €]
vom Volumen []}_;(bx — ar — 2¢) ist xxo konstant 1, hier gilt also CLro = cJLiXKO = 1. Auf allen
iibrigen Teilquadern L' € Q(Z.) von K gilt CLxro 20 und CJLF/,XKO <1, weil xgo auf K insgesamt nur
die Werte 0 und 1 annimmt. Dies zeigt, dass fiir jedes e € R die Differenz von Ober- und Untersumme

beziiglich Z. jeweils durch
SF (2) -85, (2) < H(bk —ak) — H(bk —ay — 2¢)
k=1 k=1

abgeschitzt werden kann. Fiir ¢ — 0 lduft die Differenz rechts gegen null. Damit ist die Riemann-

Integrierbarkeit von x o nachgewiesen.

zu (b) ,<“ Setzen wir voraus, dass eine Folge (¢ )nen von Treppenfunktionen g, : @ — R mit
lim,, ||gm — fll1 = 0 existiert. Da g, — f jeweils ein Wert der Halbnorm ||g,, — f]||1 zugeordnet werden
kann, muss g,, — f in Z,\l liegen. Nach Teil (a) gilt g, € £, und somit auch g,, € Z:L fiir alle m € IN.
Damit ist auch f in Z:L enthalten, und die Lebesgue-Integrierbarkeit von f folgt insgesamt aus Prop.
6.12 (ii).

»=“ Seie € RT vorgegeben. Nach Definition der Lebesgue-integrierbarkeit liegt f in Z:“ und es existiert
ein h € C, mit ||f — b1 < %8. Der Triager von h ist in einem kompakten Quader ) enthalten, und auf
Grund der Riemann-Integrierbarkeit von h gibt es eine Zerlegung Z von @ mit S; (2) -8, (Z) < Le. Sei
nun g : @ — R eine Treppenfunktion mit konstantem Wert cx = ¢ ;, auf K°, jeweils fiir alle K € Q(2).
Nach Lemma 6.18 (ii) ist g Lebesgue-integrierbar, und das Lebesgue-Integral stimmt mit S, (Z) iiberein.
Die 1-Halbnorm von h—g kann nach Prop. 6.13 (ii) abgeschiitzt werden durch das Lebesgue-Integral dieser
Funktion, und wegen S, (Z) < I(h) < 8;7 (Z) gilt somit [|h—g|j1 = [ |h(z)—g(z)|dx = I(h)— [ g(x) dz <
SH(2)—S8;, (2) < 3e. Insgesamt erhalten wir ||f — g[|1 < [|f —h[l1 + [|h — g|l1 < e+ e = . Fiir jedes
e € RT existiert also eine Treppenfunktion g mit ||f — g||; < e. Daraus folgt, dass eine Folge (g )men

von Treppenfunktionen mit lim,, ||f — gm||1 = 0 existiert.



Aufgabe 3

zu (a) Sei f:[1,+o00o[ = R gegeben durch f(z) = Sm(w) , und fiir jedes m € IN sei f,, die Nullfortsetzung
von f|(1 xm. Die Funktion f[f; r,) ist offenbar stetlg (da sie durch Verkniipfung stetiger Funktionen zu
Stande kommt) und somit Riemann-integrierbar. Nach Satz 6.20 folgt daraus f,, € £; fiir alle m € IN.
Wenn wir nun zeigen konnen, dass lim,, || f— foll1 = 0 gilt, wobei f; die Nullfortsetzung von f bezeichnet,
dann folgt daraus die Lebesgue-Integrierbarkeit von fo und von f, nach Prop. 6.12 (ii). Sei dazu g, fiir
jedes m € IN die Nullfortsetzung von | f||rm, x(m+1))- Fiir jedes m € N ist dann Y7 g, eine Majorante
von fo — fm, denn fo — fp, ist auf [1,7m] gleich null, und auf J7m, +oo] stimmt |fo — fp| mit |fo] und

mit Y po, gi liberein. Daraus folgt mit Prop. 6.7 jeweils

o] 7r(k+1)
o Ful < 3 loelh = Z/ Dlde = lm [ |f@)dt

k=m k=m
. Tt : 1" , 11 1
< lim [ 5 < lim |- - dim (—--) = —.
T—~400 ‘n'mt r—+00 t m x—4o00 \ ™M xT m™m

Aus lim,, % = 0 folgt somit auch lim,, || fo — fm|l1 = 0.

zu (b) Hier lduft der Nachweis im Wesentlichen nach demselben Schema ab. Sei f :]0, 1] — R gegeben

durch f(z) = \/5’
offenbar stetig (da sie durch Verkniipfung stetiger Funktionen zu Stande kommt) und somit Rlemann—

und fiir jedes m € N sei fn, die Nullfortsetzung von f|/1 ;). Die Funktion f|j ; ist

integrierbar. Nach Satz 6.20 folgt daraus f,,, € £ fiir alle m € IN. Wenn wir nun zeigen konnen, dass
lim,, || fr — foll1 = 0 gilt, wobei f die Nullfortsetzung von f bezeichnet, dann folgt daraus die Lebesgue-
Integrierbarkeit von fo und von f, nach Prop. 6.12 (ii).

Sei dazu g, fiir jedes m € IN die Nullfortsetzung von f| 1. Fir jedes m € IN ist dann > 27 gm
eine Majorante von fy — fi,, denn fo — f,, ist auf [ ,1] glelch null, und auf [0, [ stimmt | fo — fin| mit
fo tiberein. Auf [0, L] gilt auerdem fy < 377, gr, mit Gleichheit in allen Punkten R\ { | k > m}.
Mit Prop. 6.7 erhalten wir

1/m

o=l < Yol = > [ f@de = tim [T
k=m k=m " TF1 T

-, (ﬁ)‘“ = Vi = ili%(“’ m o= o

Aus lim,, \/% = 0 folgt somit auch lim,, ||f — 0 — fi,|[1 = 0.

sm(m)

zu (c) Zuerst zeigen, wir, dass die Funktion f : [1, +oo[— R, z — nicht Lebesgue-integrierbar ist.
Waire sie Lebesgue-integrierbar, dann miisste dies nach Prop. 6.12 (111) auch fiir |f| gelten. Mit |f| wére

dann auch |f] - X[2x,27m fiir jedes m € IN Lebesgue-integrierbar. Fiir jedes m € IN gilt jeweils

2rm—+m | sm(m)| 1 2rm—+m 1 T
> i = - i =
/zﬂm 2] de > T /%m sin(x) dz o — /0 sin(x) dzx

1 1 1

m[—cos(ﬂ?)]g = m(—(—l)—(—l)) = TmiD

27rm+27r | sin(z)] de >

2] > m insgesamt also die Abschétzung

und ebenso erhilt man f

2r(mAD) | gin ()| 1 1 1 1 2
de > + = - -
o || - w(m+ %) m(m+1) m(m+1)  w(m+1) m(m+1)



Das Lebesgue-integral f[l ool |f(z)|dx wire eine endliche reelle Zahl. Andererseits miisste fiir jedes

m € IN wegen |f| > | f| - X[2r,2+m] aber die Abschétzung

1

2Tm . m—1 2m(k+1) . m—
| sin(x)] | sin(x)]
fx)|de > / —2dr = / ——dr >
/[1,+oo[| ( )| 21 |{E| Z 27k |£L'| 7T m+ 1

k=1 k=1

gelten, was wegen > - = +oo der Endlichkeit von f[l oo | f(x)| dz widerspricht.

m=1 7r(m+1) -

+o0 sm(w

Nun zeigen wir noch, dass f dxr Riemann-integrierbar ist, was gleichbedeutend ist mit der Exi-

z sm(t

stenz des Grenzwertes lim,_, [; dt. In einem ersten Schritt zeigen wir, dass der Folgengrenzwert

lim,,, f27rm sinh) gt existiert. Dazu schatzen wir fiir jedes m € N das Integral [, " 2m(m+1) Wdt nach

oben und nach unten ab. Fir alle ¢ € [2rm,2mm + 7] gilt jeweils sin(t + 7) = —sin(¢) und somit
sin(t) _ sin(t+7) sin(t+4m)
= - > — Hﬂﬂ . Daraus folgt
/2”(’”“) sin(t) i = /2”””” sin(t) dt+/2ﬂ(m+1) sin(t) i =
2mm t 2mm t 2mm—+m t
/%m"‘” sin(¢) it + /27"”"|r7r sin(t + ) & > 0
2mm t 2mm t+m N
2mm sm(t) 3 27 (m+1) sm( )

Der Grenzwert lim,, f dt existiert somit genau dann, wenn die Reihe ) dt

m=1J2rm

konvergiert, denn sémtliche Relhengheder sind nicht negativ. Nun gilt fiir jedes m € IN die Abschatzung

/27r(m+1) sin(t) g /27rm+7r sin(t) i /27r(m+1) sin(t) @ <
2mm t 2mm t 2mrm—+m t
1 2rm—+m 1 2w (m+1)
P — in(t)dt - ——— in(t)dt =
2tm 27Tm Sln( ) 27T(m + 1) L‘n’m-‘ﬂr Sln( )
1 [7 1 2 1 1 5
in(t)dt — ———— in(t)dt = —][— O — — [— H)="
s | S0t = s [ sing) s [ €055 — gy [ eos(o)
_ 1 -t
mm w(m+1) mm(m+1)

Die Existenz des Grenzwerts lim,, ffﬂm sin(t)

dt als endliche reelle Zahl folgt also aus der Konvergenz

der Reihe Y ° | m
Nun beweisen wir noch die Existenz und Endlichkeit des Funktionsgrenzwertes lim, oo ff Si"t(t) dt.
Fiir jedes m € N ist die Funktion g(z) = [ = s gt im Intervall [27m, 27m + 7] jeweils monoton

wachsend (weil dort der Sinus nichtnegativ ist), und im Intervall [27m + 7, 2w (m + 1)] monoton fallend.

Die Rechnung von oben zeigt g(2rm+m) = g(27m) +f27rm+ﬂ sin) g

2mm

t < g(2mm)+ ——~. Es gilt also jeweils
lg(x) — g(2mm)| < - fiir alle z € [2mm, 27(m 4 1)]. Sei nun ¢ = lim,,, g(2rm) = hmm fQTrm sin) ¢, und
seie € RT vorgegeben. Dann existiert ein M € IN mit [c — g(2mm)| < 3¢ und - < ie fiir alle m > M.
ist nun z € R mit x > 27 M, dann existiert ein m > M mit z € [2rm, 27(m + 1)], und wir erhalten

lg(x) — c| < |g(z) — g(2mm)| + |g(2mm) — ¢| < e + 3 = &. Damit ist lim,, ;o g(x) = ¢ nachgewiesen.



