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Hier hat sich im allerletzten Rechenschritt ein Vorzeichenfehler
eingeschlichen. Die durchgestrichenen Terme heben sich nicht
gegenseitig auf. Hier ist noch einmal die korrekte Rechnung aber

der drittletzten Zeile:

=2((Jz] = 1)(1 — |2) + 3(l2] = 1)*) +2((1 = |2])* = 3(]z = 1)?)
= (-2)(=(lzl = 1> + 3(lzl = 1)*) + 2((1z] = 1)* = 3(I2| - 1)*)
= (-2)(=3(lzl = 1)*) +2-3(|z[ - 1)?
= 2-3(z2 -1’ +2-3(2| - 1)* = 2(z]-1)%

D|e Rechnung auf der nachsten Tafel Iiefert somit das Ergebnis
—2f (1—|z|?)dz = %, und nicht §
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In der Ubung hatte ich die Ungleichung zunachst nach r umgeformt,
dabei aber die die Grenzen fiir r falsch gewdhlt. Das hatte zu einem
falschen Ergebnis gefiihrt. Man kann aber die Integration durchaus auch
in der anderen Reihenfolge durchfiihren. Die korrekte
Aquivalenzumformung lautet

rP+z22<4undr>1 < re]1,2] und |z| < V4 —r2.

Man erhilt dann mit der Substitutionsregel
2 [ A 2 Vi=r
vs(A) = / / (rdp)dz) dr = 27r/ r / ldz | dr
1 \Jovie 1 i
2 2
= 47r/ r-v4—r2dr = —277/ (=2r)V4 —r2dr
1 1

0 3 3
- —277/ Jxdx = 277/ Jxdx = o [gxﬂ
3 0
= 27 <% -3 \/§> = 47r\/§.

0



Aufgabe 3

zu (a) Am Anfang von §4 haben wir festgestellt, dass stetig
differenzierbare Funktionen lokal Lipschitz-stetig sind, wobei die
Lipschitz-Konstante jeweils von der Ableitung abhangt. Ist
insbesondere v : [ — R" eine stiickweise stetig differenzierbare
Abbildung und ist L € R" eine Konstante mit der Eigenschaft,
dass ||7/(t)]lcc < L in allen Punkten erfiillt ist, in denen ~ stetig
differenzierbar ist, dann gilt ||v(t1) — v(to)|| < /nL(t1 — to) fiir
alle tp, 1 € 1.

Sei nun v : [a, b] — R” stetig differenzierbar und L eine auf diese
Weise definierte Konstante. Ist 2° = {ti, ..., tm_1} eine Zerlegung
des Intervalls [a, b], und setzen wir wie immer ty = a und t,, = b,
dann gilt die Abschatzung
m m
(rn.2) = SIht) -t < S vaL(t -t
k=0 k=0

= Vil(tn—t0) = Al(b—3).
L.



Dies zeigt, dass die Menge {((v, 2°) | 2" € Z(a, b)} beschrénkt
und  somit rektifizierbar ist. Sei nun ¢(+) das Supremum dieser
Menge, und beweisen wir die Gleichung

b
i) = / I (0] dt.

Sei s(t) = Z(fy“a’t]) fir alle t € [a, b]. Es geniigt zu zeigen, dass in
jedem Punkt t € ]a, b, in dem ~ stetig differenzierbar ist, die
Gleichung s'(t) = ||7/(t)|| erfiillt ist, denn dann erhalten wir

b
i) = s(b) = s(b)—s(a) = /s’(t)dt

b
- / I/(8)]] dt

mit dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung.
Sei also tg € ]a, b[ ein Punkt, in dem - stetig differenzierbar ist.
Die zu beweisende Gleichung s'(tp) = ||7/(to)|| ist dquivalent zu

lim |2 (s(to + )~ s(to)) ~ ()| = 0. ()



Sei ¢ € R™ vorgegeben. Auf Grund der stetigen Differenzierbarkeit
von  existiert ein 6 € R™, so dass ||7/(t) — 7/(t0)]|c < € fiir alle
t € [a,b] mit |t — to| < ¢ gilt. Sei h€ R mit 0 < h < ¢ und

% ={t1,...,tm—1} eine Zerlegung des Intervalls [to, tp + h].
Setzen wir t,, = tg + h, und definieren wir die Hilfsfunktionen
¢(t) =(to) + (t — to)7'(to) und ¥(t) = (t) — ¢(t), dann gilt

W('Y’[to,to—i-h]a Z) o, Z) <

(v (t) = A(te-2)ll = llo(t) — d(te-1))) <

NE

x
Il
—

NE

(Iv(te) = v(te—1) — d(te) + d(t—1)l) =

=

=1

D lwt) = (1) <
k=1

Vne(ty — tie1) = Vne(tm —t)) = /neh.

IM:



Dabei wurden im drittletzten Schritt die Lipschitz-Stetigkeit von ¢
im Zusammenhang mit der Abschdtzung

1% ()lloe = 17 (£) = &' (E)lloo = 17 (£) = ' (t0)lloc < &

fiir t € [to, to + h] verwendet. Es gilt weiter

o, 2) = Y Do) —dlt-)ll = D (t— te-a)l[7 (o)
k=1 k=1
= (tm— )V ()l = Al (%)l

Auf Grund der Definition von g(’Y\[to,tﬁh]) als Supremum existiert
eine Zerlegung 2 mit der Abschitzung

s(to+h) —s(to) = I(Vitotoh) — Vo to), Z) < v/neh.



Insgesamt erhalten wir damit die Abschatzung

|s(to + h) = s(to) — hllv" (to)lll = 10(¥]jte,t0) — (&, Z))

< |£(ry’[to,to+h]) - E(’Y|[to,to+h]7 QF” + M(’ﬂ[to,to—i-h]? QP) - E((b’ g)|
< /neh++/neh = 2/neh.

Genauso beweist die Abschiatzung im Fall —§ < h < 0. Damit ist
der Nachweis von (*) abgeschlossen.
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