Funktionentheorie, Lebesguetheorie und Gewdhnliche DGL
— Lo6sung Blatt 2 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Auf der Menge [0,1] ist die Funktion f(x) = 22 Lipschitz-stetig. Sind nimlich u,v € [0,1] mit
u < v vorgegeben, dann existiert laut Mittelwertsatz ein w € Ju,v] mit f'(w)(v —u) = f(v) — f(u).
Wegen f/(z) = 2z ist | f(w)| < 2 und somit |f(v) — f(uw)] < |f (w)||v — u| < 2|v — u|. Also ist die 2 eine
Lipschitz-Kontante von f.

Nehmen wir nun an, f wire auf ganz R Lipschitz-stetig, mit einer Lipschitz-Konstanten L € R™. O.B.d.A.
kénnen wir L > 1 annahmen. Dann miisste insbesondere 2% = |f(x) — f(0)| < L|z — 0] = L fiir alle
x € R gelten. Setzen wir x = 2L, dann erhalten wir den Widerspruch (2L)? = 4L? < 2L? = L(2L) &
4 < 2. Also ist f auf ganz R nicht Lipschitz-stetig.

Die Funktion g dagegen ist auf ganz R Lipschitz-stetig, mit Lipschitz-Konstante 3, denn fiir alle z,y € R
gilt |g(x) —g(y)| = [Bz +5) — By +5)| = 3|z —yl.
zu (b) Die eindimensionale Substitutionsregel hat die Form
b , »(b)
[ tewpwa = [ i@
a ¥(a)

wobei f eine stetige Funktion und ¢ eine C'-Funktion bezeichnet. Beim Ubergang zur mehrdimensionalen
Substitutionsregel ersetzt man die Intervallgrenzen a und b links durch eine kompakte Jordan-messbare
Teilmenge T, rechts integriert man entsprechend iiber (7). Der Faktor ¢'(¢) ist durch den Ausdruck
| det ' (t)| zu ersetzen.

zu (¢) Die Bildmenge ¢ 4(Q) ist das Parallelotop, das von den Spaltenvektoren der Matrix A aufgespannt
wird. Die Gleichung v(¢4(Q)) = | det(A)| erhdlt man, indem man die mehrdimensionale Substitutionsre-
gel auf die Jordan-messbare Menge (Q C R", die konstante Funktion f = 1 und die Substitutionsfunktion
© = ¢4 mit der Ableitung gegeben durch ¢’ (x) = ¢4 fiir alle z € R™ anwendet.

zu (d) Man verwendet die mehrdimensionale Substitutionsregel mit den Kugelkoordinaten als Substi-

tutionsfunktion. Auf diese Weise ldsst sich das Integral auf die Form

2 & 9
/ %Il() d(r,9,¢) bringen.
(0,1]x[0,x]x[0,27] 7>+ 1

Aufgabe 1

zu (a) Die partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen Fi(z,y) = e® cos(y +2?) und Fy(z,y) =
e sin(y + 2?) sind gegeben durch

= e%cos(y + 23) — 3x%e sin(y + 2°)
= —e%sin(y + %)
= e%sin(y + 23) + 32%e” cos(y + 2?)

= e%cos(y + 23).



Die Jacobi-Matrix im Punkt (z,y) hat also die Form

Floy) = ¢ (cos(y + 23) — 322 sin(y + 23) —sin(y + 1’3)>

sin(y + %) + 322 cos(y + x3)  cos(y + x?)

zu (b) Nach Voraussetzung gilt M = F(D) mit D = {(z,y) € R? | 0 <y < x < 1}. Dabei ist D nach
Definition ein Normalbereich beziiglich der z-Achse mit den Begrenungsfunktionen 1,9 : [0,1] = R
gegegeben durch ¢4 (z) = 0 und ¥q(z) = z fiir alle z € [0,1]. Wir berechnen das Volumen von M,
indem wir die mehrdimensionale Substitutionsregel auf die Substitutionsfunktion F anwenden. Dazu

berechnen wir die Funktionaldeterminante, also die Determinante der Substitutionsfunktion, in jedem
Punkt (z,y) € R% Es gilt

det cos(y + 23) — 322 sin(y + 23)  —sin(y + 23)
e
sin(y + x3) + 3z2 cos(y + 23)  cos(y + x3)

(cos(y + %) — 3% sin(y + 23)) cos(y + 2°) + sin(y + 2%) (sin(y + 2®) + 32% cos(y + 2%)) =
cos(y + x%)? — 3z%sin(y + 2®) cos(y + 22) + 322 sin(y + 2°) cos(y + 2°) + sin(y + 2%)?

= cos(y+ 2 +sin(y+23)? = 1
und somit
cos(y + 2*) — 3z?sin(y + )  —sin(y + 23
e F o) (o) [N ) B sinly %) —sinly +2°)
sin(y + %) + 322 cos(y + 23)  cos(y + a®)
= .1 =

Durch Anwendung der Substitutionsregel auf die konstante Funktion 1 und die Substitutionsfunktion F

erhalten wir nun

w(l) = wEO) = [ ldey = [1lderey)den) -
F(D) D
1 pa(z) 1 x 1 N
/62’C der = / / e dy| de = / (/ ey dy) der = / [ery]O de =
D 0 1 () 0 0 0
! 1 ! 1
/ ze®® dr = [%xezﬂo 7/ %62”” dr = [%xe% — %621]0
0 0
211
= [Lz-1ne*], = L+

Dabei wurde am Ende der Rechnung, im neunten Schritt, partielle Integration angewendet.

Aufgabe 2

zu (a) Wir zeigen, dass die Betragsfunktion f(z) = |z| auf ganz R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante L = 1 ist. Seien z,y € R vorgegeben. Dann gilt auf Grund der umgekehrten Dreiecksunglei-

chung

f@) = fl = llzl=lll < le—yl = Llz-yl

zu (b) Nach Voraussetzung existiert eine Konstante v € R* mit || f/(x)|| < v fiir alle z € U, wobei ||-|| die
Operatornorm bezeichnet. Seien nun z,y € U vorgegeben. Weil U konvex ist, ist die Verbindungsstrecke
[z,y] ganz in U enthalten. Nach dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen gibt es ein z € |z, y[ mit
Ouf(2) = fly) — f(x), wobei v = y — z ist. Da die Richtungsableitung durch 9, f(z) = f'(z)(v) mit der

partiellen Ableitung zusammenhéng, erhalten wir nach Definition der Operatornorm die Abschétzung

[f@) =l = 10ufG = [ < 1PN < Alle-yl



Dies zeigt, dass f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L = +y ist.

Aufgabe 3

zu (a) Auf Grund des Transformationssatzes gilt fiir jede kompakte Jordan-messbare Teilmenge B C R"

und jeden Diffeomorphismus ¢ : R™ — R™ die Gleichung
[ t@de = [ (Fopldens )]
»(B) B

Dies wenden wir auf B = gb;l(Q) und ¢ = ¢4 an. Da ¢4 linear ist, gilt ¢/, (t) = ¢4 fiir alle t € R™. Es
folgt det ¢4 (t) = det ¢4 = det(A) fiir alle t € R"™. Durch Einsetzen erhalten wir

[ f@de = [ (reonwldesywla = Jdetd] [ (Fosnt
Q B $a (Q)

und somit f(bZl(Q)(f opa)(t)dt = |det(A)|~! fQ f(x)dz.

zu (b) Die Ableitung der Substitutionsfunktion ¢(t) = tan(t) = 228 ist
, cos(t)? — sin(t)(— sin(t)) cos(t)? + sin(t)? 1
Pt = 2 = 2 = 2
cos(t) cos(t) cos(t)

Die eindimensionale Substitutionsregel liefert fiir alle a,b € R mit a < b jeweils

/b i _ /Lp_l(b) sOl(t) i@t _ /(p_l(b) 1 . 1 " _
o 1427 1) 1+ p(t) o-1(a) COs(t)? 14 z;r;((gz
@7 (b)
/ 1dt = ¢ ') —p'a) = arctan(b) — arctan(a).
¢~ (a)

zu (¢) Auf Grund der Form des Integrals und des Definitionsbereichs betrachten wir die Substitutions-

) - (o) - (20

2
-1

funktion

5
Es handelt sich also um die Abbildung ¢4 mit der Matrix A = ( 3). Esist M = ¢=1([0,1]?), denn

fiir alle (2,y) € R? gilt die Aquivalenz
(z,y) €6 1([0,1]}) & d(z,9)€[0,1]? & 0<2r+5y<1lund0<-2+3y<1 < (z,9)€ M.

Definieren wir f : R? — R durch f(z,y) = (1 +2%)"}(1 +%?)~!, dann gilt

1

(Fed)l@y) = TG rsyDi+ e+




Nach Teil (a) und (b) gilt also

d(z, y) _ o &)z 0 dla _
/]VI (1 + (233 + 5y)2)(1 + (_Z’ + 3y)2) - /(b—l([o)l]Q)(f QS)( ,y) d( ’y)

b _ 1 1 . _
Aot (A)] Sy T B0 ) % /[0 L A )
1 1 1
%/ (1+2%)~! </ (1+y*)7 " dy> de = L [ (14237 (arctan(1) — arctan(0)) dz =
0 0 0

1
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