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Aufgabe 0  (zur Vorbereitung)

(a) Welche Beziehung besteht zwischen geschlossenenen Kurvenintegralen und der Existenz komplexer
Stammfunktionen? Existiert diese Beziehung nur fiir einfach zusammenhéngende oder fiir beliebige
Gebiete? Ist es moglich, dass eine Funktion f : G — C auf einem Gebiet G C C eine komplexe
Stammfunktion besitzt, obwohl G nicht einfach zusammenhingend ist? Ist die Teilmenge C \ R_

von C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet?
(b) Geben Sie die Cauchysche Integralformel an.

(c) Sei f: € — C eine holomorphe Funktion, die auf 9B, (0) konstant gleich 1 ist.
Bestimmen Sie f(z) fiir alle z € B1(0).

(d) Halten Sie es fiir plausibel, dass die Cauchysche Integralformel auch fiir Randkurven von Quadraten
oder Rechtecken giiltig ist?
Aufgabe 1

Berechnen Sie mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes oder der Cauchyschen Integralformel die folgen-

den beiden Kurvenintegrale.

(a) / ¢ 4 (b) / g
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Aufgabe 2
Sei f: C — C eine holomorphe Funktion, die im Nullpunkt keine Nullstelle besitzt.
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion g : C* — C, z — @ keine komplexe Stammfunktion besitzt.

(b) Setzen wir nun voraus, dass f(0) # 0, aber f'(0) = 0 gilt.

Zeigen Sie, dass die Funktion h: C* — C, z — £ eine komplexe Stammfunktion besitzt.
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Aufgabe 3

Sei ¢ = €*>™/3, Wir betrachten die Funktion f : C\ {¢,¢?} — C gegeben durch f(z) = ﬁ

(a) Fiir jedes r € RT sei, : [0,27] — C gegeben durch ~,.(t) = re. Bestimmen Sie das Kurvenintegral
[, f(z)dz fiir alle r € R\ {1}.

(b) Sei nun r > 1, und seien der Integrationsweg 0, und die Teilmenge H, C C definiert durch
Oy = [=r,v] + Yrlo,x) und Ho = {z € C| |z| < 7,Im(z) < 0}. Bestimmen Sie das Kurvenintegral
Js, f(z)dz. Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass [ g(z)dz = [; g(2)dz gilt, falls
g : U — C eine holomorphe Funktion bezeichnet, die auf einer offenen Menge U O H,_~ U sp(7,)
definiert ist. (Begriinden lisst sich das mit Proposition 2.12, der Homotopieinvarianz der komplexen

Kurvenintegrale.)

dx
r24x+1"

(¢) Bestimmen Sie mit Hilfe von Teil (b) das uneigentliche Riemann-Integral fj:oo

Dieses Blatt wird vom 27. bis zum 30. Juni 2022 im Tutorium bearbeitet.
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Aufgabe 1  (34+4+3 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale, wobei v : [0,27] — C jeweils durch v(t) = 2¢% definiert

ist.

Aufgabe 2 (10 Punkte)

Sei f: C\ {£1} — C gegeben durch f(z) = 7. Fiir alle a,b € R mit a < bsei Uyp ={z € C |a <
Re(z) < b}. Beweisen Sie, dass die Einschrinkung von f auf U, \ {—1,1} genau dann eine eindeutig

bestimmte Stammfunktion F' mit F'(0) = 0 besitzt, wenn ¢ > —1 und b < 1 gilt.

Aufgabe 3
(a) Sei R € R* und der Weg Bg : [0,27] — C gegeben durch Sr(t) = Re'. Beweisen Sie die

Abschétzung
‘ / ¢ dz
R

Dabei darf ohne Beweis verwendet werden, dass sin(2t) > iﬂt firo<t< iw gilt.
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(b) Sei g : [0, R] — C gegeben durch yx(t) = tei™. Beweisen Sie mit
Hilfe der Gleichung fj;o e~ dz = /7, dass
: V2
lim e dz = (1 —|—i)—7r gilt.

R—+o00 R 4

(¢) Sei ag : [0,R] — C definiert durch agr(t) = t. Zeigen Sie mit Teil (a) und der Cauchyschen

Integralformel, dass

lim 6 dz = (1+1)

R—+o00 ar

erfiillt ist,

+oo +oo
V2
und beweisen Sie damit die Gleichungen / cos(t?) dt = / sin(t?) dt = Tﬂ
0 0
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