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Zusammenfassung

Die Definition des mehrdimensionalen Riemann-Integrals und einige Grundlagen haben wir schon im
vergangenen Wintersemester behandelt. Die entsprechenden Kapitel wurden hier der Vollstindigkeit
halber noch einmal aufgenommen. Im aktuellen Semester werden wir uns nun vor allem mit weiter-
fiihrenden Techniken und geometrischen Anwendungen der mehrdimensionalen Integration befassen.

So werden wir beispielsweise den Bezug des Riemann-Integrals zum Langen-, Flichen- und Volumen-
begriff ndher beleuchten. Wéahrend wir bisher nur iiber achsenparallele kompakte Quader integrieren
konnten, werden wir nun den Integralbegriff auf Funktionen mit allgemeineren Definitionsbereichen
ausdehnen. Wir werden mit der Transformationsformel einer sehr weitgehende Verallgemeinerung der
eindimensionalen Substitutionsregel aus dem 1. Semester kennenlernen.

Dariiber hinaus werden wir spezielle Integrale einfiihren, die zur Integration von Funktionen auf Kur-
ven und Fléchen geeeignet sind, und mit denen sich insbesondere Kurvenldngen und die Oberflichen
von dreidimensionalen Korpern berechnen lassen. Die zu diesen Integralen gehorenden Integralsitze
spielen in der Physik, beispielsweise in der Elektro- und Hydrodynamik, eine wichtige Rolle.
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§ 1. Das mehrdimensionale Riemann-Integral

Zusammenfassung. In diesem Kapitel soll die aus dem ersten Semester bekannte Definition des Riemann-
Integrals auf den R" verallgemeinert werden. Im Eindimensionalen hatten wir die Riemann-Integrierbarkeit
einer beschrinkten Funktion f : [a,b] — R folgendermalen definiert: Zunéchst hatten wir jeder Zerlegung
Z des Intervalls [a, b] eine Untersumme Sf_(Z) und eine Obersumme S}“(Z) zugeordnet. Das Unterintegral
war dann nach Definition das Supremum der Menge der Untersummen beziiglich beliebiger Zerlegungen, das
Oberintegral entsprechend das Infimum der Menge sédmtlicher Obersummen. Die Funktion wurde als Riemann-
integrierbar bezeichnet, wenn Unter- und Oberintegral {ibereinstimmten, und dieser gemeinsamen Wert wurde
dann das Riemann-Integral von f genannt.

Im R" betrachten wir als Definitionsbereich unserer Funktionen f : Q — R an Stelle eines Intervalls [a, b]
achsenparallele kompakte Quader der Form Q = [ay, b;] X ... x [a,, b, ]. Jede Zerlegung der Intervalle [a;, b; ]
liefert eine Zerlegung der Quaders in Teilquader. Mit Hilfe dieser Teilquader lassen sich wie im Eindimen-
sionalen Unter- und Obersummen und damit auch Unter- und Oberintegrale definieren. Die Definitionen der
Riemann-Integrierbarkeit und des Riemann-Integrals lassen sich dann analog zum eindimensionalen Fall for-
mulieren. Neben diesen Definitionen ist das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels die Riemann-Integrierbarkeit
jeder stetigen Funktion f : Q — R auf einem Bereich Q der angegebenen Form. Der Satz von Fubini ermdglicht

es uns, die Berechnung mehrdimensionaler Integrale auf den eindimensionalen Fall zuriickzufiihren.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze

— (achsenparalleler, kompakter) Quader — Rechenregeln fiir das mehrdimensionale

Riemann-Integral
— Zerlegung Z mehrdimensionaler Quader &

. . — Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen
— Menge Q(Z) der Teilquader einer Zerlegung

. . — Satz von Fubini
— Verfeinerung einer Zerlegung
— Untersumme Sf’(Z ) und Obersumme 8f+(Z ) einer
beschrankten Funktion f : Q — R beziiglich einer
Zerlegung Z

— Unter- und Oberintegral, Riemann-Integrierbarkeit
und Riemann-Integral

Bevor wir die mehrdimensionalen Riemann-Integrale definieren, wiederholen wir zunéchst die Definition im eindi-

mensionalen Fall aus dem ersten Semester. Sei [a, b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervallund f : [a,b] —» R

eine beschrénkte Funktion. Eine Zerlegung von [a, b] ist eine ist eine endliche Teilmenge Z = {xq,...,X,—;} von

la, b[. Fiir jede solche Zerlegung hatten wir die Unter- und Obersumme von f definiert durch

n—1 n—1
Sf_(z)zzck(xk+l_xk) und  S7(2) :de(xk+l_xk)
k=0 k=0




wobei ¢, d; € R flir 0 < k < n durch ¢, = inf{f (x) | x € [xt, x3411} und di = sup{f(x) | x € [xx, x;;1]} gegeben
sind und xy, = a, x, = b gesetzt wird. Das Unterintegral ist dann das Supremum aller Untersummen und das
Oberintegral das Infimum aller Obersummen, gebildet jeweils iiber sdmtliche Zerlegungen Z von [a, b]. Stimmen
beide iiberein, dann wird die Funktion f als Riemann-integrierbar bezeichnet, und der gemeinsamen Wert der
Integrale ist das Riemann-Integral von f .

Diese Definitionen lassen sich problemlos auf hohere Dimension iibertragen, indem man lediglich Intervalle durch
achsenparallele kompakte Quader ersetzt, also Teilmengen von Q € R" der Form I; X ... x I,, mit I;, = [ay, b ] und
ai, b € R, a; < by, fiir 1 < k < n. Der Einfachheit haber sprechen wir im Folgenden meist nur von Quadern. Die
Zahl

v@Q = []te—a
k=1

bezeichnen wir als das (n-dimensionale) Volumen von Q. Der Begriff der Zerlegung muss ebenfalls geeignet ange-
passt werden.

Definition 1.1 SeiQ =1; X ... x [, ein Quader im R".
(i) Eine Zerlegung von Q ist ein Tupel Z = (24, ..., Z,), wobei Z; fiir 1 < k < n jeweils eine
Zerlegung des Intervalls I; bezeichnet.

(i) Ist Z eine solche Zerlegung, I; = [ay, bi] und Z; = {x) 1, ..., X m,—1} filr 1 < k < n mit
jeweils a = xp o <Xy 1 < ... < Xpm—1 < Xjm, = by, dann bezeichnen wir eine Teilmenge
K € Q der Form

K = [xl,fl—l»xl,lfl] X ... X [Xn,é,l—lﬂxn,fn]

mit 1 < ¢, < my fiir 1 < k < n als Teilquader von Q beziiglich der Zerlegung Z. Die
Menge all dieser Teilquader bezeichnen wir mit O(Z).

(iii) Ist 2’ = (Z],..., Z,) eine weitere Zerlegung von Q, so bezeichnen wir Z’ als Verfeinerung
von Z, wenn Z; 2 2, fiir 1 < k < n erfiillt ist.

Je zwei Zerlegungen Z und Z’ kann eine gemeinsame Verfeinerung zugeordnet werden, niamlich die Verfeinerung
mit den Komponenten 2, U Z,, die wir der Einfachheit halber mit Z U Z’ bezeichnen.

Lemma 1.2 SeiQ ein Quader und Z eine Zerlegung von Q. Dann addieren sich Volumina der
Teilquader von Q beziiglich Z zum Volumen des Quaders Q, es gilt also ZKEQ( ) v(K) =v(Q).

Beweis: Dies ergibt sich aus der Rechnung

my m,
Z v(K) = Z Z v ([xl,ll—l;xl,fl] XX [Xn,ln—l’xn,én]) =

KeQ(Z) 6=1  f,=1
m, m, n n my n
ZZ l—[(xk,lk_xk,ek—l) = l_[ Z(xk,ék_xk,ék—l) = l—[(xk,mk_xk,o)
6=1 (=1 k=1 k=1 \ £;=1 k=1
n
= []te—a) = v@. =
k=1




Von der Anschauung her unmittelbar einleuchtend ist auch die folgende Aussage.

Lemma 1.3 Seien Z, Z’ zwei Zerlegungen eines Quaders Q, wobei Z’ eine Verfeinerung von
Z sei. Dann definiert 2’ fiir jeden Teilquader K € Q(Z) auf natiirliche Weise eine Zerlegung Z
von K. Es gilt dann
oz = | oz .
KeQ(Z)
wobei es sich um eine disjunkte Vereinigung handelt, und auerdem v(K) = > ;. o(Z0) v(K') fir
alle K € 9(2).

Beweis: Sei K =[cq,d;] % ... X [¢,,d,] ein beliebiges Element der Quadermenge Q(Z). Die zweite Gleichung ergibt
sich unmittelbar aus Lemma Wir geben nun die Definition von Z; an. Dazu bemerken wir vorweg, dass ¢, d;
fiir 1 < k < n jeweils benachbarte Punkte der Menge Z; U {ay, b, } sind, falls Q = [aq, b;] X ... x [a,, b, ] ist, und dass
umgekehrt jeder Quader in Q(Z) auf diese Weise durch benachbarte Punkte der Mengen 2, U {a;, b, } definiert ist.
Dabei bezeichnen wir allgemein zwei Punkte x, y einer endlichen Teilmenge S C R als benachbart, wenn kein z € S
mit x < g < y existiert. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir die Quader der Zerlegung Z’. Wir defieren nun eine
Zerlegung Zy = (Zg 1, ..., Zx ) von K durch

Zex = Zp 0 o, di fir 1<k<n.

Jeder Quader K’ € Q(Zy) ist in Q(Z’) enthalten. Denn ein solcher Quader hat die Form K’ = [c],d;] x ... x [c;,d ],
wobei ¢;, d, fiir 1 < k < n jeweils benachbarte Punkte von Z , U{c, dy} sind. Wegen ¢, d; € Z; U{ay, b;} gilt auch
Zir U{cr, di} = (2, U{ay, b)) N [ek, di ], und dies zeigt, dass c;,d; zugleich auch benachbarte Punkte der Menge

Z; U{ay, b} sind. Damit ist K’ € Q(2’) nachgewiesen.

Es ist auch Klar, dass K der einzige Quader in Q(Z) mit K’ € Q(Z) ist. Sind namlich K und K’ wie oben definiert,
dann folgt aus K’ € Q(Zy), dass ¢;,d; € Zy  U{cy,di} fiir 1 < k < n gilt, mit Zy , = Z; N Jex, di[, also insbesondere
¢»d;. € [ck,di]. Da sich die verschiedenen abgeschlossenen Intervalle [c,d] gegeben durch benachbarte Punkte
¢,d € Z; U{ay, b} sich in hochstens einem Punkt schneiden, ist {c;,d,} durch diese Bedingung jeweils eindeutig
festgelegt, und somit auch der Quader K. Dies zeigt, dass die Vereinigung UKGQ( 2 Q(Zy) tatsdchlich disjunkt ist.

Setzen wir nun umgekehrt K’ € Q(2’) voraus, mit K’ = [c},d;] x ... x [c/,d’]. Dann sind c;,d; jeweils benachbarte
Punkte von Z; U{ay, by}, fiir 1 <k < n. Sei ¢, = max{x € 2, U{a;} | x < ¢;} und dy = min{x € Z, U{b;} | x >d;}.
Wegen 2 C Z;, und weil ¢, d, in Z; U{ay, b} benachbart sind, gibt es keinen Punkt x € 2, mit ¢; < x < dj, d.h.
¢ und d;, sind benachbarte Punkte in Z; U {ay, by }. Definieren wir nun K = [¢;,d;] X ... X [¢,,d, ], dann gilt jeweils
Zir = Z; N e, di[, also Zy o U {cy, di} = (2, U {ag, bi}) N[, di ], und somit sind c;,d, benachbarte Punkte von
ZixU{cr, di ). Es gilt also K’ € Q(Zy). O

Sei Q € R" ein Quader, Z eine Zerlegung von Q und f : Q — R eine beschréankte Funktion. Fiir jeden Quader
K € Q(Z) definieren wir die beiden Werte c,. ;= inf f(K) und c;; s = sup f(K).

Definition 1.4 Fiir jede Zerlegung Z von Q wie angegeben bezeichnet man die Werte

S7(2) = Y, K baw SH2) = DL g vK)

KeQ(2) KeQ(2)

als Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich der Zerlegung Z.




Vor dem Beweis des folgenden Lemmas erinnern wir an eine elementare Aussage der Analysis einer Variablen zum
Infimum und Supremum: Sind A, B € R nichtleere beschrankte Teilmengen von R mit A C B, dann gilt inf(A) > inf(B)
und sup(A) < sup(B). Denn wegen A C B ist jede untere Schranke von B zugleich eine untere Schranke von A, die
grofste untere Schranke von A also mindestens so grof3 wie die gro3te untere Schranke von A. Der Beweis der zweiten
Ungleich lauft analog.

Lemma 1.5 Sind Z, 2’ Zerlegungen von Q, und ist Z’ eine Verfeinerung von Z, dann gilt
S;(2)< Sf‘(Z’) und $f+(z’) < S;(Z).

Beweis: Wir beschridnken uns auf den Nachweis der ersten Ungleichung. Ist K’ € Q(Z’) ein Teilquader von K € Q(Z),
dann gilt jeweils ¢ . =inff(K) <inff (K')=cg, s+ Zusammen mit Lemma 1.3|erhalten wir

Sf_(Z) = Z o V(K) = Z Z cg’fv(K’) = Z cg’fv(K’)

KeQ(Z2) KeQ(Z2)K'eQ(Zg) K'eQ(z")

< D qpE) = SH(@) =
K'eQ(2)

Folgerung 1.6 Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z, Z’ von Q gilt Sf_(Z) < SJT(Z’ ).

Beweis: Esist Z” = Z U Z’ eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’. Mit Lemma |1.5| erhalten wir somit die
Abschétzungen S;(2) < S;(Z”) < S}“(Z”) < S]T(Z’). O

Wie im eindimensionalen Fall definieren wir nun

Definition 1.7 Sei Q C R" ein Quader und f : Q — R eine beschrinkte Funktion. Dann nennt
man
*
f(x)dx = sup §;(2) bzw J f(x)dx = inf S}T(Z)
Qx z Q Z

das Unter- bzw. Oberintegral von f, wobei Z bei der Bildung von Supremum und Infimum
jeweils alle Zerlegungen des Quaders Q durchliuft. Man bezeichnet f als Riemann-integrierbar,
wenn Unter- und Oberintegral iibereinstimmen. In diesem Fall nennt man

f fx)dx = f(x)dx Riemann-Integral von f.
Q QX
Mit Folgerung 1.6 erhalt man fiir jede beschrankte Funktion f die Ungleichung

*
f)dx = supS;(2) < infS}r(Z) = J. f(x)dx.
ok z Z Q




Jede konstante Funktion auf einem Quader Q ist Riemann-integrierbar. Sei ndmlich f : Q — R eine Funktion mit
f(x)=c fiir alle x € Q und Z eine beliebige Zerlegung. Dann gilt ¢, f=c fiir alle K € Q(Z). Es folgt

552 = D gE) = D> oK) = ¢ Y vK) = ov(Q
KeQ(2) KeQ(2) KeQ(2)
und somit
fE)dx = supsS;(2) = ev(@Q)
*Q

Genauso beweist man, dass auch das Oberintegral den Wert cv(Q) hat.

Als ein etwas weniger triviales Beispiel betrachten wir die Funktion f : [0,1] x[0,1] — R, (x,y) — xy. Fir jedes
n € IN betrachten wir die Zerlegung Zi") = Zé”) = {% | 1<k <n—1}des Intervalls [0,1] und die Zerlegung Z(" =
(Z(") g“)) des Quaders Q = [0,1] x [0, 1]. Die Quader dieser Zerlegung sind offenbar gegeben durch Q(2™) =

{Q 1<kt <n}mitQy = [k—;l, ﬁ] x [ nl, =1, und es gilt v(Qy,) = L fiir alle k, £. Nach Definition der Funktion
f gilt
_ _ (k=1)(t—-1) kL
e = S T n und Cz—f = :2—k/ ﬁ

fiir 1 < k,{ < n. Als Untersumme erhalten wir

i _ Ch S (k—1)(E—1
SEN = Y gm0 =YY o Sy EUED

KeQ(2m) k=1 (=1 k=1 (=1
1 (< L I 1 o, 1)?
— Sk-1 || De-n| = 5 i=Dn-j-n = F(1--
k=1 =1
und fiir die Obersumme ebenso

SIED) = D, Gp = ZZC” - E =

KeQ(Z2m) =1¢=1 =1(=1
1(< - 1 1 1 1)?
F Zk ZZ = F-Qn(n+1)-5n(n+1) = 7 1+H .
k=1 =1
Wir erhalten somit fiir jedes n € IN die Ungleichungskette
2 * 2
11-3) =50 < fx)ydx < J fydx < SHE™) = 1(1+1)
Q% Q
Durch Grenziibergang n — oo folgt daraus schlieRlich f f(x)dx = %.
Q

Proposition 1.8 Sei Q € R" ein Quader. Eine beschrénkte Funktion f : Q — R ist genau dann
Riemann-integrierbar, wenn es fiir jedes ¢ € R* eine Zerlegung Z von Q gibt mit

S;(Z) — S;(Z) < e




Beweis: ,=“ Sei ¢ € R vorgegeben und s der Wert des Riemann-Integrals. Nach Definition des Unter- und
Oberintegrals als Supremum und Infimum gibt es Zerlegungen Z und Z’ mit

*
S (2) > f(x)dx—1e = s—1i¢ und 8;(2’) <f f(x)dx+3ie = s+ie.
Qx Q

Ist Z” eine gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’, dann erhalten wir die Abschéitzung S;(Z’ ’)—Sf_(Z”) < SF(Z’)—

Sf_(Z) <(s+ %8)—(5 — %8) =¢.

<= Fiir beliebig vorgegebenes ¢ € R* sei Z eine Zerlegung mit der angegebenen Eigenschaft. Dann gilt

*
S;(2) < f)dx < Jf(x)dx < s;(z).
Q% Q

Nach Voraussetzung ist die Differenz von Ober- und Untersumme kleiner als ¢, also gilt diese Abschédtzung erst
recht fiir die Differenz von fQ* f(x) dx und f ok f(x) dx. Da € € R* beliebig klein gewihlt werden kann, folgt
f Q* fx)dx = f ok f(x) dx, und damit ist f Riemann-integrierbar. |

Proposition 1.9 (Rechenregeln fiir das Riemann-Integral)

Sei Q € R" ein Quader, seien f, g : Q — R Riemann-integrierbare Funktionen und A € R. Dann
sind auch f + g und Af Riemann-integrierbar, und es gilt

J(f+g)(x) dx = ff(x) dx+f g(x)dx und J(Af)(x) dx = AJ f(x)dx.
Q Q Q Q Q
Aus f <g folgtJ. flx)dx < J g(x) dx.

Q Q

Beweis: Wir beschrianken uns auf den Beweis der ersten Gleichung. Sei ¢ € R* vorgegeben. Auf Grund der Inte-
grierbarkeit von f und g gibt es nach Prop. Zerlegungen Z’, Z” von Q mit S;(Z’) — S;(Z’) < ¢ und ebenso
S;(Z” )— Sg_(Z”) < g. Ist Z eine gemeinsame Verfeinerung von Z’ und Z”, dann sind die beiden Ungleichungen
nach Lemmal|1.5|auch fiir Z an Stelle von 2’ bzw. 2" giiltig. Fiir alle K € Q(2) gilt

Ckiig = inf(f+g)(K) = inff(K)+infg(K) = CoptCee >

denn wegen inf f(K) + infg(K) < f(x) + g(x) = (f + g)(x) fir alle x € K ist inf f(K) + inf g(K) eine untere

Schranke von (f + g)(K), und nach Definition ist inf (f + g)(K) die grof3te untere Schranke. Genauso beweist man
c;g’ frg S c;g’ T c;, ‘ fiir alle K € Q(Z). Durch Summation iiber alle Teilquader K € Q(Z) erhélt man
S (D)8 (2)+S5,(2)  und S/, (2)<S7(2)+S5,(2).

Es folgt

S(2)+8,(2) < S,,(2) < S (2) < S(2)+S5/(2)




Da die Differenz von rechter und linker Seite kleiner als 2¢ ist, gilt dasselbe erst recht fiir die Differenz S;:rg(Z )—
Sf_+g(2). Nach Prop. zeigt dies, dass f + g Riemann-integrierbar ist. Was den Wert des Integrals angeht, gilt
sowohl

S;(2)+85,(2) < S, (8) < L(f+g)(x)dx < S8 < S@)+S5](2)
als auch
S (2)+8,(2) < Jf(x)dx+fg(x)dx < s;(3)+s;(2).
Q Q

Da rechte und linke Seite der beiden Ungleichungsketten eine Differenz < 2¢ haben, erhalten wir fiir die Differenz
der Integrale der Mitte den Abstand |fo(x) dx + fQ glx)dx — fQ(f + g)(x)dx| < 2¢. Weil £ € R" beliebig klein
gewahlt werden kann, erhalten wir fo(x) dx + fQ glx)dx = fQ(f + g)(x)dx.

Fiir den Beweis der ,,<“-Aussage geniigt es zu bemerken, dass fiir jede Zerlegung Z von Q und jedes K € Q(Z) aus

f < g auch Crp S Cx

des Riemann-Integrals folgt

‘ folgt. Dies wiederum bedeutet Sf_(Z) < Sg_(Z) fiir jede Zerlegung Z, und aus der Definition

ff(x)dx = flx)dx = supSf_(Z) < supSg_(Z) = f glx)dx = Jg(x)dx. |
Q z z Q

Qx QX

Proposition 1.10 Jede stetige Funktion f : Q — R auf einem Quader Q ist Riemann-
integrierbar.

Beweis: Seie € R* beliebig vorgegeben und ||-|| o, die Maximums-Norm auf IR". Aus der Analysis mehrerer Variablen
ist bekannt, dass jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge gleichmilig stetig ist. Es gibt also ein § € R™,
so dass fiir alle x, y € Q aus ||x — y|loo < 6 jeweils |f (x)— f(¥)| < ¢ folgt. Sei nun Z eine so feine Zerlegung von Q,
dass der Durchmesser von jedem Quader K € Z jeweils kleiner als & ist. Dann gilt fiir jeden Quader K € Z und alle

x,y €K jeweils |f (x)— f(¥y)| < e.

Daraus folgt jeweils c;f — g ; < €. Denn wegen f(x)<e+f(y)firalle x,y €K ist ¢ + f(y) fiir jedes y € K eine
obere Schranke von f(K), es gilt also sup f(K) < e+ f(y) fiir alle y € K. Aus f(y) = supf(K) —¢ fiir alle y € K

wiederum folgt, dass sup f (K) — ¢ eine untere Schranke von f(K) ist. Daraus folgt sup f (K) — ¢ < inf f (K), was zu

cr F—Cxp = Sup f(K)—inff(K) < ¢ umgeformt werden kann. Diese Abschédtzung wiederum liefert
SH2)-57(2) = DL )= D v = > (G~ VE)
keQ(z) keo(z) keQ(z)
< ¢ Z v(K) < ev(Q).
KeQ(2)
Weil ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt mit Prop. [1.8]daraus die Behauptung. O

Andererseits gibt es wie im Eindimensionalen auch in jeder hoheren Dimension Funktionen, die nicht Riemann-
integrierbar sind. Sei zum Beispiel Q = [0, 1]" und die Funktion f : Q — R definiert durch

flxy,enx,) =

1 falls xq,...,x, €Q
0 sonst




Sei Z eine beliebige Zerlegung von Q und K € Q(Z). Wir schreiben K in der Form [ay, b;] X ... x [a,,, b, ] mit a; < by
fiir 1 < k < n. Weil die rationalen Zahlen dicht in R liegen, gibt es fiir jedes k ein x; € [ay, b, ]N Q. Es folgt f(x) =1
fiir den Punkt x = (xq,...,x,,) in K und somit c;) f > 1. Weil auch die irrationalen Zahlen dicht in R liegen, finden
wir ebenso ein x € K mit f(x) = 0. Daraus folgt Cop < 0. Insgesamt erhalten wir fiir jede Zerlegung Z also

S7(2)= D <0 und  SH(2)= D) G E)= YL 1 vK)=v(Q) =1

Keo(2) KeQ(2) KeQ(2)

Daraus folgt f O f(x)dx <0und f (; f(x) dx = 1. Die Funktion ist also nicht Riemann-integrierbar.

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann die hoherdimensionale Integration letztlich auf den eindimensionalen Fall zu-
riickgefiihrt werden.

Satz 1.11 (Satz von Fubini)
Seien P € R™ und Q € R™ Quader, und sei f : P x Q — R eine Riemann-integrierbare Funktion

auf dem Quader P x Q € R™ x R". Fiir jedes x € P sei die Funktion f, : Q — R definiert durch
f+x(¥) = f(x,y). Dann sind die Funktionen

*
f*:P—)R , X fx(y)dy und f*:P_)R 5 XHJ fx(}’)d}’
QX Q

beide Riemann-integrierbar, und es gilt

*
f flG,y)dlx,y) = J( f(y) dy) dx = f(j [ () dy) dx.
PxQ P Qx p Q

Beweis: Zunichst geben wir einen Uberblick zur Vorgehensweise. Wir erldutern als erstes, wie Zerlegungen der
Quader P und Q mit den Zerlegungen des Quaders P x Q zusammenhéngen. Darauf aufbauend folgern wir aus der
Riemann-Integrierbarkeit von f die Riemann-Integrierbarkeit der Funktionen f, und f*. Zuletzt beweisen wir die
angegebenen Integralgleichungen.

Sei Zp = (23, ..., Z,) eine Zerlegung von P und Z; = (2,41, ..., Z,4) €ine Zerlegung von Q. Dann ist durch Z =
(Z4, ..., Zmsn) €ine Zerlegung von P x Q gegeben, und jede Zerlegung von P x Q kann auf diese Weise aus Zerlegungen
von P und Q zusammengesetzt werden. Auflerdem gilt

Q(2) = {KpxKq|KpeQ(Zp)undK,€Q(2)}.

Sei nun ¢ € R* vorgegeben. Weil f Riemann-integrierbar ist, konnen wir durch Wahl einer geeigneten Zerlegung Z
erreichen, dass die Differenz S}“(Z) - Sf_(Z) kleiner als ¢ wird. Wenn wir nun zeigen konen, dass Sf_* (Zp) = Sf_(Z)
und S;r* (Zp) < S;“(Z) gilt, dann erhalten wir auch S}’* (Zp)— Sf_* (Zp) < €, und daraus ergibt sich die Riemann-
Integrierbarkeit von f, . Durch eine vollkommen analoge Uberlegung (die wir hier nicht ausfiihren), ergibt sich auch
die Riemann-Integrierbarkeit der Funktion f*.




Um die Abschitzung Sf_* (Zp) = Sf_(Z) herzuleiten, bemerken wir zunéchst, dass

s = > > ok V(Kp X Kg) = >, ( > cgprQ’fv(KQ))v(Kp)

KpeQ(Zp)KqeQ(2q) KpeQ(Z2p) \KoeQ(2q)

und Sf_* (Zp)= ZKPGQ(ZP) cEP,f*v(Kp) gilt. Wir miissen also fiir jedes K, € Q(Z,) die Ungleichung

Z CprKQ,f"(KQ) < CEP’f* (1.1
Kqa€Q(2,)
beweisen. Nach Definition ist Copfy = inf f (Kp), und fiir jedes x, € Kp ist f4 (xo) = fQ * fx,(¥)dy. Das Unterintegral

wiederum kann nach unten abgeschitzt werden durch die Untersumme SJ‘_XO(ZQ) = ZKQGQ( Zo) C;Q’ fxov(KQ)' Weiter
gilt
ok, = HfOGY)Ix €Ky €Kl < inf{f(xo,y) |y €Kl = o p -
Insgesamt erhalten wir damit fiir jedes x, € Kp die Ungleichung
Y oK) < > oK) <= | £,y = falxo)
Ko€Q(Zy) Ko€Q(Z,) Q%

Die Summe ZKQ ca(2) Ky K, fv(KQ) ist also eine untere Schranke fiir f, (Kp), und wegen Copfy = inf f, (Kp) erhalten

wir (1.1), wie gewiinscht. Wie weiter oben erldutert, ist die Riemann-Integrierbarkeit von f, damit bewiesen.

In einem letzten Schritt beweisen wir nun die im Satz angegebenen Integralgleichungen. Fiir jede Zerlegung Z von
P x Q gilt einerseits

§(2) < 8.2 < J fal)dx < Lf*(X)dx < Sz < S

andererseits aber auch
S (2) < J. f,y)dx,y) < S7(2).
PxQ

Ist nun £ € R" vorgegeben und Z so gewihlt, dass die Differenz S;(Z) — Sf_(Z) kleiner als & wird, so folgt sowohl

|fprf(x’-V) d(x,y)— fpf*(x) dx| < ¢ als auch |fprf(x’-V) d(x,y)— fpf*(x) dx| < e. Da ¢ beliebig klein
gewdhlt werden kann, stimmen alle drei Integrale {iberein. m|

Haufig ist f in Anwendungsféllen eine stetige Funktion auf P x Q. In diesem Fall ist auch f, fiir alle x € P jeweils
auf ganz Q stetig und somit nach Satz Riemann-integrierbar. Dies bedeutet, dass die Funktionen f, und f *
zusammenfallen und wir den Satz von Fubini einfach in der Form

f fle,y)d(x,y) = f (J () dy) dx = f (f flx,y) dy) dx schreiben konnen.
PxQ p Q P Q

Beispiel 1:
Betrachten wir noch einmal die Funktion f(x,y) = xy auf P x Q = [0,1]%. Offenbar ist f auf ihrem gesamten
Definitionsbereich stetig. Deshalb ist der Satz von Fubini anwendbar, und wir erhalten

1 1 1
f F,y)dG,y) = JU xydy) dx = f (f xydy) dx = f [3xy*]7) dx
PxQ P Q 0 0 0

1
- J%de = [42], =
0

A=




Beispiel 2:  Volumen des Simplex

Als Simplex bezeichnen wir die Menge gegeben durch
S = {(x,y,2)€[0,1P® | x+y+z<1}.
Definieren wir die Funktion f : [0,1]*> — R durch

l—-x—y fallsx+y<1
fle,y) = {0

sonst

dann ist das Volumen von S das Integral der Funktion f iiber [0, 1]2. Fiir jedes x € [0, 1] ist die Funktion f, : [0,1] —
R definiert durch
l-x—y fir0<y<l-—x
L) =

0 sonst.

Das Integral dieser Funktion tiber [0, 1] ist gegeben durch

1 1—x
ffx(y)dy = f (1-x-y)dy = [y—xy—1y 07" = (A-0)-x0-x)—31-x)?
0 0
= (1—x)+(—x+x2)+((—%)+x—%xz) = ix*—x+3.

Setzen wir die Stetigkeit von f als bekannt voraus, dann liefert der Satz von Fubini

1 1 1
f fl,y)d(x,y) = f (f £) dy) dx = f (*=x+3)dx =
[0,12 o \Jo 0

= 1
= m

[o-pedcl = 4o

+

NI

1
2

[N

Beispiel 3: Volumen der Einheitskugel

Zur Vorbereitung berechnen wir das Integral f_rr V12 —x2 dx fiir beliebiges r € R*. In der Analysis einer Variablen
wurde die Gleichung fiir den Fldcheninhalt des Halbkreises

1
f\/I—xzdx = Im
-1

bewiesen. Mit Hilfe der Substitutionsregel folgt daraus fiir r € R" jeweils

r r r 1
J Vrz—x2dx = rf V1—-(E2dx = r2J I./1—(%)2dx = rzf Vi—x2dx = 3nri
—r —r -r -1

Das Volumen der Halbkugel ist nun offenbar das Integral der Funktion

Fey) {\/1—x2—y2 falls x2 +y2 <1
x,y =

0 sonst




iiber den Bereich Q = [—1,1]%. In diesem Fall ist f,(y) fiir jedes x € [—1,1] gegeben durch f,(y) = v/1—x2—y?2
fir —vV1—x2 <y < v1—x2und f,(y) = 0 fiir alle y ¢ [—v1—x2,v1—x2]. Mit Hilfe des soeben berechneten
Integrals f jr v/r2 —x2 dx erhalten wir nun

1 V1—x2
fo(y)dy = Vi-x2—y2dy = 3n(1—x?)
=} —Vix?

fiir alle x € [—1, 1]. Weil die Funktion f stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini anwenden und erhalten

1 1 1 1
J ooy dny) = j U fx(y)dy) dx = f Lr(l—x)dx = ln J (1-x?) dx
[-11]? -1\J-1 -1 -1

= gnfx-3¢T, = 35G3-D) = i = in

Dies ist das Volumen der Halbkugel. Das Volumen der (Voll-)Kugel vom Radius 1 betrégt also 2 - %TC = %71.




§ 2. Nullmengen und Lebesguesches Integrabilitdtskriterium

Zusammenfassung. Wie wir im ersten Kapitel gezeigt haben, sind stetige Funktionen auf einem Quader
stets integrierbar. Andererseits wissen wir bereits aus dem ersten Semester, dass auch unstetige Funktionen
integrierbar sein konnen; zum Beispiel ist auch die stiickweise Stetigkeit hinreichend fiir die Integrierbarkeit.
In diesem Kapitel werden wir ein Kriterium angeben, das fiir die Integrierbarkeit sowohl hinreichend als auch
notwendig ist: dass die Unstetigkeitsstellen der Funktion eine sog. Nullmenge bilden.

Bei den Nullmengen handelt es sich um Teilmengen des R", denen man von der Anschauung her das n-
dimensionale Volumen Null zuordnen wiirde. Um das Kriterium beweisen zu kdnnen, benétigen wir den Begriff
der Oszillation einer Funktion, die als MaR fiir die Unstetigkeit angesehen werden kann. Die hier entwickelten
Konzepte werden wir auch in den néchsten Kapiteln benotigen, wenn wir das Jordan-Volumen einfiihren und
die Integrationstheorie auf Funktionen erweitern, deren Definitionsbereiche keine Quader sind.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze

— Nullmengen, Jordansche Nullmengen — Lebesguesches Integrabilitatskriterium

— Oszillation w(f, x) der Funktion f im x

Zur Erinnerung: Eine Menge I wird (hochstens) abzédhlbar genannt, wenn sie endlich oder gleichméchtig mit der
Menge IN der natiirlichen Zahlen ist. Letzteres bedeutet, dass eine bijektive Abbildung ¢ : I — IN existiert. Eine
Familie (A;);c; von Mengen bezeichnen wir als abzdhlbar, wenn die Indexmenge I abzéhlbar ist.

In diesem Abschnitt werden wir neben den kompakten auch offene Quader im R" betrachten. Dabei handelt es sich
um kartesische Produkte der Form Ja,, b;[ x ... x ]a,, b,[ mit a;, by € R, a; < by. Das Volumen eines solchen Quaders
sei weiterhin das Produkt [ ];_, (b, — a;) der Intervallléingen by — a;. Ist Q = [ay, by] % ... x [a,, b,] ein kompakter
Quader, so bezeichnen wir mit Q° = Jay, by[ x ... x la,, b,[ den offenen Quadern, der mit den entsprechenden
offenen Intervallen gebildet wird. Umgekehrt konnen wir jedem offenen Quader Q der oben angegebenen Form
durch Q = [ay, b;] % ... x [a,, b, ] einen kompakten Quader zuordnen. Bei Q° handelt es sich um das Innere und bei
Q um den Abschluss der Menge Q, wie es in der Analysis mehrerer Variablen definiert wurde.

Fiir die spitere Verwendung bemerken wir noch, dass zu jedem ¢ € R* und jedem kompakten Quader Q ein offener
Quader K 2 Q mit v(K) < v(Q) + ¢ gebildet werden kann. Ist Q nidmlich ein kartesisches Produkt der Intervalle
[ay, by ], dann ist fiir jedes 6 € R* der Quader

Ks = Ja;—6,by+6[x..x]a,—6,b,+6[

eine Obermenge von Q. Fiir § — 0 gilt offenbar v(K5) — v(Q), denn das Volumen eines Quaders ist eine stetige
Funktion der Kantenlidngen b, — a,. Fiir hinreichend kleines 6 € R* kann also v(K;s) < v(Q) + ¢ erreicht werden.




Definition 2.1 FEine Teilmenge A C R" heit Nullmenge, wenn es fiir jedes € € R" eine abzihl-
bare Familie (K;);c; von offenen Quadern mit A C | J,.;K; und >, v(K;) < ¢ existiert. Findet
man fiir jedes ¢ € R* sogar eine endliche Familie von offenen Quadern mit diesen Eigenschaften,
dann sprechen wir von einer Jordanschen Nullmenge.

Offenbar ist jede Jordansche Nullmenge eine Nullmenge, denn jede endliche Familie von Quadern ist insbesondere
auch eine abzéhlbare Familie.

Proposition 2.2

(i) GiltAC B € R" und ist B eine Nullmenge, dann ist auch A eine Nullmenge. Ist B sogar
eine Jordansche Nullmenge, dann ist auch A eine Jordansche Nullmenge.

(i) Jede abzdhlbare Menge ist eine Nullmenge, und jede endliche Menge ist eine Jordansche
Nullmenge.

(iii) Endliche Vereinigungen von Jordanschen Nullmengen sind Jordansche Nullmengen. Ab-
zdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

(iv) Eine kompakte Teilmenge A C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn sie eine Jordan-
sche Nullmenge ist.

Beweis: zu (i) Sei ¢ € R* vorgegeben. Weil B eine Nullmenge ist, gibt es eine abzihlbare Familie (K;),c; offener
Quader mit Y, v(K;) < € und | J,;
Nullmengen lduft das Argument genauso, die abzdhlbare Familie muss lediglich durch eine endliche ersetzt werden.

K; 2 B 2 A. Daraus folgt, dass auch A eine Nullmenge ist. Fiir Jordansche

zu (i) Sei X = {x,, | m € N} C R" abzéihlbar und ¢ € R* vorgegeben. Dann kénnen wir fiir jedes m € IN einen
Quader K, mit x,, € K,, und v(K,,) < 2~™¢ wihlen. Es gilt dann | J,, . K,, 2 X und

[ee]

Zv(Km) < 822_’“ = e

melN m=1
Somit ist X eine Nullmenge. Sei nun X endlich, X = {x1, ..., x,,} mit m € IN und wieder ¢ € R" beliebig vorgegeben.

Dann wéhlen wir fiir jedes £ € {1, ..., m} einen Quader K, mit x, € K, und v(K,) < %8. Dann ist | J,_, K, 2 X und

m

ZV(KZ) < i%e = &

(=1 (=1

Dies zeigt, dass X eine Jordansche Nullmenge ist.

zu (iii) Wir beschrianken uns auf den Beweis der Aussage fiir Nullmengen. Sei (X,,,),,c €ine Familie von Nullmengen
Xpn € R"und X = |J,,cnXm- Sei € € R* beliebig vorgegeben. Dann gibt es fiir jedes m € IN eine abzihlbare
Familie (K, )sew von Quadern mit UZI Ko 2 X,, und ZZI V(K,) < 27M¢. Da jede abzidhlbare Vereinigung von
abzahlbaren Mengen wieder abzéhlbar ist, handelt es sich bei (K,,,),, ¢y um eine abzéhlbare Familie von Quadern.

AuRerdem gilt
O(Uk) 2 U = x
m=1 \(=1 m=1




und

i(iv(ng)) < iz—ms = e
m=1

m=1 (=1

zu (iv) Sei A € R" kompakt. Die Implikation ,=“ ist giiltig, weil jede (und nicht nur jede kompakte) Jordansche
Nullmenge auch eine Nullmenge ist. Zum Beweis von ,,<“ setzen wir nun voraus, dass A eine Nullmenge ist. Fiir vorge-
gebenes ¢ € R* finden wir eine abzahlbare Familie (K, ), offener Quader mit | J, . K,, 2 Aund Z:;l v(K,) <e.
Weil A kompakt und die Quader K,, offen sind, kénnen wir in (K,,)nen €ine endliche Teiliiberdeckung K , ..., Ky,
wihlen. Es gilt dann | J_, K, 2Aund Dy v(K;,) < Z;o:l v(K,,) < e. Dies zeigt, dass A eine Jordansche Nullmenge
ist. a

Wir bemerken noch, dass in der Definition der Nullmengen und der Jordanschen Nullmengen die offenen Quader
durch kompakte Quader ersetzt werden konnen, ohne dass sich an der Definition etwas dndert. Ist ndmlich A € R",
¢ € R* und (K,,) e eine abzéhlbare Familie von offenen Quadern mit | J, . K,, 2 Aund Z;il v(K,,) < &, dann ist
durch (K,,) e eine Familie abgeschlossener Quader mit | e Kin 2 (e K 2 A gegeben. Wegen v(K,,,) = v(K,,,)
fiir alle m € N gilt auch > v(K,,) < e.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass (K,,),,en €ine Familie abgeschlossener Quader mit den beiden Eigenschaften
UnenKm 2 Aund Y07 v(K,,) < ¢ ist. Sei 6 = e — >~ v(K,,). Auf Grund der Bemerkung zu Beginn dieses
Abschnitts finden wir fiir jedes m € IN einen offenen Quader K,,, 2 K, mit v(K,,) < v(K,) +2™™6. Es gilt dann
U,pe Kn 2 A und

iv(ﬁm) < iv(Km)+i2_m5 < iv(Km)+5 = &
m=1 m=1 m=1 m=1

Nicht jede Nullmenge ist eine Jordansche Nullmenge. Setzen wir beispielsweise A = IN € R, dann gibt es keine
endliche Familie {K3,...,K,,} von Quadern (in diesem Fall Intervalle) mit U;Ll K, 2 A, erst recht keine Familie mit
der Eigenschaft 221:1 v(K,) < ¢ fiir ein vorgegebenes ¢ € R*. Denn jedes Intervall K, hat endliche Linge und enthélt
deshalb auch nur endlich viele Punkte der unendlichen Menge A. Also ist A keine Jordansche Nullmenge. Andererseits
ist A abzéhlbar und damit nach Prop. (ii) eine Nullmenge.

Unser Ziel in diesem Abschnitt besteht darin, mit Hilfe der Nullmengen ein notwendiges und hinreiches Kriterium
fiir die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion anzugeben. Sei f : D — R eine beschrinkte Funktion auf einem
beliebigen Definitionsbereich D € R™. Fiir jedes § € R* und jedes a € D definieren wir

fs@=inf{f(x)|x€D,llx—all<8} und fi(a)=sup{f(x)|xeD,lx—al<s} ,
wobei || - || = | - ||, die euklidische Norm auf dem RR" bezeichnet. Dann nennt man

o(f,a) = nf{ff(@—f5(a)|s€R"}

die Oszillation von f im Punkt a. Sie ist ein Maf fiir die ,,Sprungweite“ der Funktion f in unmittelbarer Néhe des
Punktes a. Wir bemerken noch, dass fiir 0 < §; < §, jeweils fri (a) = fgz (a) und fg; (a) < fg;(a) gilt. Insbesondere

ist also fﬁ*1 (@) —fﬁ’l(a) < fg;(a) —fgz(a).
Proposition 2.3 Sei D C R" und f : D — R eine beschrénkte Funktion.

(i) Injedem Punkt a € D ist f genau dann stetig, wenn w(f,a) = 0 ist.

(ii) Fiirjedese € RYist D, ={x €D | w(f,x) = ¢} relativ abgeschlossen in D.




Beweis: zu (i) ,=“ Sei e € R" vorgegeben und nehmen wir an, dass f im Punkt a stetig ist. Dann gibt es nach
dem g-6-Kriterum ein 6; € R™, so dass f(a) —e < f(x) < f(a) + ¢ fir alle x € D mit ||x —al| < §, erfiillt ist.
Durch Bildung des Infimums bzw. Supremums iiber all diese x folgt fé_l(a) > f(a)—¢e und f(;;(a) < f(a)+e, also
fg:(a) —fgl(a) < 2¢ und damit erst recht w(f,a) < 2¢. Weil ¢ beliebig vorgegeben war, erhalten wir w(f,a) =0.

<= Setzen wir w(f,a) = 0 voraus, dann gibt es fiir vorgegebenes ¢ € R" ein §; € R* mit f(;: (a) —fé_l(a) < ¢. Fiir
alle x € D mit ||x —a|| < §, gilt

fol@ < fO),fl@ < fi@@ ,

und daraus folgt |f (x) — f (a)| < e. Damit ist das e-6-Kriterium erfiillt, also ist f im Punkt a stetig.

zu (ii) Wir zeigen, dass U, = D \ D, eine in D relativ offene Teilmenge ist. Sei a € U, vorgegeben. Dann gilt
w(f,a) < & nach Definition von U,, insbesondere finden wir ein 5; € R* mit fg; (a) —f(;1 (a) < e. Sei nun z ein
beliebiger Punkt in B (a) N D. Wir miissen zeigen, dass auch w(f,z) < ¢ gilt, die Differenz fg; (z2)— fa_2 (2) also fiir
ein hinreichend kleines &, unterhalb des Wertes ¢ bleibt. Sei dazu &, € R* so gewihlt, dass Bs,(2) € B, (a) fiir die
offenen Balle beziiglich || - || gilt. Wegen

inf {f(x) | x€DNBs (a)} < inf{f(x) | xeDNB;s ()} < sup{f(x)| x€DnBs,(2)}
< sup {f(x) | x€DNB; (a)}

folgt dann fg;(z) —fé_z(z) < fbf:(a) —fé_l(a) und somit w(f,z) < f;l(a) —fg_l(a) < ¢. Dies zeigt, dass die Menge
Bs, (a)N D in U, enthalten ist, und damit ist die relative Offenheit von U, in D bewiesen. O

Unser nichtes Ziel besteht darin, die Differenz zwischen Ober- und Untersumme einer Funktion anhand der Oszilla-
tion abzuschétzen. Als Vorbereitung benétigen wir eine weitere technische Aussage iiber Zerlegungen.

Lemma 2.4 Seienr € IN und Q,Ky,...,K,. € R" kompakte Quader, wobei K; CQ fir 1 <i<r
gilt. Dann gibt es eine Zerlegung Z von Q mit der Eigenschaft, dass K, ..., K, als Vereinigung von
Quadern aus Q(Z) dargestellt werden konnen.

Beweis: Seien die Quader Q und Ky, ..., K, gegeben durch Q =[ay, b;]1x...x[a,, b,] und K; = [a;1, bj1]1% ... x[@;n, bin]
fir 1 <i<r.WegenK; CQ gilt jeweils a; < a; < bjx < by, fiir 1 < k < n. Wir kénnen also durch 2 = (24, ..., Z,,)
mit
Ze = Aayebiks - Aok, b} \ {ag, by} fir 1<k<n

eine Zerlegung von Q definieren. Fiir 1 <i < r und 1 < k < n gilt dann jeweils {a;i, b;,} € ZU{ay, b }. Die Intervall-
grenzen a;i, b sind also jeweils in der Menge der Zerlegungspunkte Z; unter Hinzunahme von a;, b enthalten, so
dass [a;, by ] als Vereinigung der Teilintervalle dargestellt werden kann, die durch die Zerlegung Z; gegeben sind.
Somit ist K; eine Vereinigung der in Q(Z) enthaltenen Teilquader von Q. m|

Lemma 2.5 Sei Q C R" ein kompakter Quader, ¢ € R* und f : Q —» R eine Funktion mit
w(f,x) < ¢ fiir alle x € Q. Dann gibt es eine Zerlegung Z von Q mit der Eigenschaft, dass

cr =y S e fiir alle K € Q(2) erfiillt ist.

Beweis: Auf Grund der Voraussetzung gibt es fiir jeden Punkt a € Q ein §, € R* mit fg (a) — f5 (a) < e. Fiir jedes
a sei K, ein kompakter Quader mit a € K, und K, € B;s_(a), wobei B (a) den offenen Ball vom Radius 5, beziiglich
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der euklidischen Norm bezeichnet. Dann bilden die offenen Quader K eine offene Uberdeckung von Q, aus der wir
auf Grund der Kompaktheit von Q eine endliche Teiliiberdeckung K;’l, ...,K> wihlen konnen. Nach Konstruktion gilt

¢k ;g <efiirl <i<r.Wird nun die Zerlegung Z mit Lemmaso fein gewihlt, dass jeder Quader K, als
Vereinigung von Quadern aus Q(Z) dargestellt werden kann, dann ist c;; FTCp SE fir alle K € Q(2) erfiillt. O

Wir kdnnen nun das Hauptergebnis dieses Kapitels formulieren und beweisen.

Satz 2.6 (Lebesguesches Integrierbarkeitskriterium)

Sei Q € R" ein kompakter Quader, f : Q — R eine beschrinkte Funktion und U C Q die
Teilmenge der Punkte, in denen f unstetig ist. Dann sind dquivalent

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Die Menge U ist eine Nullmenge.

Beweis: ,=“ Nach Voraussetzung ist f Riemann-integrierbar, und wir miissen zeigen, dass U eine Nullmenge ist.
Definieren wir fiir jedes ¢ € R* jeweils U, = {x € Q | w(f,x) > ¢}, dann gilt U = | J, o U/, nach Prop. @.
Wegen Prop. (iii) geniigt es zu zeigen, dass Uy, fiir jedes n € IN eine Nullmenge ist. Seien alson € N und ¢ € R*
vorgegeben. Auf Grund der Riemann-Integrierbarkeit von f gibt es eine Zerlegung Z von Q mit S;(Z) —S;(Z) <.
Dann ist durch

Q = {Ke(2) | K nUy, # 3}

eine endliche Menge von Quadern mit U, ,, € UKEQK definiert. Fiir jedes K € Q gibt es wegen K° N U, # & einen
Punkt a € K° mit w(f,a) > % und ein zugehériges § € R* mit Bs(a) € K°. Nach Definition der Oszillation gilt

sup{f(x) | x € Bs(a)} —inf{f(x) | x €Bs(a)} =

o + 1 po
und damit insbesondere Ckf~Ckf > + fiir alle K € Q. Daraus folgt nun

INWE) < DB < D (e e (KD

KeQ KeQ KeQ(2)
= S}(Z)—S;(z) < £

und ZKEQ v(K) < e. Damit ist gezeigt, dass es sich bei U, ;, um eine Nullmenge handelt.

»<=%“ Nach Voraussetzung ist die Teilmenge U C Q der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge. Sei ¢ € R*
vorgegeben. Fiir den Nachweis der Riemann-Integrierbarkeit von f geniigt es zu zeigen, dass eine Zerlegung Z mit
S}’(Z)—S;(Z) < (2|If lloo +v(Q))e existiert, wobei ||f || oo = sup{|f(x)| | x € Q} gesetzt wird. Wegen U, C U ist auch
U, eine Nullmenge (siehe Prop. (i)). Die Menge U, ist nach Prop. (ii) abgeschlossen, und als abgeschlossene
Teilmenge U, der kompakten Menge Q ist auch U, kompakt. Aus Prop. (iv) folgt, dass U, sogar eine Jordansche
Nullmenge ist. Es gibt also offene Teilquader K, ..., K, von Q mit U, € le K; und Zle v(K;) < e.

Wir wahlen nun mit Lemma eine Zerlegung Z von Q so, dass jeder der kompakten Quader K; als Vereingung von
Quadern aus Q(Z) dargestellt werden kann. Fiir jedes K € Q(Z) gilt dann entweder K C K; fiireini € {1,...,p}, oder
K und K; haben fiir alle i nur Randpunkte gemeinsam, so dass K N U, = @ gilt. Die Quader in der ersten Kategorie
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fassen wir zur Menge Q;, die der zweiten zur Menge Q, zusammen, so dass Q; U Q, = Q(Z) und 9, N Q, = & gilt.
Nach Lemma 2.5 angewendet auf die einzelnen Teilquader K € Q, und die Einschrénkungen f |, kénnen wir durch
eine weitere Verfeinerung von Z errreichen, dass ¢, s~y Sefiiralle K € Q, gilt. Weil zudem [ (|, [ons = lloo

fiir alle K € 9, gilt, erhalten wir

SHZ)=5:(2) = DL (G—q WE) = D (e WE)+ D (e — 6, IVE)
KeQ(z) KeQ, KeQ,
< 2flle D, vE)+E D VEK) = 2fllot+EV(Q = QIflloo + V(@) =
KeQ; KeQ,

Wir illustrieren den soeben bewiesenen Satz an einem Beispiel. Die Funktion auf Q = [0, 1]? gegeben durch

{3 falsx+y <1

f:rQ—R , (xy)—

5 falsx+y=>1

ist offenbar unstetig, aber die Menge der Unstetigkeitsstellen ist in der Menge U = {(x,y) € Q | x+y = 1} enthalten.
Ist ndmlich (x, y) € Q mit x + y > 1 vorgegeben und ((x,, ¥,)).en €ine Folge mit lim, (x,, y,) = (x, y), dann gibt es
fiir e = %(x +y—1)ein N € N mit [|(x,,, ¥,) — (x, ¥)l|eo < € fiir alle n > N. Wegen |x, —x| < ¢ und |y, —y| < € gilt
insbesondere x,, > x —¢, y,, > y —¢ und damit x,+ y, > x+y—2e =x+y—(x+y—1) =1 fiir alle n > N. Daraus
folgt f(x,, ¥,) =5 = f(x,y) fiir alle n > N und somit lim,, f (x,, y,) = f(x,y). Ebenso beweist man die Stetigkeit
von f in jedem Punkt (x, y) € Q mit x + y < 1. Also kann f nur an den Punkten (x, y) mit x + y = 1 unstetig sein.

Die Menge U (und damit die Menge der Unstetigkeitsstellen von f) ist eine Nullmenge. Definieren wir ndmlich fiir
beliebig vorgegebenes n € IN und k € {1,...,n} die Quader Qg{") = [k ntloky (kLK

n? n n’H
" om
n
v oc Yo
k=1

Sei némlich (x,y) € U vorgegeben (mit 0 < x,y < 1 und x +y = 1) und k = [ny]. Nach Definition der oberen
Gaullklammer gilt dann k—1 <ny <k & k%l <y< % und

], dann gilt jeweils

<l-x<t o Homo yckbn o ok oy onlk

n n n 2

k=1
n

also (x,y) € Q%"). Das Volumen der Quader betrégt jeweils v(QS(")) =L also ist

n

n n

2@ = XE = 4

k=1 k=1
Istnun ¢ € R* vorgegeben und n € IN so gewihlt, dass + < e erfiilltist, dann gilt U € | J;_, QE(") und Y, v(QE(")) <e.
Damit haben wir gezeigt, dass U sogar eine Jordansche Nullmenge ist.

Nach Satz ist die Funktion f also Riemann-integrierbar. Das Integral konnen wir wie zuvor mit dem Satz von
Fubini ausrechen. Fiir jedes x € [0,1] gilt f,(y) =3 & x+y<leS y<l—xund f,(y)==x+y=>21y >
1— x, somit

1 1-x 1
ffx(y)dy = f 3dy+f 5dy = 3(1—x)+5x = 2x+3
0 0 1—x

1 1 1
ff(x,y)d(x,y) = JU fx(y)dy) dx = f(2x+3)dx = [?+3]l, = 4
Q 0 0 0

und




§ 3. Integration iiber Jordan-messbare Mengen

Zusammenfassung. Mit den Grundlagen, die im letzten Kapitel geschaffen wurden, sind wir nun endlich
in der Lage, den Volumenbegriff fiir Teilmengen des R" prazise zu definieren. Nicht jeder Teilmenge des R"
kann auf sinnvolle Weise ein Volumen zugeordnet werden; durch das Konzept des inneren und dufSeren Volu-
mens, das wir hier einfiihren, lassen sich die Mengen, bei denen dies mdglich ist, aber auf anschauliche Weise
charakterisieren. Solche Mengen bezeichnen wir als Jordan-messbar. Wir betrachten eine Reihe von Mengen-
operationen, unter denen die Jordan-Messbarkeit erhalten bleibt.

Im néchsten Teil des vorliegenden Kapitels erweitern wir den Begriff des Riemann-Integrals auf Funktionen,
deren Definitionsbereich eine Jordan-messbare Menge ist. Die aus der Schulmathematik bekannte Tatsache,
dass das Integral einer nicht-negativen Funktion als Fldcheninhalt unter dem Funktionsgraphen interpretiert
werden kann, ldsst sich auf hohere Dimension verallgemeinern. Auf diese Weise erhélt der Satz von Fubini aus
dem ersten Kapitel iiber das Cavalierische Prinzip eine anschauliche Interpretation: Man kann beispielsweise
das Volumen eines Korpers berechnen, indem man die Flacheninhalte der Querschnitte entlang einer Koordi-
natenachse bestimmt und diese aufintegriert. Am Ende des Kapitels beschéftigen wir uns noch mit Teilmenge
des R", die der Integralrechnung besonders leicht zugénglich sind, die sogenannten Normalbereiche.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Siitze

— charakteristische Funktion einer Menge — Kriterien fiir die Jordan-Messbarkeit

(Gleichheit von innerem und dufferem Volumen,

— Jordan-Messbarkeit, inneres und duleres Rand ist Nullmenge)

Volumen, Jordan-Volumen
- Eigenschaften des Jordan-Volumens

— Riemann-Integral {iber Jordan-messbare Mengen (Translationsinvarianz, Skalierungseigenschaft)

— Graph und Ordinatenmenge einer Funktion — Mittelwertsatz der Integralrechnung

- Querschnltt einer Menge beziiglich einer Koor- — Rechenregeln fiir das Riemann-Integral
dinatenachse

) o ) — allgemeiner Satz von Fubini, Cavalierisches Prinzip
— Normalbereich beziiglich einer Koordinatenachse

Definition 3.1 Fine Teilmenge A € R" wird Jordan-messbar genannt, wenn sie beschrankt
und die charakteristische Funktion von A gegeben durch

1 fallsxe€A

m:Q—-R , x—
0 sonst

Riemann-integrierbar ist. Dabei bezeichnet Q einen beliebigen kompakten Quader mit Q° 2 A.
Das Integral v(A) = fQ %4(x) dx wird in diesem Fall das Jordan-Volumen von A genannt.




Durch die Bedingung, dass A beschrankt ist, wird sichergestellt, dass tatsdchlich ein kompakter Quader Q mit Q° 2 A
existiert. Dartiber hinaus gilt

Proposition 3.2 Sowohl die Definition der Jordan-Messbarkeit als auch das Jordan-Volumen
sind unabhéngig von der Wahl des Quaders Q.

Beweis: Sei Q" ein weiterer Quader mit (Q')° 2 A und y, die charakteristische Funktion von A auf Q'. Wir konnen
Q' 2 Q annehmen, weil sich die allgemeine Aussage aus dieser speziellen Situation unmittelbar ergibt: Sind namlich
Q, Q' beliebig vorgegeben, dann wihlen wir einen Quader Q” mit Q” 2 Q,Q’ und bezeichnen die zugehérige charak-
teristische Funktion mit y,". Nach dem als bewiesen vorausgesetzten Fall ist die Integrierbarkeit von y," sowohl zur
Integrierbarkeit von y, als auch zur Integrierbarkeit von y; dquivalent, und die Integrale {iber alle drei Funktionen
stimmen iiberein.

Setzen wir von nun an also Q' 2 Q voraus. Zu jeder Zerlegung Z von Q kénnen wir durch Lemmal|2.4]eine Zerlegung
Z’ von Q' mit Q(2’) 2 Q(Z) wihlen und setzen Q” = 9(2’)\ Q(Z). Fiir alle K € Q" gilt K € Q' \ Q° und wegen

K € Q° somit ANK = @. Es folgt y,(x) = 0 fiir alle x € K und somit c,] = Cx,y = 0. Liegt K dagegen in Q(2),
4 4 A CAA

dann gilt K C Q, also y,|x = xalx und damit Sk = Ko und CI;’X/; =g .- Wir erhalten
S = DL K = D v+ D e VK) =
KeQ(z) KeQ(2) KeQ”
D vK)+0 = SH(2)
KeQ(Z)

und ebenso §7,(2) =8 (2).
Xa Xa

Wir beweisen nun die behauptete Aquivalenz. Ist die Funktion y4 : Q — R Riemann-integrierbar, dann existiert fiir
jedes vorgegebene ¢ € R" eine Zerlegung Z von Q mit S;A(Z) —§, (2) < e. Wahlen wir die Zerlegung Z' von Q'
wie im letzten Absatz angegeben, dann gilt auch auf Grund der Gleichheit der Ober- und der Untersummen auch
S;A(Z/) — S;/,‘(Z/ ) < &, und daraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von X;‘/l' Wegen

s, (2) < JQ)(A(x) dx , J/xlg(x) dx < S;A(Z)

gilt auerdem |fo x4(x) dx — f 9 xa(2) dx‘ < £. Weil € € R* beliebig vorgegeben war, stimmen die Integrale somit

tiberein. Setzen wir umgekehrt voraus, dass y, Riemann-integrierbar ist. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R* eine Zerlegung
2’ von Q' mit S;, (2) —S;, (Z2) < &. Durch Verfeinerung von 2’ kénnen wir wiederum mit Lemma2.4|erreichen, dass
A A

Q als Vereinigung von Quadern aus Q(2’) darstellbar ist, ohne dass sich an der Ungleichung etwas dndert. Es existiert

dann eine Zerlegung Z von Q mit Q(Z) € Q(Z’). Wie zuvor folgt daraus S;,(Z/) = S;A(Z), S;,(Z’) = S;A(Z) und
A A

damit die Integrierbarkeit von y,. O

Dass die soeben angegebene Definition des Volumens einer Menge sinnvoll ist, wird durch die folgende Betrachtungs-
weise bestétigt. Sei A C R" eine beschrédnkte Teilmenge. Dann bezeichnet man

P
v(4) = sup {Zv(Ki)

i=1

n
K, ...,K, disjunkte kompakte Quader mit UKi c A}
i=1




als das innere Volumen von A, und

p

Vi) = inf{Zv(Ki)

i=1

n
K, ..., K, kompakte Quader mit UKi o) A}
i=1

wird das duBBere Volumen von A genannt. Es gilt nun

Proposition 3.3 Eine beschrankte Menge A C R" ist genau dann Jordan-messbar, wenn inneres
und duBeres Volumen iibereinstimmen, und dann gilt v(4) = v_(A) = v*(A).

Beweis: Sei Q ein kompakter Quader mit Q° 2 A. Wir zeigen, dass v*(A) mit dem Oberintegral von y, {ibereinstimmt
und beweisen dafiir zunéchst die Ungleichung fQ* 24(x) dx < v*(A). Ist ¢ € R* beliebig vorgegeben, dann gibt
es nach Definition von v*(A) eine endliche Anzahl kompakter Quader Ky, ..., K, mit Ule K 2 Aund Zle v(K;) <
v*(A) + &. Wir kénnen diese Quader K; durch K; N Q ersetzen uns somit K; € Q annehmen, ohne an der Inklusion
oder der Ungleichung etwas zu dndern. Nun wéhlen wir eine Zerlegung Z von Q so, dass jedes K; als Vereinigung
von Quadern aus Q(Z) dargestellt werden kann. Fiir jedes K € Q(Z) gibt es dann ein i € {1,...,p} mit K C K;, oder
es ist K NA = @. Wir bezeichnen die Teilmenge der Quader mit der ersten Eigenschaft mit Q; und die Menge der zu
A disjunkten Quader mit Q,. Fiir die Obersumme gilt dann

D
Sp(2) = D vl = Dk vK)F D, D> e vK) <
KGQ(Z) KEQO i=1 KGQ,-
14 14
04> > vEK) = DwK) < vi(A)+e.
i=1 KeQ; i=1

Weil das Oberintegral das Infimum iiber alle Obersummen ist, folgt daraus die Ungleichung f (; 2a(x) dx < vt(A)+e.
Weil ¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, erhalten wir insgesamt das gewiinschte Resultat.

Beweisen wir nun die Ungleichung v*(4) < f Q* x4(x) dx. Fiir vorgegebenes ¢ € R* gibt es nach Definition des
Oberintegrals eine Zerlegung Z von Q mit

*
S;A(Z) < J xa(x) dx +¢.
Q
Seien K3, ...,K, € Q(Z) die endlich vielen Quader mit der Eigenschaft K; N A # @&. Dann gilt le K; 2 A und wegen

c =1 aullerdem

+

Kisxa
14 p *
DWE) = D vK) S Db vK) = SH(2) < f 1) dx + &
i=1 i=1 KeQ(2) Q

Weil das dufere Volumen nach Definition das Infimum iiber all diese Summen Y »_, v(K;) ist, erhalten wir somit auch
die zweite Ungleichung. Also stimmt das duf3ere Volumen von A tatsdchlich mit dem Oberintegral von y, iiberein.
Auf dhnliche Weise kann gezeigt werden, dass v~ (A) mit dem Unterintegral von y, iibereinstimmt.

Ist nun A Jordan-messbar, dann ist die Funktion y, : Q — R Riemann-integrierbar. Dies bedeutet, dass Ober- und
Unterintegral von y, iibereinstimmen, wir erhalten

v(a) = JXA(x)dx = f xa(x)dx = v (A)
Q Q*x




und ebenso v(A) = v*(A). Setzen wir umgekehrt v*(A) = v_(A) voraus, dann stimmen Ober- und Unterintegral von
x4 Uberein. Daraus folgt die Riemann-Integrierbarkeit von y, und die Jordan-Messbarkeit von A. m|

Wir werden nun ein Kriterium herleiten, mit dem sich anhand des Randes die Jordan-Messbarkeit einer Menge testen
lasst. Zur Vorbereitung zeigen wir

Proposition 3.4 Sei A C R" eine beschrankte Menge, Q ein Quader mit Q° 2 A und y, die
zugehorige charakteristische Funktion. Dann sind die Randpunkte von A genau die Unstetig-
keitsstellen von y,.

Beweis: Sei a € A vorgegeben, und nehmen wir zunichst an, dass a in A enthalten ist. Nach Definition der Rand-
punkte gibt es in jeder Umgebung von a einen Punkt der Menge Q \ A. Es existiert also eine Folge (x,),en in Q \ A
mit lim, x, = a. Wegen x,, € Q \ A gilt y,(x,) = 0 fiir alle n € IN und somit auch lim, y,(x,) = 0. Andererseits ist
xa(a) =1 wegen a € A, also ist die Funktion y, an der Stelle a unstetig. Liegt der Randpunkt A statt dessen in Q \ 4,
dann kann dasselbe Argument mit einer Folge (x,,) e in A wiederholt werden.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass a € Q eine Unstetigkeitsstelle von y, ist. Sei U eine beliebige Umgebung von
a. Wiirde U €A oder U € (R"\ A) gelten, dann wére y, auf U NQ konstant gleich 1 oder 0 und y, damit in a stetig.
So aber gibt es in U sowohl Punkte aus A als auch Punkte aus R"™ \ A. Daraus folgt, dass a ein Randpunkt von A ist. O

Folgerung 3.5 Eine beschrankte Menge A C R" ist genau dann Jordan-messbar, wenn JA eine
Nullmenge ist.

Beweis: Sei Q ein kompakter Quader im R" mit Q° 2 A. Nach Definition ist A genau dann Jordan-messbar, wenn
%4 : Q = R Riemann-integrierbar ist. Nach Satz ist dies genau dann der Fall, wenn die Unstetigkeitsstellen von
x4 eine Nullmenge bilden. Aber nach Prop. sind die Unstetigkeitsstellen genau die Randpunkte von A. m|

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Kriteriums lasst sich die Erhaltung der Jordan-Messbarkeit unter den iiblichen
Mengenoperationen leicht herleiten.

Lemma 3.6 Seien (X,d) ein metrischer Raum, und seien A, B C X beliebige Teilmengen. Dann
sind die Rédnder (AN B), d(AUB) und J(A\ B) jeweils in (dA) U (8 B) enthalten.

Beweis: Beweisen wir zunéchst die Inklusion d(AN B) € (JA) U (9B). Ist a € (AN B) vorgegeben, dann gibt es
Folgen (x,)pernw i ANB und (¥, )pen in X \ (AN B) mit lim, x,, = lim, y, = a. Wegen X \(ANB) = (X \A)U (X \ B)
gibt es eine Teilfolge (¥, Jrew, die entweder vollstdndig in X \ A oder vollsténdig in X \ B enthalten ist. Im ersten Fall
folgt daraus, dass jede Umgebung von a sowohl Punkte von A als auch Punkte von X \ A enthélt, und damit ist a ein
Randpunkt von A. Im zweiten Fall liegt a in JB.

Fiir die Inklusion d (AU B) € (dA) U (dB) lauft das Argument dhnlich. Fiir jeden Punkt a € d(A U B) gibt es eine
Folge (x,)nen in AU B und eine weitere Folge (¥,)nen in R™ \ (AU B), wobei lim, x, = lim, y, = a gilt. Wegen
X\(AUB) = (X \A)N(X \B) ist (¥n)nen sowohl in X \ A als auch in X \ B enthalten. Auferdem gibt es eine Teilfolge
(xp, Jnew, die entweder vollstédndig in A oder vollstédndig in B enthalten ist. Im ersten Fall folgt a € A, im zweiten
a € dB.




Beweisen wir nun noch d(A\ B) € (dA) U (9B). Hier existiert fiir jedes a € 8(A \ B) eine Folge (x,),en in A\ B
und eine weitere Folge (¥, )en in X \ (A\ B) = (X \ A) U B, wobei wieder lim, x,, = lim, y, = a gilt. Auf Grund der
Mengengleichung existiert eine Teilfolge (,, Jrew, die entweder ganz in X \ A oder ganz in B liegt. Im ersten Fall gilt
a € 0A, im zweiten a € JB. O

Folgerung 3.7 Seien A,B C R" zwei Jordan-messbare Teilmengen.

(i) Dann sind auch die Mengen AN B, AUB und A\ B Jordan-messbar.
(i) Aus A C B folgt v(A) < v(B) und v(B \ A) = v(B) — v(A).
(iii) In jedem Fall gilt v(AUB) = v(A) + v(B) — v(AN B).

Beweis: Die Aussage (i) folgt direkt aus Lemma und Prop. weil mit dA und 9B auch die Vereinigung
(8A) U (9B) eine Nullmenge ist. Sei nun Q ein Quader mit Q° 2 AUB. Aus A C B folgt y, < yp und damit

v4) = fo(X)dx < JXB(x)dx = v(B).
Q Q

Die Gleichung v(B \ A) = v(B) — v(A) ergibt sich aus yp\s(x) = x5(x) — ya(x) fiir alle x € Q, und ebenso leitet man
v(AUB) =v(A)+v(B)—v(ANB) aus Yauz = Xa+ X5 — Xans ab. |

Wir illustrieren die Berechnung des Jordan-Volumens, indem wir fiir beliebige £, € R* das Volumen des Zylinders
A = {(x,y,2)€R*|0<x<{, y*+22<r?}  berechnen.

Den Nachweis, dass dA eine Nullmenge und A somit Jordan-messbar ist, lassen wir aus Zeitgriinden zunéichst weg;
wir kommen spéter darauf zuriick. Offenbar ist A im Inneren des Quaders Q = [—1,{+1]x [—r—1,r +1]? enthalten,
denn fiir alle (x,y,z) €Agilt —1 <x <{+1und —r—1 < y,z < r + 1. Die charakteristische Funktion y, : Q —» R
ist gegeben durch

1 0<x<(fundy?+22<r?

XA(X,%Z) = {

0 sonst.

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir f = y,. Nach dem Satz von Fubini gilt

+1 r+1 r+1
v = ff(x,y,Z) d(x,y,z) = J (f (J See(2) dZ) dy) dx
Q -1 —r—1 —r—1

mit fi, ) : [0,1] — R gegeben durch f, () = f (x, y,2) fiir alle (x, y, z) € Q. Diese Funktion ist konstant Null, falls
x <0, x > { oder |y| > r ist, ansonsten gilt

1 falls —4/r2—y2<z<4/r2—y2

0 sonst.

f(x,y)(z) = {

Das Integral g(x,y) = f:ill fxy)(2) dz ist also gleich Null fiir x < 0, x > {, y < —r oder y > r, in den anderen
Féllen gilt

- Vo=
g(x:}/) = J f(x,y)(z) dz = J‘ 1dz = 2 r2_y2‘
1 T “




Sei nun h(x) = f _r:r_ll g(x,y) dy. Durch Einsetzen erhalten wir fiir 0 < x < ¢ jeweils

r+1 r

h(x) = f g, y)dy = f 2¢/r2—y2dy = nr? ;
—r—1 —r

die Formel f jr Vri—y2dy= %nrz hatten wir bereits frither hergeleitet. Fiir x > £ gilt h(x) = 0, weil die Funktion

y — g(x,y) in diesem Fall auf [—r — 1,r + 1] konstant Null ist. Setzen wir dies wiederum ein, so erhalten wir

schlief3lich

£+1 i
v(A) = ff(x,y,z) d(x,y,z) = J h(x)dx = J nrldx = {nr3.
Q 0

-1

Wir ergidnzen noch einige Sdtze und Rechenregeln, die sich im weitere Verlauf als niitzlich erweisen werden. Zunéchst
geben wir eine neue Charakterisierung der Jordanschen Nullmengen an.

Satz 3.8 Eine Teilmenge A C R" ist genau dann eine Jordansche Nullmenge, wenn A Jordan-
messbar ist und v(A) = 0 gilt.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass A unter beiden Voraussetzungen eine beschrankte Teilmenge von R" ist. Diese
Voraussetzung braucht also beim Beweis beider Implikationsrichtungen nicht mehr iiberpriift werden.

,=“ Seie € R* vorgegeben. Weil A Jordansche Nullmenge ist, gibt es eine endliche Familie Q;, ..., Q,,, von kompakten
Quadern mit ». v(Q;) < ¢ und | /-, Q; 2 A Weil [ /", Q; abgeschlossen ist, gilt | J_, Q; 2 JA. Da ¢ beliebig
klein gewahlt werden kann, folgt daraus, dass es sich bei dA um eine Jordansche Nullmenge, erst recht also um
eine Nullmenge handelt. Daraus wiederum folgt, dass A Jordan-messbar ist. Die Inklusion U;n:lQi D A und die
Ungleichung 2?1:1 v(Q;) < € zeigen auch, dass v(A) = v*(A) < ¢ fiir jedes ¢ € R gilt. Daraus folgt v(A) = 0.

~<=“ Seie € R* vorgegeben. Auf Grund der Jordan-Messbarkeit von A und wegen v*(A) = v(A) = 0 gibt es nach
Definition des duBeren Volumens eine endliche Familie Q., ...,Q,, von Quadern mit Z:"zl v(Q;) < e und UT:I Q; 2 A

Daraus folgt direkt, dass es sich bei A um eine Jordansche Nullmenge handelt. |
Ist A C R" eine beliebige Teilmenge, u € R" und r € R*, dann setzen wir
u+A={u+x|xecA} und rA = {rx|xe€A}

Man sagt, dass die Menge u+A aus der Menge A durch Translation hervorgeht. Den Ubergang von A zu rA bezeichnet
man als Skalierung. Im Fall r > 1 handelt es sich genauer um eine Streckung, im Fall 0 < r < 1 um eine Stauchung.

Satz 3.9 SeiAC R" eine Jordan-messbare Teilmenge.

(i) (Translationsinvariang)
Fiir jedes u € R" ist auch u + A Jordan-messbar, und es gilt v(u +A) = v(A).

(i) (Skalierungseigenschaft)
Fiir jedes r € R* ist auch rA Jordan-messbar, und es gilt v(rA) = r"v(A).




Beweis: Fiir den Beweis von (i) gentiigt es zu zeigen, dass inneres und duf3eres Volumen von A und u + A iiberein-
stimmen. Sei ¢ € R* vorgegeben. Nach Definition des inneren Volumens gibt es eine endliche Familie disjunkter,
kompakter Quader Qj, ...,Q, mit den Eigenschaften Zle v(Q;) > v (A) — ¢ und Ule Q; € A. Definieren wir nun
Q; =u+Q, fiir 1 <i < p, dann gilt jeweils v(Q;) = v(Q;). Es folgt le Q; € (u+A) und Zle v(Q) > v (A)—e.
Wir erhalten v~ (u+A) > v (A) — ¢, und weil ¢ € R* beliebig vorgegeben war, folgt daraus v~ (u +A) = v~ (A). Durch
Vertauschung der Rollen von A und u + A erhilt man v—(A) > v—(u + A), insgesamt also Gleichhheit. Die Uberein-
stimmung v*(A) = v*(u + A) beweist man nach demselben Schema. Ebenso kann die Aussage (ii) auf die Gleichung
v(rQ) = r"v(Q) fiir kompakte Quader Q € R" zuriickgefiihrt werden. m|

Die charakteristische Funktion kann auch verwendet werden, um den Begriff der Riemann-Integrierbarkeit auf Funk-
tionen zu verallgemeinern, deren Definitionsbereiche keine Quader sind.

Definition 3.10 Sei A € R" eine (beschrinkte) Jordan-messbare Menge und Q € R" ein
kompakter Quader mit Q° 2 A. Eine Funktion f : A — R wird Riemann-integrierbar genannt,

wenn durch
f(x) fallsxe€A

Q—R , x—
fa {0 falls x €Q\A

eine Riemann-integrierbare Funktion auf Q definiert ist. In diesem Fall ist das Riemann-Integral

von f auf A definiert durch
j f(x)dx = J fo(x) dx.
A Q

Wie im Beweis von Prop. zeigt man, dass sowohl die Integrierbarkeitseigenschaft als auch das Integral unab-
héangig von der Wahl des Quaders Q sind; man braucht lediglich die Funktion y, durch f zu ersetzen. Ebenso wie im
vorherigen Abschnitt gilt

Proposition 3.11 Sei A C R" Jordan-messbar. Eine beschrénkte Funktion f : A — R ist genau
dann Riemann-integrierbar, wenn die Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge in A bilden.

Beweis: Sei Q ein kompakter Quader im R" mit Q° 2 A, und sei f, wie in Deﬁntion definiert. Nach Definition
ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Unstetigkeitsstellen von f, eine Nullmenge in Q bilden. Sei Uy C A
die Menge der Unstetigkeitsstellen von f und U, C Q die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,. Wir miissen zeigen,
dass U, genau dann eine Nullmenge ist, wenn dies fiir U, zutrifft.

Offenbar gilt U, € Uy, auferdem kann U, € U, U (0A) gezeigt werden. Nehmen wir dazu an, dass a eine Unstetig-
keitsstelle von f;, ist, der Punkt a aber andererseits nicht in U, liegt. Dann gilt entweder a ¢ A, oder es gilt a € Aund
die Funktion f ist in A stetig. Im ersten Fall ist a ein Randpunkt von A, denn ansonsten wére f;, in einer Umgebung
von A konstant 0 und damit in a stetig. Auch im zweiten Fall muss a ein Randpunkt sein, denn sonst wiirden f, und
fa in einer Umgebung von a iibereinstimmen, und auch daraus wiirde sich die Stetigkeit von f,; in a ergeben.

Nun beweisen wir die im ersten Absatz formulierte Aquivalenz. Auf Grund der Jordan-Messbarkeit von A ist A nach
Folgerung eine Nullmenge. Ist nun U, eine Nullmenge, dann gilt dasselbe fiir U, U (dA) und somit auch fiir Uy.
Ist umgekehrt U, eine Nullmenge, dann muss dies wegen U, € U, auch fiir U, gelten. |




Wie fiir Integrale iiber Quader gelten auch fiir Integrale iiber beliebige Jordan-messbare Teilmengen A C R" die
Rechenregeln

f(f+g)(x)dx = Jf(x)dx+Jg(x)dx und J(Af)(x)dx = Aff(x)dx
A A A A A

falls f, g : A— R Riemann-integrierbar sind und A € R ist. Gilt f(x) < g(x) fiir alle x € A (was wir zukiinftig durch
die Schreibeweise f < g abkiirzen), dann folgt fAf(x) dx < ng(x) dx.

Jede dieser Rechenregeln ergibt sich direkt aus der entsprechenden Rechenregel fiir Quader. Sind beispielsweise
f,g : A— R zwei Riemann-integrierbare Funktionen auf der Jordan-messbaren Menge A C R" und ist Q € R" ein
Quader mit Q° 2 A, dann ist die Nullfortsetzung von f + g : A — R gegeben durch (f + g)q = fo + go. Denn fiir
alle x € A gilt fo(x) + go(x) = f(x) + g(x) = (f +g)(x) = (f + g)o(x), und fiir alle x € Q \ A erhalten wir ebenso
fo(x)+gq(x) = 0+0 =0 = (f +g)q(x) nach Definition der Nullfortsetzung. Mit der Definition der Riemann-Integrale
iiber A erhalten wir nun

f(f+g)(X)dx = f(erg)Q(X)dx = f(fQ‘i'gQ)(x)dx =
A Q Q

f fo(x) dx +J go(x)dx = J f(x)dx +J g(x) dx.
Q Q A A

Der folgende Satz ist aus der Analysis einer Variablen fiir das eindimensionale Riemann-Integral bereits bekannt.
Sein mehrdimensionales Analogon lautet

Satz 3.12 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei A C R" eine nichtleere, Jordan-messbare Menge, f : A — R Riemann-integrierbar, auflerdem
m_ = inf{f (x) | x € A} und m, = sup{f(x) | x € A}. Dann gilt

m_v(A) < ff(x)dx < myv(A).
A

Beweis: SeiQ € R" ein kompakter Quader mit Q° 2 A. Wegen m_ < f(x) < m, fiir alle x € A gilt auch m_y,(x) <
fo(x) < my xa(x) fiir alle x € A. Nach Definition des Jordan-Volumens folgt daraus

m_v(A) = m_fo(x)dx = fm_xA(x)dx < JfQ(x)dx < JmJJ(A(x)dx = myv(A).
Q Q Q Q

Wegen fA fx)dx= f a fo(x) dx folgt daraus unmittelbar die Behauptung. O

Ist f : B— R eine Riemann-integrierbare Funktion und A C B eine Jordan-messbare Teilmenge, dann schreiben wir
an Stelle von f A(f1a)(x) dx auch einfach f 4f (x) dx. Dies setzt natiirlich voraus, dass das Riemann-Integral von f |,
iiber A tatsdchlich definiert ist. Wie der folgende Satz zeigt, ist dies tatsdchlich immer der Fall.




Satz 3.13 Seien A, B C R" Jordan-messbare Teilmengen.

(i) Ist f : B— R Riemann-integrierbar und A C B, dann ist f |, Riemann-integrierbar.

(ii) Sei f : AUB — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f|, und f|; auf ihren je-
weiligen Definitionsbereichen A und B Riemann-integrierbar sind. Dann ist f Riemann-
integrierbar, und es gilt

J flx)dx = ff(x)dx+Jf(x)dx— f(x)dx.
AUB A B ANB

(iii) Ist N € R eine Jordansche Nullmenge und f : N — R eine beschrdnkte Funktion, dann
ist f Riemann-integrierbar, und es gilt f vf(x)dx=0.

Beweis: zu (i) Seien Uy, U, die Mengen der Unstetigkeitsstellen von f bzw. f|,. Dann gilt U, € Uy, und mit Uy ist
auch U, eine Jordansche Nullmenge. Die Riemann-Integrierbarkeit von f |, folgt somit Prop.

zu (ii) Seien Uy, Ug, U; € AU B die Unstetigkeitsstellen von f |4, f|z und f. Dann gilt U, € U, U Uz U (JA) U (8B).
Sei namlich x € U vorgegeben, und nehmen wir 0.B.d.A. an, dass x in A liegt. Ist x kein Randpunkt von A, dann
liegt eine Umgebung von x vollstdndig von A. Aus der Unstetigkeit von f in x folgt somit auch die Unstetigkeit von
f |4 in diesem Punkt, und wir erhalten x € U,. Die soeben bewiesene Inklusion zeigt, dass U, eine Nullmenge ist,
und damit ist f nach Prop. eine Riemann-integrierbare Funktion.

Fiir den Beweis der Integralgleichung wéhlen wir einen kompakten Quader Q mit Q° 2 AUB und betrachten zunéchst
den Fall ANB = @. Es gilt dann f, = fo x4 + fo x5, und daraus folgt

Jf(x) dx+ff(x) dx = fo(X)XA(x) dx+ffq(x)x3(x) dx =
A B Q Q

J(fQ(X)XA(x)+fQ(X)XB(x)) dx = ij(X)dX = f f(x)dx.
Q Q AUB

Betrachten wir nun den Fall AN B # @. In diesem Fall konnen wir AU B disjunkt zerlegen in die Jordan-messbaren
Mengen A\ B, B\ A und AN B. Der bereits bewiesene Fall liefert

f flx)dx = f f(x)dx+f flx)dx+ f(x)dx.
AUB A\B B\A ANB

Durch die Zerlegungen A= (A\ B)U(ANB) und B = (B \ A) U (AN B) erhalten wir aber auch

Jf(x)dsz f(x)dx+J f(x)dx und Jf(x)dxzf f(x)dx+f f(x)dx.
A A\B ANB B B\A ANB

Durch Einsetzen ergibt sich damit insgesamt

J flx)dx = (J f(x) dx—f f(x) dx)+(f f(x) dx—f f(x) dx)+f f(x)dx
AUB A AnB B ANB ANB

= ff(x)dx+Jf(x)dx—f f(x)dx.
A B AnB

— 28 —



zu (iii) Die Riemann-Integrierbarkeit von f folgt direkt aus Prop. denn die Menge der Unstetigkeitsstellen von
f istin N enthalten und damit eine Nullmenge. Die Aussage {iber das Integral erhélt man durch Satz [3.8]und Satz
Ersterer liefert ndmlich v(N) = 0, und definiert man namlich m_ und m, wie im Mittelwertsatz angegeben,
dann erhélt man

0 = m_yv(N) < ff(x)dx < myv(N) = 0. m|
N

Einen wichtiger Spezialfall von Satz (ii) ist die Gleichung fAUB flx)dx = f Af(x)dx+ f 5 f (x) dx fiir disjunkte
Jordan-messbare Teilmengen A, B € R". Auch aus Teil (iii) des Satzes ziehen wir eine wichtige Konsequenz.

Satz 3.14 (Vernachldssigung Jordanscher Nullmengen)

Sei A € R" eine Jordan-messbare Menge, N C A eine Jordansche Nullmenge, und seien f, g :
A — R beschrankte Funktionen, die auf A\ N iibereinstimmen. Dann gilt

(i) Die Funktion f ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn g Riemann-integrierbar ist.

(i) Sind f und g Riemann-integrierbar, dann gilt f f(x)dx = J g(x) dx.
A A

Beweis: zu (i) Mit A und N ist auch B = A\ N Jordan-messbar. Ist f Riemann-integrierbar, dann gilt nach Satz
(i) dasselbe fiir f|z; = g|g. Nach Teil (iii) des gleichen Satzes ist g|y Riemann-integrierbar. Aus der Riemann-
Integrierbarkeit von g|z und g|y ergibt nach Teil (ii) die Riemann-Integrierbarkeit von g auf A= B U N. Damit ist
insgesamt gezeigt, dass aus der Riemann-Integrierbarkeit von f dieselbe Eigenschaft fiir g folgt, und genauso beweist
man die umgekehrte Implikation.

zu (ii) Aus der disjunkten Zerlegung A= B U N folgt mit Teil (ii) von Satz sofort

Jf(x)dx = ff(x)dx+Jf(x)dx = ff(x)dx+0 = fg(x)dx+0 =
A B N B B

f g(x) dx +J glx)dx = f g(x) dx. O
B N A

Definition 3.15 Ist AC R" eine beliebige Teilmenge und f : A— R eine Funktion, dann wird
I(f) = {(f(x))IxeA} S AxR < R™

der Graph und der Funktion f genannt. Ist f nichtnegativ, also f(x) = O fiir alle x € A, dann
nennt man

A(f) = {(xy)eAxR|0<y < f(x)}

die Ordinatenmenge von f .




Mit dem Funktionsgraphen erhalten wir ein weiteres (notwendiges) Kriterium fiir die Riemann-Integrierbarkeit einer
Funktion.

Proposition 3.16 Sei A € R" Jordan-messbar und f : A — R eine Riemann-integrierbare
Funktion. Dann ist der Graph I'(f) eine Jordansche Nullmenge in R™*.

Beweis:  Sei Q € R" ein kompakter Quader mit Q° 2 A und f, : Q — R die Fortsetzung von f wie in Definition
Dann ist f, Riemann-integrierbar, und wegen I'(f) € I'(f,) geniigt es zu zeigen, dass I'(f,) eine Jordansche
Nullmenge ist. Sei dazu € € R* vorgegeben. Auf Grund der Riemann-Integrierbarkeit von f;, gibt es eine Zerlegung
Z von Q mitv = ij(Z) —Sf_(Z) < . Dabei ist der Graph I'(f,) wegen kg, S folx) < c;g’fQ fiir alle K € Q(2) und
x € K in der Vereinigungsmenge

— — +
vV = U (Kx [cK)fq,cK’fQ])
KeQ(2)
vom Volumen v enthalten. Dabei ist es moglich, dass ¢, f und ¢, fo zusammenfallen, deshalb ist im allgemeinen V
keine Vereinigungsmenge von kompakten Quadern. Wir kénnen aber fiir jedes K € Q(Z) reelle Zahlen ¢, < ¢, f und
= c;’ 5 S0 wétﬂen, dass ¢, < cg ist und das Volumen von V= UKGQ(Z) (K x [cg, c;g]) weiterhin kleiner als ¢ ist.
Wegen I'(f,) C V folgt daraus, dass I'(f,) eine Jordansche Nullmenge ist. |

Lemma 3.17 Seien m,n € IN, und seien A € R™ und B € R" beschriankte Teilmengen. Ist
A eine Nullmenge in R™ oder B eine Nullmengen in R", dann ist A x B eine Nullmenge in
Rm X Rn — Rm+n.

Beweis: Wir beschranken uns auf den Fall, dass A eine Nullmenge ist. Sei Q ein kompakter Quader mit Q 2 B und
¢ € R* vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung an A gibt es eine Familie (Q,), <y von kompakten Quadern in
R™ mit UrelN Q, 2 Aund 221 v(Q,) < e. Offenbar ist dann (Q, x Q),c eine Familie von Quadern in R™" mit
UZ,(@Q xQ 2AxQ2AxBund

DR, xQ = Y@M = QD vQ) = Q).
r=1 r=1 r=1
Da ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, folgt daraus, dass A x B eine Nullmenge ist. O

Wir kdnnen nun eine engere Verbindung zwischen dem Riemann-Integral und dem Jordan-Volumen herstellen.

Satz 3.18 Sei A € R" Jordan-messbar und f : A — R, eine nicht-negative, Riemann-
integrierbare Funktion. Dann ist die Ordinatenmenge A(f) Jordan-messbar, und fiir ihr (n + 1)-
dimensionales Jordansches Volumen gilt

Va1 (A(S)) = ff(x)dx.
A

Beweis: Beweisen wir zundchst die Jordan-Messbarkeit von A(f). Dazu miissen wir zeigen, dass d A(f) eine Null-
menge ist. Sei ¢ = sup{f (x) | x €A} und A= AUJA der topologische Abschluss von A. Offenbar ist 9 A(f) inAx [0,c]
enthalten. Ist nidmlich (x, y) € R" x R mit x ¢ A, dann ist U x R mit U = R"\ A eine offene Umgebung von (x, y), die
A x [0, c] nicht schneidet. Ist andererseits y ¢ [0, c], dann erhalten wir durch R™ x V mit V = R \ [0, c] eine solche
Umgebung.




Sei U, die Menge der Unstetigkeitsstellen von f und A° = A\ JA das Innere von A. Wir zeigen nun weiter, dass der
Rand von A(f) in der Vereinigungsmenge

N = T() u (dAUU,) x[0,c] U Ax{0,c}

enthalten ist. Liegt (x, y) in A(f) und somit in A x [0, c], aber nicht in N, dann gilt x € A° \ U, und y # 0, f (x),c.
Insbesondere ist f in x stetig. Betrachten wir zunichst den Fall y < f(x). Setzen wir £ = %( f(x)—y), dann gilt
f(x) = y+2¢. Auf Grund der Stetigkeit kdnnen wir eine Umgebung U von x wihlen, so dass Us € Aund f (x) > y+e¢
fiir alle x’ € Uy gilt. Die Umgebung Us x ]0, y + ¢[ von (x, y) ist dann vollstidndig in A(f) enthalten, somit (x, y) kein
Randpunkt dieser Menge. Im Fall y > f(x) setzen wir ¢ = %( ¥ — f(x)). Die Stetigkeit liefert uns eine Umgebung Uy
von x mit Us CAund f(x") < y —e fiir alle x’ € Us. In diesem Fall ist Us x ]y — ¢, c[ vollstandig im Komplement von
A(f) enthalten und (x, y) wiederum kein Randpunkt von A(f ). Damit ist der Beweis von d A(f) € N abgeschlossen.

Nun ist T'(f ) nach Prop. eine Nullmenge, sogar eine Jordansche Nullmenge. Auf Grund der Jordan-Messbarkeit
von A und der Riemann-Integrierbarkeit von f ist PAU U, ebenfalls eine Nullmenge. Somit zeigt Lemma |[3.17} dass
auch (JAUU,) x [0,c] und A x {0, c} Nullmengen sind. Insgesamt ist also N und damit auch d A(f) eine Nullmenge.

Nun beweisen wir noch die angegebene Ubereinstimmung zwischen Volumen und Integral. Sei Q ein kompakter
Quader mit Q° 2 Aund f,, : Q — R die Nullfortsetzung von f auf Q. Fiir jedes (x,y) € Q x [0,c] gilt y,)(x,y) =1
genau dann, wenn x € Aund 0 < y < f(x) gilt, was wiederum zu y € [0, f,(x)] dquivalent ist. Nach Definition des
Jordan-Volumens und dem Satz von Fubini gilt also

Va1 (A(f)) = f a6 y)dx,y) = J(J XA(f)(X,)’)dJ’) dx =
Qx[0,c] Q \Jo

fQ(X)
f (f 1 dy) dx = JfQ(x) dx = Jf(x) dx. O
Q 0 Q A

Am Ende von § 1 hatten wir bereits das Volumen der Halbkugel berechnet. Allerdings hatten wir zu diesem Zeitpunkt
noch keine prézise Definition des n-dimensionalen Volumens zur Verfiigung. Die Begriindung dafiir, dass das dort
berechnet Integral tatsdchlich mit dem Halbkugelvolumen {iibereinstimmt, kénnen wir nun mit Hilfe von Satz
nachliefern. Wir betrachten die obere Halbkugel im R® gegeben durch

H = {(,y2)eR|z20,x>+y*+z><1}.

Fiir alle (x, y,2) € R? ist (x, y,2) € H &quivalent zu x?+ y?> < 1und 0 < z < 4/1 — x2 — y2. Fiir die Funktion f auf
dem Vollkreis K = {(x,y) € R? | x2 + y? < 1} gegeben durch f(x,y) = /1 —x2— y2 gilt also A(f) = H, und somit
gilt v4(H) = fo(x,y) d(x, y) auf Grund von Satz

Definition 3.19 Fiir jede Teilmenge A € R", 1 < j < n und jedes x € R definieren wir die
Teilmenge A(x); € R"! durch

AX); = {1 e X1, X1y ooy X)) € R (30,00 X1, X, X 41, s Xy ) €A}

Wir bezeichnen die Mengen dieser Form als Querschnitte von A mit den affinen Unterrdumen
orthogonal zur x;-Achse.




Fiir A C R? ist beispielsweise A(x); = {y € R | (x,y) € A} und A(y), = {x € R | (x, y) € A}, fiir beliebige x,y € R.
Fiir A C R® setzt man entsprechend A(x); = {(y,2) € R? | (x,y,2) € A}, A(y), = {(x,2) € R? | (x,y,2) € A} und
Az); = {(x,y) € R? | (x, y,2) € A}.

Die affinen Unterraume, mit denen die Menge A geschnitten wird, verlaufen parallel zum Orthogonalraum der x;-
Achse und sind somit (n — 1)-dimensional. Auch Schnitte mit affinen Unterrdumen kleinerer Dimension konnen

gebildet werden. Ist AC R™ x R", dann definieren wir fiir jedes x € R™ die Teilmenge A(x) € R" durch
Alx) = {yeR"|(x,y)€A}

Wir kdnnen nun fiir den Satz von Fubini die folgende allgemeinere Fassung angeben.

Satz 3.20 Seien m,n € IN und A € R™ x R" eine Jordan-messbare Teilmenge derart, dass
A(x) fiir jedes x € R™ ebenfalls Jordan-messbar ist. Sei auferdem f : A — R eine stetige und
beschrankte Funktion und Q € R™ ein Quader mit Q x R"™ D A. Dann ist fiir jedes x € Q die
Funktion f, : A(x) — R, y — f(x, y) Riemann-integrierbar, und es gilt

ff(x,y)d(x,y) = J( f(x,y)dy) dx.
A o \Jaw

Beweis: Mit f ist fiir jedes x € Q auch die Funktion f, stetig und beschrénkt, und damit auch Riemann-integrierbar.
Sei R € R" so gewdhlt, dass A in Q x R enthalten ist, und sei f die Nullfortsetzung von f auf Q x R. Fiir jedes x € Q
istR—>R,y— f (x,y) die Nullfortsetzung von f, auf R. Mit Hilfe des herkémmlichen Satz von Fubini fiir Quader
erhalten wir

ff(x,y)d(x,y) = fO,y)dx,y) = f(ff(x,y)dy) dx = f( f(x,y)dy) dx. O
A QxR Q R Q A(x)

Wir geben noch eine Fassung des Satzes von Fubini an, die sich direkt fiir Volumenberechnungen eignet. Der Einfach-
heit halber formulieren wir sie nur fiir die erste Koordinate; es ist aber klar, dass sie genauso auch fiir alle ibrigen
Koordinaten gilt.

Satz 3.21 (Cavalierisches Prinzip)

Seine€ N, AC R x R" eine Jordan-messbare Menge, und seien a, b € R mit a < b so gewahlt,
dass fiir jeden Punkt (x,y) € A jeweils a < x < b erfiillt ist. Aullerdem setzen wir voraus, dass
A(x); fiir jedes x € R eine Jordan-messbare Teilmenge von R" ist. Dann gilt

b
Var1(4) = JVH(A(X)l)dX-




Beweis: Sei Q € R" so gewihlt, dass A C [a, b] x Q° erfiillt ist. Ist ¢ € R* beliebig gewéhlt, dann liegt A im Inneren
des Quaders R, =1, x Q, mit I, = [a—¢,b+¢]. Sei nun y, : R, — {0, 1} die charakteristische Funktion von A. Fiir
alle (x,y) € R, gilt xa(x,¥) = xa@), (¥) auf Grund der Aquivalenz

wuxy)=1 & (xy)EA & yEAX) & JamO)=1

Mit dem Satz von Fubini und der Definition des Jordanschen Volumens erhalten wir

Ve (A) = JXA(x,y)d(x,y) = f x40, y) d(x,y) = J(f XA(x,y)dy) dx =
R, 1.xQ I \JQ

b+e b+e b
f (J‘ XA(x)l (y) dy) = f Vn(A(x)l) dx = f Vn(A(x)l) dx 5
a—¢ Q a—e a

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass fiir alle x € [a —¢,b + €]\ [a, b] jeweils A(x); = @ und somit
vp(A(x);) = 0 gilt. m|

Betrachten wir noch einmal die Halbkugel H = {(x,y,2z) € R® | z > 0, x% + y? + 22 < 1}. Das Cavalierische Prinzip
kann auf verschiedene Weise genutzt werden, um das Halbkugelvolumen auszurechnen. Fiir jedes x € [—1,1] gilt
beispielsweise H(x); = {(y,2) € R? | 2> 0, y? +2? < 1— x?}. Es handelt sich also um Halbkreise vom Radius
v/1—x2, die im Fall x = £1 zu einem einzelnen Punkt entarten. Setzen wir als bekannt voraus, dass der Fldcheninhalt
dieses Halbkreises jeweils gleich %n(l — x?2) ist, so erhalten wir fiir das Halbkugelvolumen

1 1
v3(H) = fvz(H(x)l)dx = %TEJ (1-x%dx = %ﬂ:[x—%xS]il = in-((-(-%) = :n
-1 -1

Ebenso konnen wir aber auch Schnitte der Halbkugel orthogonal zur z-Achse betrachten. Fiir z € [0, 1] gilt jeweils
H(z); ={(x,y) € R? | x? + y%2 < 1—2?}; dies ist ein Kreis vom Radius v'1—22 (der fiir z = 1 zu einem Punkt wird)
mit dem Flicheninhalt (1 —22). Die Rechnung

1 1
vs(H) = fvz(H(z)B)dz = nf (1-2%)dz = n[z—%za]o = 71-% = %7‘[
0 0

liefert natiirlich dasselbe Ergebnis.

Schnitte orthogonal zur z-Achse eignen sich auch, um das Volumen des Kegels K = {(x, y,z) € R2x[0,h] | x>+ y? <
r2(1— f—l)z} der Hohe h € R* auszurechnen, dessen Grundfliche ein Kreis vom Radius r € R* ist. Hier gilt fiir alle
z € [0,h] offenbar K(2); = {(x,y) € R? | x* + y* < r?(1 — £)?}; der Schnitt ist also ein Kreis vom Radius r(1— ).
Fiir z = 0 hat der Kreis den Radius r, an der Kegelspitze bei z = h wird er zu einem Punkt. Fiir das Volumen erhalten

h h ) h )
v(K) = JOVZ(K(Z)3)(12 = ﬂrZJ; (1—%) dz = ﬂrth; h_l(l—}z—l) dz =

1
nrzhf (1—2)%dz
0

wir

1
nrzhf (1-2z+2%)dz = nrzh[z—zz+%z3]
0

= nrzh-(1—1+%) = %rcrzh.

Die Schulformel ,Volumen gleich % x Grundflache x Hohe“ ist damit bestétigt.




Dasin Satzformulierte Prinzip wurde von seinem Namensgeber Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647) verwendet,
um den Rauminhalt einer grof3en Zahl geometrischer Korper zu bestimmen. Dies waren die ersten Ergebnisse der
Geometrie, die {iber das seit der Antike bekannte Wissen wesentlich hinausgingen. Da die Infinitesimalrechnung zu
dieser Zeit noch nicht existierte (diese begann sich mit Newton und Leibniz erst gegen Ende des 17. Jahrhunderts zu
entwickeln), konnte Cavalieri den in Satz[3.21] vorhandenen Integralausdruck nicht symbolisch berechnen, sondern
musste sich statt dessen mit Vergleichen behelfen.

Beispielsweise leitete er aus dem bereits bekannten Kegel- und Zylindervolumen das Volumen der Kugel ab, in dem
er neben eine Halbkugel H vom Radius r einen Zylinder Z mit Radius und Hohe r setzte. In diesem Zylinder wurde
ein auf der Spitze stehender Kreisregel K mit Grundfldche und Hohe r untergebracht. Schneidet man die Halkugel
nun auf Hohe h mit einer zur Grundfédche parallelen Ebene E;, dann erhélt man nach dem Satz des Pythagoras eine
Kreisschreibe vom Radius v 72 — h2, deren Flicheninhalt 7(r?—h?) betrigt. Schneidet man den Zylinder auf gleicher
Hohe, so ergibt dies eine Kreisscheibe mit Fldcheninhalt 712, und der Schnitt von E;, mit de Kegel ergibt einen Kreis
vom Flicheninhalt th2. Der Schnitt von E;, mit der Differenzmenge Z \ K betréigt also ebenfalls 7t(r? — h?), ist also
genauso gro® wie der Schnitt zwischen E; und Halbkugel! Weil dies fiir alle h € [0, r] der Fall ist, schloss Cavalieri,

2 3

dass das Halbkugelvolumen gleich dem Volumen von Z \ K sein muss. Da v5(Z) = r? - r = nr® und v4(K) = %nr
1

bereits bekannt war, erhielt er damit v4(H) = v3(Z \ K) = v3(Z) — v5(K) = 7r3 — §nr3 = %nr3 und schlief3lich das
Volumen %nr3 fiir die Vollkugel.

Allerdings waren viele von Cavalieris Kollegen damals nicht bereit, seine Herleitung der Gleichung v5(H) = v3(Z \ K)
zu akzeptieren. Scheinbar erforderte sie, die Kérper H, Z und K in unendlich viele, unendlich diinne Scheiben zu
zerlegen und deren unendlich kleine Volumina aufzuaddieren, was ihnen (zu Recht) suspekt erschien. Erst durch
die Integralrechnung konnte Cavaleris Schluss im Nachhinein gerechtfertigt werden. Einen Einblick in die damalige
Auseinandersetzung erhdlt man durch einen sehr lesenswerten Spektrum-Artikel in der Ausgabe vom Oktober 2015.

Zum Abschluss definieren wir noch einen speziellen Typ Jordan-messbarer Teilmengen, der fiir die Berechnung von
Integralen besonders geeignet ist.

Definition 3.22 Sei j € {1,...,,n}. Eine Teilmenge A € R" wird Normalbereich beziiglich
der x;-Achse genannt, wenn eine kompakte, Jordan-messbare Teilmenge B € R"™! und stetige
Funktionen ¢, : B — R mit ¢ < 1) existieren, so dass

A = {(Xl,...,xn)G]Rn I (p(xl,...,Xj_l,Xj+1,...,xn)Sx]' S/l/J(xl,...,Xj_l,Xj+1,...,xn)}

erfillt ist.

Der Satz von Fubini lasst sich fiir Normalbereiche auf folgende Weise formulieren.

Folgerung 3.23 SeiA C R" ein Normalbereich beziiglich der x;-Achse, und seien ¢,y : B— R
wie oben definiert. Dann gilt fiir jede stetige und beschrankte Funktion f : A — R jeweils

P (X1 5005 X 15X 15005 X )
ff(x)dx = f (J‘ f(xl,...,xn)de) d(xl,...,Xj_l,Xj+1,...,Xn)-
A B P50 X 15X 415005 X )




Beweis: Nach eventueller Vertauschung der Koordinaten kénnen wir j = n annehmen. Da B kompakt ist, existiert
ein kompakter Quader Q € R™ ! mit Q° 2 B. Es gilt dann Q x R 2 B x R 2 A. Fiir alle x = (x1,...,X,_;) € Q
gilt im Fall x ¢ B jeweils A(x) = @, und im Fall x € B jeweils A(x) = [¢(x),4(x)], auf Grund der Aquivalenz
X, €A(x) & (x,x,) €A p(x) < x, <Y(x) & x, € [p(x),P(x)]. Fir alle x € Q \ B ist fA(X)f(x,xn) dx, als
Integral {iber die leere Menge gleich null. Mit Satz erhalten wir somit

Jf(x,xn) d(x,x,) = f ( fx,x,) dxn) dx = J ( fx,x,) dxn) dx
A Q \JAx) B \JA(x)
P(x)
= f (J f(x,xn)dxn) dx = f (J f(x,xn)dxn) dx. O
B \J[p(x)(x)] B \J ¢(x)




§4. Der Transformationssatz

Zusammenfassung. Unser Ziel in diesem Kapitel besteht darin, die Substitutionsregel aus dem ersten Seme-
ster auf hohere Dimension zu verallgemeinern. Dies wird sich vor allem bei der Integration von Funktionen als
niitzlich erweisen, die anhand krummliniger Koordinatensysteme definiert sind, etwa die héufig in der Physik
verwendeten Polar-, Zylinder und Kugelkoordinaten.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze
— Lipschitz-stetige Funktion, Lipschitz-Konstante — Erhaltung Jordanscher Nullmengen unter Lipschitz-
. stetigen Abbildungen und stetig differenzierbaren
~ Figur Abbildungen
— Inhaltsfunktion :
— Transformationssatz

~ Riemannsche Summen — Eindeutigkeit der Inhaltsfunktion auf den Jordan-

messbaren Teilmengen des R"

Im letzten Semester war die Stetigkeit und auch die gleichméRige Stetigkeit fiir Abbildungen zwischen metrischen
Raumen definiert worden. Wir definieren nun einen weiteren, noch stérkeren Stetigkeitsbegriff.

Definition 4.1 Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Radume. Eine Abbildung f : X — Y heil3t
Lipschitz-stetig, wenn eine Konstante I € R* existiert, so dass

dy(f(p),f(q@)) < Ldx(p,q) firalle p,qeX erfiillt ist.

Dabei bezeichnet man L als eine Lipschitz-Konstante von f. Gibt es fiir jeden Punkt p € X
jeweils eine Umgebung U mit der Eigenschaft, dass die Einschridnkung f|; Lipschitz-stetig ist,
dann spricht man von einer lokal Lipschitz-stetigen Abbildung.

Jede Lipschitz-stetige Abbildung f : X — Y ist auch gleichmal3ig stetig, und damit erst recht stetig. Sei namlich
¢ € R* vorgegeben und L € R* eine Lipschitz-Konstante von f. Setzen wir § = £, dann gilt fiir alle p,q € X mit
dx(p,q) < 6 jeweils

dy(f(p),f(@) < Ldx(p,q) < L& = L% = ¢,

womit die gleichméaflige Stetigkeit nachgewiesen ist.

Satz 4.2 Jede stetig differenzierbare Abbildung f : U — R™ auf einer offenen Teilmenge
U € R" ist lokal Lipschitz-stetig.




Beweis: Hier ist das wesentliche Hilfsmittel der Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen, den wir auf die Komponen-
tenfunktionen f; : U — R (1 < k < m) der Abbildung f und ihre totalen Ableitungen f,(x) € L(R", R) anwenden.
Sei ¢ € U beliebig vorgegeben und K C U eine kompakte, konvexe Umgebung von c, zum Beispiel eine abgeschlos-
sene Kreisscheibe. AuBerdem sei || - || die Operatornorm auf £(IR", R), wobei wir auf R" die Maximums-Norm || - || oo
zu Grunde legen. Da die Funktionen x ~ ||f/(x)|| auf Grund der stetigen Differenzierbarkeit von f auf K stetig sind,
existiert nach dem Maximumsprinzip eine Konstante y € R™ mit ||f/(x)|| < y fiiralle x € U und 1 < k < m.

Seien nun a, b € K vorgegeben. Auf Grund der Konvexitét ist die Verbindungsstrecke [a, b] ganz in K enthalten. Nach
dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen gibt es fiir 1 < k < m jeweils ein p; € Ja, b[ mit f;(p,)(v) = J, fi(px) =
fi(b) = fi(a), wobei v = b —a ist. Es folgt | f(b) — fi(a)] = |f{ ()W) < If{PlllIvlleo < 7llb—alleo. Nehmen wir
das Maximum iiber 1 < k < m, so erhalten wir ||f (b)— f (a)||eo < Yl|b—al|oo- Also ist L = y eine Lipschitz-Konstante
von f|,. Damit ist die lokale Lipschitz-Stetigkeit nachgewiesen. |

Wir werden nun zeigen, dass Jordansche Nullmengen unter Lipschitz-stetigen Abbildungen erhalten bleiben. Dazu
miissen wir noch einige Vorbereitungen treffen. Einen kompakten Quader Q = szl[ak, b,] im R" bezeichnen wir
als Wiirfel, wenn sdmtliche Kantenldngen gleich sind, also by —a; = by —a, = ... = b,, —a, erfiillt ist.

Lemma 4.3 Sei Q C R" ein kompakter Quader. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R" eine endliche
Familie Wy, ..., W,, von Wiirfeln, die Q tiberdecken, mit Z;nzl v(W,) <v(Q)+e.

Beweis: SeiQ = ]_[Zzl[ak, bi]und £ = min{b, —a; | 1 < k < n} die minimale Kantenlénge von Q. Die naheliegende
Idee besteht darin, fiir eine beliebig vorgegebene natiirliche Zahl N den Quader Q durch eine mdglichst geringe
Anzahl von Wiirfeln der Kantenlédnge % zu {iberdecken, wobei der ,erste“ Quader in den Eckpunkt (ay,...,a,) von
Q gesetzt wird. Fiir beliebig vorgegebenes N € IN und 1 < k < n definieren wir dazu r y = [w]. Wie wir
sehen werden, ist dies die Anzahl der Wiirfel, die in Richtung der k-ten Koordinatenachse aneinandergesetzt werden
miissen, um Q vollstindig abzudecken. Diese Wiirfel konnen dann durch Sy ={s € Z" |0 < s, <1y y flir 1 <k <n}
indiziert werden, indem wir jedem s € Sy, den Wiirfel

[/

W, = |:a1 +311%,a1+(sl+1)§:| X .. X [an+snﬁ,an+(sn+1)%] zuordnen.

Zunéchst {iberpriifen wir, dass diese Wiirfel tatsachlich unseren Quader Q iiberdecken. Sei dazu ein x € Q vorgegeben
und s, = [MJ und fir 1 < k < n. Wegen x;, > q; gilt einerseits s, > 0, aus x;, < b, folgt andererseits
s < I\M < 1y, jeweils fiir 1 < k < n. Dies zeigt, dass s in Sy enthalten ist. Nach Definition der unteren
Gaulsklammer gilt auferdem

N(xg—ai)
[

¢ ¢ ¢ ¢
S < <sptl = s < <(G+1D)y = atsy Sx<at(s+1)y

fiir 1 < k < n. Also ist x im Wiirfel W, enthalten. Nun schétzen wir noch das Gesamtvolumen der Wiirfel nach oben
ab. In der k-ten Komponente addieren wir die Kantenldngen der r; 5 Wiirfel zu einer Gesamtlédnge von

N(b,—ay)
rk’N‘ﬁ < (%4‘1)% = bk—ak-i-%.

~

Fiir N — oo lauft diese Zahl offenbar gegen den Wert b, — a;. Der von den |Sy | Wiirfeln gebildete Quader hat also
ein Gesamtvolumen von I_IZ=1(bk —a + IL\,), das fir N — oo gegen l_[:=1(bk —a;) = v(Q) lauft. Wahlen wir fiir
vorgegebenes € € R unser N € N also hinreiched groR, so kann immer erreicht werden, dass ZSESN v(W,) <v(Q)+e¢
erfiillt ist. m|




Satz 4.4 Sei N C R" eine Jordansche Nullmenge und g : N — R™ eine Lipschitz-stetige
Abbildung, wobei m > n ist. Dann ist g(N) eine Jordansche Nullmenge in R™.

Beweis: Sei ¢ € R* vorgegeben und L € R* eine Lipschitz-Konstante von g beziiglich der Maximumsnormen || - || o
auf R" bzw. R™. Nach Definition der Jordanschen Nullmengen gibt es eine endliche Familie Q, ...,Q, von Quadern
im R™ mit U,:zl Qi 2 N und Z£=1 v(Q;) < €. Auf Grund von Lemma konnen die Quader durch eine endliche
Familie W, ..., W, von Wiirfeln ersetzt werden, so dass Ui]:l W, 2 N und 22:1 v(W,) < 2¢ erfiillt ist. An diesen
Abschétzungen dndert sich auch nichts, wenn wir alle Wiirfel W, mit N N W, = & aus der Familie entfernen.

Fiir jedes ¢ € {1,...,s} sei nun p, ein festgewdhlter Punkt in N N W, und s, die Kantenldnge des Wiirfels. Nach
eventuellem Ubergang zu kleineren Wiirfeln kénnen wir s, < 1 voraussetzen. Es gilt jeweils v(W,) = sy, und fiir jeden
weiteren Punkt ¢ € N N W, ist der Abstand ||g — p;||co durch den Wert s, beschrankt. Es folgt ||g(q) — g(p)lleo <
L|lg — p¢lleo < Ls, fiir alle ¢ € N N'W,. Dies zeigt, dass g(N N W,) in einer || - || .-Kugel vom Radius Ls, enthalten
ist; dies ist ein m-dimensionaler Wiirfel der Kantenlénge 2Ls, und dem Volumen 2™L™s;". Die Menge g(N) kann also
durch Wiirfel mit einem Gesamtvolumen von
S S n

DlamLmst < 2mLmN st o= MLy (W) < 2mILMe

=1 £=1 (=1
iiberdeckt werden. Weil L und m Konstanten sind und ¢ beliebig klein gewé&hlt werden kann, zeigt dies, dass es sich
bei g(N) um eine Jordansche Nullmenge handelt. m|

Ohne die Voraussetzung m > n funktioniert der Beweis nicht, weil die Abschitzung s;" <s; im letzten Beweisschritt
dann nicht gilt. Die Aussage des Satzes ist fiir m < n tatsdchlich falsch: Beispielsweise iiberpriift man leicht, dass
m:R? - R, (x,y) — x eine Lipschitz-stetige Abbildung mit Lipschitz-Konstante L = 1 ist, wenn wir auf R? die
Il - lloo-Norm zu Grunde legen. Die Menge N = [0, 1] x {0} ist eine Jordansche Nullmenge in R?, aber m(N) =[0,1]
ist keine Jordansche Nullmenge in R. Statt dessen gilt v(n(N)) = 1.

Folgerung 4.5 Sei U € R" offen und g : U — R™ stetig differenzierbar, wobei m > n ist.
Ist N € U eine kompakte Jordansche Nullmenge, dann ist g(IN) eine kompakte Jordansche
Nullmenge in R™.

Beweis: Aus der Analysis mehrerer Variablen ist bekannt, dass das Bild einer kompakten Menge unter einer stetigen
Abbildung kompakt ist. Aufderdem wissen wir nach Satz dass g zumindest lokal Lipschitz-stetig ist. Zu jedem
Punkt x € N gibt es also eine offene Umgebung U,, so dass g|y_Lipschitz-stetig mit einer Konstanten L, ist, beziiglich
beliebig gewahlter Normen auf R" und R™. Da N kompakt ist, finden wir eine endliche Familie x, ..., x, von Punkten,
so dass N bereits von U, , ..., U, tliberdeckt wird. Wegen Satz ist mit N N U, auch g(N NU,,) eine Jordansche
Nullmenge ist, fiir 1 < k < r. Also ist auch die endliche Vereinigung g(N) = U;::1 g(N NnU,,) eine Jordansche
Nullmenge. m|

Aus der Schulmathematik und der Analysis einer Variablen kennen wir die Substitutionsregel

b ¢(b)
f(f%o)(X)so’(X)dx = J f(e) dt

»(a)

— 38 —



fiir eindimensionale Integrale. Bei der Verallgemeinerung auf hohere Dimension wird die Substitutionsfunktion ¢
ersetzt durch einen C!-Diffeomorphismus, und die Rolle von ¢’(x) iibernimmt die Determinante der Ableitung. Um
zu sehen, inwiefern die Determinante fiir eine ,,mehrdimensionalen Substitutionsregel“ relevant ist, erinnern uns an
deren geometrische Interpretation aus der Linearen Algebra. Dort wurde die Determinante so definiert, so sie jeder
Matrix A € M,, p das Volumen des Parallelotops

P(a) = {Z Mt

k=1

AkE[O,l]fﬁrlskSn}

zuordnet, das von den Spaltenvektoren a,y,...,a,, € R" der Matrix aufgespannt wird, zuziiglich eines Vorzeichens,
das von der Reihenfolge der Vektoren abhingt. Betrachten wir nun zur Matrix A die lineare Abbildung

P :R">R" , v Ay

und wenden wir diese auf den Einheitswiirfel Q = [0,1]" an, dann erhalten wir ¢,4(Q) = P(A) als Bildmenge, wie
man mit Hilfe der Linearitit von ¢, unmittelbar iiberpriift. Unter der Voraussetzung, dass | det(A)| tatsdchlich mit
dem Jordanschen Volumen von P(A) libereinstimmt, gilt also

v(@aQ) = v(PA) = |det(A)] = [det($n)Iv(Q). (4.1)

Aus dem Transformationssatz wird sich ergeben, dass v(¢(B)) = | det(¢)|v(B) fiir beliebige lineare Endomorphis-
men ¢ von R" und Jordan-messbare Teilmengen B C R" giiltig ist. Hier aber gehen wir zunachst umgekehrt vor und
setzen diese Gleichung voraus, um durch heuristische Uberlegungen eine naheliegende, mehrdimensionale Verallge-
meinerung der Substitutionsregel zu finden.

Sei G C R" offen und D eine Jordan-messbare Teilmenge von R" mit D € G. Auflerdem sei ¢ : G — R" eine stetig
differenzierbare Funktion. Diese Funktion wird die Rolle der Substitutionsfunktion von oben iibernehmen. Unser
Ziel besteht darin, einen einfachen Ausdruck fiir das Integral einer Funktion f integriert iiber die Bildmenge (D) zu
finden. Der Einfachheit halber gehen wir zunéchst davon aus, dass D ein kompakter Quader ist. Fiir jede Zerlegung
Z von D schneiden sich die Quader K € Q(Z) nur in einer Jordanschen Nullmenge, und wegen Satz[4.5gilt dasselbe
fiir die Mengen ¢(K) in der Vereinigung

) = |J ¢®.

KeQ(2)
Bezeichnet wir fiir jedes K € Q(Z) mit ag einen beliebig gewahlten Punkt aus K. Wird die Zerlegung Z sehr fein
gewihlt, dann kénnen wir davon ausgehen, dass die Funktion f in der Ndhe des Punktes ¢(ax) nahezu konstant ist,
also auf der gesamten Bildmenge ¢ (K) fast genau den Wert (f o ¢)(ay) annimmt. Dies liefert uns die Ndherung

fydx = > fFydx ~ 0 (fow)av(p(K)). 4.2)
(D) KeQ(2) Y ¢»(K) KeQ(Z2)

Versuchen wir nun, dass Volumen von ¢(K) zu approximieren. Weil ¢ (stetig) differenzierbar ist, kann es in einer
Umgebung von ai durch eine affin-lineare Funktion angenihert werden: Fiir alle t € R" mit hinreichend kleiner
Norm ||t]|eo gilt @(ag + t) ~ @(ag) + ¢’(ag)(t). Ist der Quader K© C R" so gewihlt, dass ax + K© =K gilt, dann
haben bei hinreichend fein gewihlter Zerlegung alle Punkte t € K() eine kleine Norm, und wir erhalten

v(p(K) ~ vipla) + ¢ (@)ED) = v(¢'(a)EK™))

= |detg’(a)v(K®) = [|dety’(ag)lv(K),
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wobei im zweiten Schritt die Translationsinvarianz des Jordan-Volumens und im dritten Schritt (4.1) verwendet
wurde. Setzen wir dies nun in (4.2) ein, so erhalten wir

fl)dx =~ Z (f e p)(ag)ldetp’(ap)lv(K) =~ j (f o p)(t)ldeto’(t)] dt.
¢(D) KeQ(2) b

Dies ist die gesuchte mehrdimensionale Verallgemeinerung der eindimensionalen Substitutionsregel. Da jede Jordan-

messbare Teilmenge durch disjunkte Vereinigungen kompakter Quader beliebig angendhert werden kann, ist zu er-

warten, dass auch in der Gleichung der kompakte Quader D durch eine beliebige kompakte Jordan-messbare Menge

ersetzt werden kann.

Satz 4.6 (Transformationssatz)

Sei G € R" offen, und sei ¢ : G — R" eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung, wobei
wir voraussetzen, dass det ’(t) entweder fiir alle ¢t € G positiv oder fiir alle t € G negativ ist. Sei
T C G eine Jordan-messbare, kompakte Teilmenge und f : ¢(T) — R eine stetige Abbildung.
Dann gilt

(i) Die Bildmenge ¢(T) € R" ist Jordan-messbar.

(i) Die Funktion f ist auf ¢(T), die Funktion f o ¢ auf T Riemann-integrierbar.

(iii) Es gilt J f(x)dx = f(fow)(t)ldetcp'(t)l dt.
ir

»(T)

Zusatz: Der Transformationssatz ist auch dann noch giiltig, wenn eine Jordansche Nullmenge N C T existiert,
auf der die Funktion t — det ¢’(t) moglicherweise Null wird. Ebenso geniigt es, dass ¢ auf T \ N injektiv ist. Die
Funktion t — det ¢’(t) darf aber weiterhin auf G nicht zugleich positive und negative Werte annehmen.

Zunidchst machen wir uns klar, dass dieser Satz tatsdchlich eine Verallgemeinerung der eindimensionalen Substi-
tutionsregel darstellt. Sei n = 1, G C R ein offenes und T € G ein kompaktes Intervall ist. Wegen n = 1 gilt
detp’(t) = ¢’(t) fir alle t € G. Sei T = [a,b] mit a,b € R und a < b, und setzen wir zunéchst voraus, dass
@’(t) > O fiir alle t € G gilt. Dann ist die Funktion ¢ auf ihrem gesamten Definitionsbereich streng monoton wach-
send, insbesondere gilt ¢(a) < ¢(b) und ¢(T) = [¢(a), (b)]. Die eindimensionalen Substitutionsregel ist dann
dquivalent zu

b ¢(b)
f (f o@)(®)ldetp’(t) dt = j (fop))p'(t)dt = f fx)dx = f(x)dx.
T a ¢(a) @(T)
Im anderen Fall gilt ¢’(t) < O fiir alle t € G. Dann ist ¢ iiberall streng monoton fallend, es gilt ¢(a) > ¢(b)
und ¢(T) = [p(b), ¢(a)]. Auch diesmal erhalten wir, wenn auch auf einem leicht verdnderten Rechenweg, wegen
|det ’(t)] = |¢’(t)| = —¢’(t) das Resultat

b ¢(b)
f (fow)(t)ldetp’ ()] dt = —f (feo@))p'(t)dt = —f f(x)dx
T a

w(a)

w(a)
= flx)dx = f(x)dx.

»(b) »(T)




Der Ausdruck det’(t) unter dem Integralzeichen in der Gleichung (S) wird die Funktionaldeterminante von ¢
genannt. Wendet man die Gleichung auf die konstante Funktion f(x) =1 an, so erhélt man unter den angegebenen
Voraussetzungen an G, ¢ und T die Gleichung

v(e(T)) = Jldew'(t)ldt-
T

Ist ¢ dariiber hinaus eine bijektive, lineare Abbildung, dann gilt ¢’(t) = ¢ fiir alle t € T, und wir erhalten die
Gleichung v(¢(T)) = | det ¢ |v(T) zuriick, die oben der Ausgangspunkt unserer Uberlegungen gewesen war. Auch im
Fall det ¢ = 0 ist die Gleichung noch giiltig, weil ¢(T) in diesem Fall in einer Hyperebene von R" liegt und damit
eine Nullmenge ist.

Der Beweis von Satz 4.6|ist sehr aufwandig und wird an das Ende dieses Kapitels verschoben. Hier schauen wir uns
vorher noch einige Beispiele fiir hdufig verwendet Transformationsfunktionen ¢ an, die in der Geometrie und der
Physik eine wichtige Rolle spielen.

Integration in Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten

In § 3 wurde die Polarkoordinaten-Abbildung p, : Ry xR — R? gegeben Ppol(1; ) = (r cos(y), rsin(y)) eingefiihrt.
Schrénkt man die Abbildung jedoch auf die offene Teilmenge U = R* x ]0,2x[ ein, so erhélt man eine injektive
Abbildung mit det pl’) .11 ¢) # 0 fiir alle (r, ) € U. Definieren wir nun

N = (Ryx[0,2r])\U = {0}x[0,2n] U R, x{0,2m} ,

dann ist N N T fiir jede kompakte, Jordan-messbare Teilmenge T C R? eine Jordansche Nullmenge in IR?. Auf Grund
des Zusatzes zu Satz gilt fiir jede solche Menge T C R, x [0,27] und jede rellwertige und stetige Funktion auf
Ppoi(T) somit

f fle,y)dlx,y) = J(fOPpol)(MO)'r d(r, ¢). (4.3
Ppol(T) T

Als einfache Anwendungsbeispiele fiir diese Formel berechnen wir ein weiteres Mal das Kegel- und das Halbkugel-
volumen. Fiir beliebige s,h € R* definieren wir

Ky = {6y2)eR GG, <s, 0<z<h—1(x, y)l5}
HS = {(x;y,Z)ERS|||(X,y;z)||255, ZZO}

Bei K;, handelt es sich um den Kegel der Hohe h {iber der Grundfliche B, = {(x,y) € R2 | I, Y, < s}, dem
Kreis vom Radius s um den Mittelpunkt (0, 0), und H; ist die obere Hélfte der Kugel vom Radius s um den Ursprung
(0,0,0). Definieren wir Funktionen f, g : B, — R, durch

FOey)=h=2lG, )l und glx,y)= /s>~ 0I5

dann sind K;, und H; die Ordinatenmengen der Funktionen f und g, d.h. es gilt K, = A(f) und H,; = A(g). Fiir
den Kegel erhilt man die Gleichung durch die Aquivalenzumformung

(6,y,2) €K, o 0ol <s und 0<z <h—2|(x, )l

& (x,y)€B, und 0<z<f(x,y) & (x,y,2)eAlf).
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Der entsprechende Beweis fiir die Halbkugel ist eine ebenso einfache Ubungsaufgabe. Nach Satz erhéilt man die
Volumina von K, , und H; als Integrale von f und g iiber Bj, es gilt also

v3(Ks,h):f f(x’}’) d(x:y) und VB(Hs):g(x)y) d(X,)’)
B

Auf Grund der Wurzelausdriicke ist aber besonders die Auswertung des ersten Integrals in kartesischen Koordinaten
eine recht unangenehme Angelegenheit. Wir werden jetzt sehen, dass die Berechnung in Polarkoordinaten bedeutend
einfacher ist. Ist allgemein (x, y) € B; und (r, ¢) € R, x R mit p,,(r, ¢) = (x, y), dann gilt wegen x = r cos(¢) und
y =rsin(p) jeweils

10, = V/(reos(@)2+(rsin(p))2 =  y/r2(cos(pl2 +sin(p)? = Vr2 = r

und somit (f o p,a)(1, ) = f(x,y) =h— %||(x,y)||2 =h-— }s—lr. Setzen wir nun T = [0,s] x [0,27], dann erhalten
wir mit (4.3) das Kegelvolumen

Jf(x,y)d(x,y) = f fOoy)dlx,y) = f(fOPpol)(r,w)rd(r,so) =
5; Ppol(T) T

s 2n s
J(h—’s—lr)rd(r,go) = f (J (h—1r) d@) rdr = f [(h—ér)so]iﬂ rdr =
T o \Jo 0

S
J 2nt(hr — grz) dr = 27th|:%r2 — %r:"]z = 27'ch(%s2 — %32) = 2mh- %32 = %hrcs2
0
in Ubereinstimmung mit der bekannten Regel ,Volumen des Halbkegels = % mal Grundfliche mal Hohe“. Fiir die
Halbkugel gilt entsprechend (g © p,o)(1, ) = v's2 — 2. Wie beim Kegel erhalten wir fiir das Halbkugelvolumen

fg(x,y)d(x,y) = f glx,y)d(x,y) = f(gwpol)(r,sa)rd(r,so) =
B Ppol(T) T

s

s 27 s
f Vs2—r2rd(r,p) = J (J rvs2—r2 dnp) dr = J [r 52—1”2]2ﬂ dr =
T 0 0 0

s s 52
ZnJ. rvs:—r2dr = nf (2r)vs2—r2dr @ nf Vs2—tdt =
0 0 0
SZ

52 0
(—n)f —D)Vsi—tdr & (—n)J t12qe = n:f t2de = n[3P]
0 s2 0

2,(2Y3/2 2,3
= 57'[(5 ) / = §TC8
wobei an den mit (*) gekennzeichneten Stellen die eindimensionale Substitutionsregel angewendet wurde. Es fallt
auf, dass im Gegensatz zu unserer fritheren Berechnung des Kugelvolumens in § 14 bei der neuen Rechnung die
Integralformel f_l V1—x2dx = %n, deren Beweis ja mit einigem Aufwand verbunden war, nicht benétigt wurde.
Dies kann als Hinweis gewertet werden, dass die Verwendung der Polarkoordinaten tatsdchlich eine substantielle

Vereinfachung darstellt.




Als weiteres Anwendungsbeispiel betrachten wir eine wichtige Funktion aus der Stochastik.

Definition 4.7 Seien u € R und o € R*. Die Dichtefunktion der Normalverteilung zum
Mittelwert u und der Standardabweichung o ist die Funktion f, , : R — R gegeben durch
120

fu,o(x) = O'me

Ist u =0 und o = 1, dann spricht man von der Standard-Normalverteilung.

Wir erinnern kurz an die Bedeutung der Normalverteilung. Fiir alle a, 8 € R mit a < 8 gibt das Integral ff fuo(x)dx
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass in einer Menge mit einem mit den Parametern y und o normalverteilten
numerischen Merkmal (zum Beispiel Kdrpergréf3e oder Intelligenzquotient) ein zuféllig gewahltes Element seinen
Wert im Intervall [a, 3] hat. Fiir [u — o, u + o] betrdgt diese Wahrscheinlichkeit beispielsweise ~ 68, 3%, fiir das
grofere Intervall [u — 20, u + 20] bereits ungefahr 95 %.

Man erhilt eine solche Normalverteilung unter anderem dadurch, dass man ein Zufallsexperiment X sehr oft wieder-
holt. Betrachtet man fiir grolles N € IN beispielsweise das Zufallsexperiment , N-faches Wiirfeln“ mit dem Merkmal
ydurchschnittlich gewiirfelte Augenzahl®, nihert sich die Verteilung fiir N — oo einer Normalverteilung mit dem
Mittelwert u = 3, 5 und der Standardabweichung o ~ 1,71 an. Hierbei ist der Mittelwert wenig iiberraschend, denn
EX) = %(1 +24+3+4+5+6)= % ist das durchschnittliche Ergebnis beim Wiirfeln. Die Standardabweichung o
ergibt sich als Quadratwurzel aus der Varianz, die man wiederum durch die Formel

var(X) = E(X-w)? = i>(k-3? = %

berechnen kann. Das Verhalten, dass sich eine Zufallsverteilung einer Normalverteilung anndhert, ist in der Stochastik
als ,Gesetz der groflen Zahlen“ bekannt. Offenbar kann durch f, , nur dann eine Zufallsverteilung gegeben sein,
wenn die Wahrscheinlichkeit fiir ein Ergebnis zwischen —o0 und +o00 gleich 1 ist.

Satz 4.8 (Gauyfs’sches Fehlerintegral)

+00

Fiir alle u € R und o € R gilt f fuo(X)dx = 1.

Wir werden nun sehen, wie man dieses Ergebnis durch mehrdimensionale Integration und mit Hilfe des Transfor-
. . .. . . +oo _ 2 .

mationssatzes gewinnen kann. Offenbar geniigt es, die Gleichung f_oo e dx = 4/m zu beweisen, denn kann folgt

das Ergebnis leicht aus der eindimensionalen Substitutionsregel: Fiir alle a, 3 € R mit a < 8 erhalten wir mit der

Substitutionsfunktion ¢(t) = % und deren Ableitung ¢’(t) = ﬁ das Ergebnis

fﬁf (x)d - Jﬁ 27 g = fﬁ (e d - fm d
x)dx = e 2l dx = — p(t)e t = — e dx ,
a e oV2n a ﬁ a ﬁ (a)

12
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und wegen limoo p(a) =—o0 und ﬁlim p(B) = +oo folgt daraus
a—— N

oo

e(r) 1

+00 r
J fuo()dx = lim f fuo(¥)dx = lim — e dx =
—00 -r

Wro= 1L
VT o VT

Offenbar existiert f_t:f e dx jedenfalls als uneigentliches Riemannsches Integral, also als Summe der Grenzwerte
0 L , oo
von f_r e dx und for e~ dx, jeweils fiir r — +00. Denn fiir r > 1 und alle x € [1, r] gilt jeweils e < e™*, und
. . . . -1 _ .
das Integral f 1+°o e * dx konvergiert. Die Existenz von lim,_,, f_r e~ dx als endlicher Grenzwert folgt ebenso

aus der Abschitzung e < e* fiir alle x € [—r,—1] und der Konvergenz von f:io e¥dx.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, die Gleichung lim,_,, oo f _rr f(x)dx = 4/ firr die Funktion f(x) = e zu
beweisen. Wir fithren dies mit Hilfe des Satzes von Fubini auf ein zweidimensionales Problem zuriick. Definieren wir
fiir jedes r € R* das Quadrat Q, = [—r,r]?, dann gilt jeweils

r 2 r r r r
(J f(X)dx) = (J f(X)dX)(f f(y)dy) = f (J f(X)dx)f(y)dy =

f(J f(x)f(y)dx)dy = Ffd(x,y) = Je—xz-yzd(x,y).

Q .

(f f(x)dx) = rl}gloof e_"Z_yzd(x,y).

r

Es gilt also

Nun betrachten wir fiir jedes r € R* auch die abgeschlossene Kreisscheibe B, € R? vom Radius r um den Ursprung.
Aus den Inklusionen Q, /3 € B, € Q, und der Tatsache, dass die Funktion (x,y) — ™" nur positive Werte
annimmt, folgt die Abschatzung

f e*xzfyzd(x,y) < f
Q vz B

. Lo o . L xioy? — —x?—y?
und daraus wiederum die Ubereinstimmung rl}gloo fBr e d(x,y) rlgrnoo f 0, ¢ d(x,y).

e d(x,y) < f e d(x, )

r r

Mit Hilfe des Transformationssatzes, angewendet auf Polarkoordinaten, erhalten wir nun weiter

J e dlxy) = e dCy) = T T () =

B, Ppo([0,r]x[0,27]) Ppo([0,r]x[0,27])

e*rzrd(r,cp) = Zﬁf re”dr = nJ (2r)e’r2dr
0 0

Ppoi([0,r]%[0,27])

_ _nf ctdt = ] = ai-c) |
+00 2 0
also (J f(X)dx) = liPwJ e d(x,y) = liPwn(l—e_rz) =

und damit f _Jr;: f(x)dx = /7 wie behauptet.




In Analogie zu den Polarkoordinaten verwendet man zur Berechnung dreidimensionaler Integrale die ebenfalls aus
§ 3 bekannten Zylinderkoordinaten

Py iRy xR*—>R® , (r,h, @) (rcos(y),rsin(p),h)
und die Kugelkoordinaten gegeben durch
Prug i Re xR* = R® (1,8, ¢) = (rsin(8) cos(¢), r sin(§)sin(), r cos())

deren Funktionaldeterminanten durch det p;yl(r,h, ) = r bzw. det pl’mg(r, 9, p) = r?sin(9) gegeben sind. Fiir jede
kompakte, Jordan-messbare Teilmenge T C R, x R x [0, 27] gilt hier entsprechend

f fl,y,2)d(x,y,2) = f(fopzyl)(r’h"P)'r d(r, h, ).
Pay(T) T

Im Fall der Kugelkoordinaten erhalten wir fiir jede kompakte, Jordan-messbare Teilmenge T C R, x [0, ] x [0, 27]
die Gleichung

J flx,y,2)d(x,y,2) = f (f © Prug)(r; 0, ) - 72 sin(8) d(r, 9, ¢).
Prug(T) T

Hierbei ist zu beachten, dass in die mehrdimensionale Substitutionsregel der Betrag der Funktionaldetermiante
detp]’mg(r, 4, ¢) eingeht, und dass sin(#) > 0 und somit Idetpl’(ug(r, 9, ¢)| = |r?sin(9)| = r?sin(9) fiir ¥ € [0, 7]
gilt. Anwendungen dieser Gleichungen fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten behandeln wir in den Ubungen.

Wir wenden uns nun wieder dem Hauptthema dieses Kapitels zu, dem Beweis des Transformationssatzes. Unser
erstes Etappenziel ist ein neuer Zugang zum Begriff des Jordan-Inhalts. Wir beginnen mit einer Definition.

Definition 4.9 FEine Figurim R" ist eine endliche Vereinigung

F = Q1U...UQr

von Quadern Q; mit Q; N Q; = @ fir i # j. Auch die leere Menge betrachten wir als Figur.
(Hierbei ist r = 0.)

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mit F die Menge der Figuren im R" und mit 7 die Menge der Jordan-messbaren
Teilmengen im R".

Definition 4.10 Eine Inhaltsfunktion ist eine Abbildung u : 7 — R, mit folgenden Eigen-
schaften.

(i) Aus A C B folgt u(A) < u(B), fir alle A,B € 7.

(ii) Fir alle A,B € J mit A° N B° = @ gilt u(AU B) = u(A) + w(B).
(iii) Es gilt u(v +A) = u(A) furalleve R"undAe J.
(iv) Es gilt u([0,1]") =1.




Wir erinnern an die folgende Notation aus der Linearen Algebra: Ist A € M, ., g, dann bezeichnen wir mit ¢, : R"* —
R™ die Abbildung v — Av gegeben durch Matrix-Vektor-Multiplikation.

Lemma 4.11

(i) Der Jordan-Inhalt v = v, ist eine Inhaltsfunktion auf 7.

(i) Ist u : J — R, eine Inhaltsfunktion und A € GL,(R), dann ist auch durch B —
c;l u(¢p4(B)) mit der Konstanten ¢, = u(@4([0,1]")) € R eine Inhaltsfunktion definiert.

Beweis: zu (i) Die meisten in Definition genannten Eigenschaften haben wir bereits verifiziert. Die Normie-
rungsbedingung (iv) ergibt sich direkt aus der Definition des Quadervolumens, die Translationsinvarianz wurde in
Satz (i) festgestellt, und die Monotonie-Eigenschaft (i) ist der Inhalt von Folgerung (ii). Die Additivitatsei-
genschaft (ii) ergibt sich aus Teil (iii) von Folgerung sobald wir nachgewiesen haben, dass aus der Bedingung
A° N B° = @ die Gleichung v(AN B) = 0 folgt. Dafiir gentigt es nach Satz zu zeigen, dass AN B eine Jordansche
Nullmenge ist. Auf Grund der bekannten Rechenregeln fiir Mengenoperationen gilt

ANB C ANB = (A°UJAN(B°UIB) = (A°NB°)U@A NIB)U(PANB°)U(JANIB)
= (A°NIB)U(GANB°)U(PANIB) < OJAUOIB.

Als beschrankte, abgeschlossene Teilmengen sind dA und J B kompakt. Da A und B Jordan-messbar sind, handelt es
sich bei den Réndern nach Folgerung 3.5 auerdem um Nullmengen. Wegen Proposition [2.2] (iv) ist somit JAU B
und damit auch AN B eine Jordansche Nullmenge.

zu (ii) Bezeichnen wir die neue Abbildungvorschrift mit u,, so ergibt sich die Normierungsbedingung (iv) direkt
aus der Definition, denn es ist u,([0,1]") = c;l,u(qSA([O, 11M) = u(([0,17") tu(d4([0,1]1")) = 1. Alle anderen
Eigenschaften iibertragen sich direkt von u auf u,. Wir zeigen dies exemplarische fiir die Additivitats-Eigenschaft (ii).
Sind B, C € J mit B°NC° = @&, dann gilt auch ¢p,(B)°NP,(C)° = Pp4(B°)NPA(C°) = po(B°NC°) = ¢p4(D) = &, denn
auf Grund der Homomorphismus-Eigenschaft von ¢, : R" — R" gilt ¢,(S°) = ¢.(S)° fiir jede Teilmenge S C R".
Somit erhalten wir

aBUC) = c'u(@a(BUC)) = c'u(@aBIUPAC)) = ;' (u(pa(B)) +u(¢a(C)))
= ' u(PaB)) + ¢ u(Pa(C)) = wa(B)+ua(C). O
Satz 4.12 (Polargzerlegung invertierbarer Matrizen)

Fiir jede Matrix A € GL,(RR) gibt es ein U € O(n) und eine symmetrische Matrix S mit A= US.

Beweis:  Sei A € GL,(RR) vorgegeben. Die Produktmatrix ‘AA ist symmetrisch wegen '( 'AA) = 'A'('A) = 'AA,
aullerdem ist sie positiv definit. Denn fiir alle v € R" gilt v "AAv = ("AAv,v) = (Av,Av) > 0. Ist dariiber hinaus v
ungleich null, dann auch Av, und wir erhalten ‘v "AAv > 0.

Wir zeigen nun, dass eine symmetrische und positiv definite Matrix S mit S? = 'AA existiert. Die Anwendung des
Spektralsatzes aus der Linearen Algebra liefert eine Diagonalmatrix D = diag(A4, ..., A,,) mit Eintrdgen A; € R* fiir
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1 <i < n und eine Matrix V aus O(n), der orthogonalen Gruppe, mit ‘AA= ‘VDV. Wir definieren nun S = ‘V+/DV,
wobei +/D die Diagonalmatrix mit den Eintrigen 4/A,, ..., /A, bezeichnet. Wie man unmittelbar iiberpriift, ist mit
+/D auch die Matrix S symmetrisch und positiv definit. AuRerdem gilt

$2 = (WwVDV)('vv¥DV) = WHDPV = WDV = WA
Definieren wir nun U = AS™!, dann gilt A= US. Die Matrix U ist in O(n) enthalten, wegen

'Uu = YAsThHAasTt = (sThuasTt = ('Ss)ttaasTt=stuast = sTisisTt = E,.
Also haben wir A tatsichlich als Produkt einer orthogonalen und einer symmetrischen positiv definiten Matrix dar-
gestellt. |

Wir haben nun ein erstes wichtiges Etappenziel erreicht.

Satz 4.13

(i) Es gibt genau eine Inhaltsfunktion auf 7, den Jordan-Inhalt.
(ii) Fir alle A € GL,(R) und alle B € J gilt v(¢,(B)) = | det(A)|v(B).

Beweis: zu (i) Dass der Jordan-Inhalt v eine Inhaltsfunktion ist, haben wir bereits festgestellt. Sei nun u: 7 — R,
eine beliebige Inhaltsfunktion. Wir miissen {iiberpriifen, dass v und p auf ganz J iibereinstimmen. Zunéchst gilt
v([0,1]") =1 = u([0,1]"). Fiir jedes q € IN kann der Einheitswiirfel [0, 1]" in ¢" kongruente kompakte Wiirfel W; mit
Kantenldnge ¢! und Volumen ¢ " zerlegt werden. Diese Teilwiirfel schneiden sich nur in Randpunkten. Bezeichnet
W einen beliebigen Wiirfel dieses Formats, dann gilt auf Grund der Eigenschaften (ii) und (iii) von Inhaltsfunktionen
die Gleichung ¢"v(W) = Zj v(W;) = v([0,1]") = 1, also v(W) = q", und ebenso erhdlt man u(W) = q™". Da
sich jeder Quader Q mit rationalen Kantenldngen aus Wiirfeln der Kantenlédnge % fiir hinreichend groles ¢ € IN
zusammensetzen lasst, folgt v(Q) = w(Q) fiir solche Quader.

Bezeichnet nun P einen allgemeinen Quader (mit moglicherweise irrationalen Kantenldngen), dann existieren fiir
jedes ¢ € Rt jeweils Quader Q,Q’ mit rationalen Kantenlidngen, Q € P € Q' und v(Q') — v(Q) < e¢. Dies folgt
direkt aus der Tatsache, dass die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen. Aus der Eigenschaft (i) von
Inhaltsfunktionen folgt v(Q) = u(Q) < v(P), u(P) < v(Q') = u(Q’) < v(Q) + &. Damit erhalten wir [u(P)—v(P)| <,
und da ¢ beliebig klein gew&hlt werden kann, folgt u(P) = v(P). Somit ist u(F) = v(F) auch fiir beliebige Figuren
erfiillt. Ist nun B C R" eine beliebige Jordan-messbare Teilmenge, dann gibt es nach Proposition [3.3] (und auf Grund
der Definition von innerem und &uRerem Volumen) fiir jedes ¢ € R* jeweils Figuren F,F’ mit F € B C F’ und
v(F) > v(B)—e¢, v(F’) < v(B) + ¢. Genau wie bei den Quadern folgert man aus v(F) = u(F) und v(F’) = u(F’), dass
auch v(B) = u(B) gelten muss.

zu (i) Wir betrachten zunichst den Fall A € O(n). Auf Grund von Lemma ist B — v(4([0,11") v(¢4(B))
eine Inhaltsfunktion. Nach folgt daraus v(¢4([0,11") 'v(¢(B)) = v(B) fiir alle B € J. Ist nun B; die Einheits-
kugel vom Radius 1 um den Ursprung, dann gilt ¢,(B;) = B; wegen A € O(n). Es folgt v(¢,([0,1]") v(B;) =
v(4([0,17)) v(¢(B;)) = v(B;) und somit v(¢,([0,1]%)) = 1 = |det(A)|. Dies wiederum bedeutet v(¢,(B)) =
| det(A)|v(B), fiir alle A€ O(n) und alle B € 7.




Sei nun D € GL,(RR) eine Diagonalmatrix mit Eintrigen A, € R*, 1 < k < n. Wie im ersten Fall erhalten wir
v(¢p([0,11)) v(¢,(B)) = v(B) fiir alle B € 7. Das Bild ¢,([0,1]") des Einheitswiirfels ist ein kompakter Quader
Q mit Kantenldngen A4, ...,A,, und dem Volumen v(Q) = HZ:I A, = det(D). Es folgt |det(D)|"'v(Q) = 1, was zu
v(¢pp([0,1]M) = |det(D)| umgeformt werden kann. Auf Grund der Gleichung von oben erhalten wir v(¢,(B) =
| det(D)|v(B) fiir alle B € J und alle Diagonalmatrizen D mit positiven Eintrdgen.

Ist nun A € GL,(IR) beliebig, dann existiert auf Grund der Polarzerlegung ein U € O(n) und eine symmetrische positiv
definite Matrix S mit A= US. Nach dem Spektralsatz existiert ein V € O(n) und eine Diagonalmatrix D mit positiven
Eintrdgen, so dass S = 'VDV gilt. Insgesamt gilt also A = WDV, mit W = U 'V € O(n). Auf Grund der bereits
bewiesenen Gleichungen erhalten wir fiir jedes B € J jeweils

v(9a(B)) = v(ow(Pp(Pyv(B)))) = [detW)v(¢dp(¢v(B)) = [det(W)]|det(D)[v(¢v(B))
= |det(W)||det(D)||det(V)|v(B) = |det(A)|v(B). O

Lemma 4.14 Ist T € R" Jordan-messbar und (f,,),en €ine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen f,, : T — R, die auf T gleichmél3ig gegen eine weitere Riemann-integrierbare Funk-
tion f : T — R konvergiert, dann folgt

Tim f fuldx = ff(x)dx.
T T

Beweis:  Wir bemerken vorweg, dass fiir beliebige Riemann-integrierbare Funktionen g,h : T — R jeweils die
Ungleichung UT h(x)dx — g(x)dx| < fT [h(x) — g(x)| dx gilt. Denn aus h(x) — g(x) < |h(x) — g(x)| firalle x € T
folgt fT h(x)dx — fT glx)dx < fT [h(x) —g(x)|dx, und aus g(x)—h(x) < |h(x) — g(x)| fiir alle x € T erhilt man
ebenso die Ungleichung fT glx)dx — fT h(x)dx < fT [h(x)—g(x)|dx.

Seinun € € R vorgeben. Dann existiert auf Grund der gleichméRigen Konvergenz ein M € IN mit |f,,(x)—f(x)| < e
fiir alle x € T und alle m > M. Fiir diese m folgt dann

ijm(X)dx—Jf(X)dXI < flfm(x)—f(X)ldx < fedx = &v(T). O
T T T T

Definition 4.15 Sei Q € R" ein Quader und Z = (24, ..., Z,) eine Zerlegung von Q. Fiir
1 <k < n sei o, das Maximum der Lingen der durch Z; definierten Intervalle. Dann wird

6(2) = max{6;,...,6,}

die Feinheit der Zerlegung Z genannt.

Aus der Definiton ergibt sich unmittelbar, dass das Volumen samtlicher Teilquader fiir alle Teilquader K € Q(Z) die
Ungleichung v(K) < 6(Z)" erfiillt.




Lemma 4.16 Sei Q € R" ein Quader, f : Q — R eine beschriankte Funktion und Z eine
Zerlegung von Q. Dann existiert fiir jedes ¢ € R* ein § € RY, so dass fiir jede Zerlegung Z’ von
Qmit 5(2’) < & die Ungleichungen 0 < S)T(Z’)—S;(ZUZ’) <eund0 < S;(ZUZ’)—S;(Z’) <e
erfiillt sind.

Beweis: Der erste Teil der beiden Ungleichungsketten ergibt sich direkt aus der Tatsache, dass Obersummen bei
Verfeinerung kleiner und Untersummen bei Verfeinerung grofer werden. Die Zerlegung Z U Z’ entsteht aus Z’
durch Hinzunahme einer gewissen Anzahl m € IN zu den einzelnen Komponenten Z;. Wir untersuchen, wie sich
die Obersumme S;(Z’) durch Hinzunahme eines einzigen Zerlegungspunktes t zu Z; verandert, wobei wir t ¢ Z|
voraussetzen diirfen (andernfalls gibt es keine Anderung).

Von der Anderung sind alle Teilquader K € Q(Z’) betroffen, deren k-te Kante mit dem eindeutig bestimmten Teilin-
tervall iibereinstimmt, das t enthélt. Die Lange dieses Teilintervalls ist durch 6 beschrankt. Bezeichnen wir mit £ das
Maximum der Kantenlidngen von Q, dann haben die Teilquader, die von der Anderung betroffen sind, ein Gesamtvo-
lumen < 6£"!. Setzen wir s = sup{|f (x)| | x € Q}, dann andert sich die Obersumme betragsmiRig also héchstens
um den Wert 5s£"!. Beim Ubergang von 2’ zu Z U 2’ betrigt die Anderung also hochstens §ms¢"'. Wihlen wir
fiir vorgegebenes ¢ € R* unser 6 € R* also so, dass 6ms{™! < ¢ erfiillt ist, dann erhalten wir die angegebene
Ungleichung. Fiir die Untersummen lauft die Argumentation analog. m|

Definition 4.17 Sei Q € R" ein kompakter Quader, f : Q — R" eine beschrénkte Funktion
und Z eine Zerlegung von Q. Fiir jedes K € Q(Z) sei ay € K ein beliebig gewahlter Punkt. Dann
nennt man

Ri(Z.(@dkeaz) = D, Flavk)

KeQ(2)

eine Riemannsche Summe von f beziiglich Z.

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich, dass jede Riemannsche Summe zwischen Unter- und Obersumme liegt,
also stets die Ungleichungen Sf_(Z )< Re(2,(ag)) < S)T(Z) erfiillt sind.

Wir verdeutlichen den Begriff der Riemannschen Summe anhand eines kleinen Beispiels. Sei f : [0,1] — R gegeben

durchx —»x,ne Nund Z, = {% | 1 < k <n—1} die dquidistante Unterteilung des Einheitsintervalls. Dann sind die
k=1 k k=1 k
“noon noon
den linken Randpunkt a, = kflln, so erhalten wir mit Hilfe der bekannten Summenformel ZZ=1 k= %n(n +1) die

Teilintervalle beziiglich Z,, gegeben durch [ ] fiir 1 < k < n. Wihlen wir in jedem Teilintervall [ 1 jeweils

Riemannsche Summe

n n k—1 1 1 n 1 n—1
_ _ - k-1 k — - — - — = —_
Ry(2,(@) = k§=la"v([_“’”]) = k§=1: —.- = n2k§=1(k ) = n2k§=1:k
1

k=1 k

Dies ist zugleich die Untersumme S;(Zn). Wahlen wir dagegen im Teilintervall [==, -] jeweils den rechten Rand-

punkt, also a; = %, dann erhalten wir die Riemannsche Summe
. = k 1 < 1
Ri(Z.(@)) = DavlSAD = D —- = SOk = o+l = 30+
k=1

=1 i3




k1 k

Dies ist zugleich die Obersumme SJT(Zn). Wahlen wir schlieflich in [ ==, -] jeweils den Mittelpunkt a; = %, dann

ergibt sich die Riemannsche Summe

< 2k—1 1 1 < 1< 1
R:(Z, = E kL kpy = E == —E 2k—1) = — > k——-
(2, (ar) av(( 551 P o ( ) ) oz 1
k=1 k=1 k=1 k=1
1
SAneD-% = da+b-% = i+d-3 = &

Wir zeigen nun, wie das Riemann-Integral durch Riemannsche Summen approximiert werden kann.

Satz 4.18 Sei Q € R" ein Quader und f : Q — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann
existiert fiir jedes ¢ € Rt ein & € R* mit folgender Eigenschaft: Ist Z’ eine Zerlegung von Q
mit 6(2’) < &, dann gilt IRf(Z’, (ag) — fo(x)dxl < ¢ fiir jede Riemannsche Summe von f
beziiglich Z.

Beweis: Seie € R* vorgegeben und u = fQ f(x)dx. Auf Grund der Riemann-Integrierbarkeit existiert eine Zerlegung
Z mit u—Sf’(Z) < %8 und 8;(2)—u < %8. Sei 5§ € R* so gewihlt, dass Lemma mit %8 statt ¢ erfiillt ist. Sei Z’
eine Zerlegung von Q mit 5§(Z2’) < §. Auf Grund des Lemmas gilt

SH(2)=8:(2) < (8"(2uzN+e)—(S(2uz)—3e) < SHZUZ)-8(2UZ)+;¢

< SH2)-S(2)+3¢ < (utie)—(u—ze)+ie = e

Sei nun s = erg(z/)f(aK)V(K) eine Riemannsche Summe beziiglich Z’. Es gilt sowohl SJ?(Z’) <s< S;(Z’) als
auch Sf_(Z’) <u< S;(Z’). Wegen S]T(Z’)—Sf_(Z’) < ¢ folgt daraus |s —u| < €. O

Wir haben nun alle Vorbereitungen getroffen, um den vollstindigen Beweis des Transformationssatzes, Satz [4.6)
durchfiihren zu konnen. Wir geben hier noch einmal die Voraussetzungen an. Es ist G € R" eine offene Teilmenge
und ¢ : G — R" eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung mit der Eigenschaft, dass entweder det¢’(t) > 0
fiir alle t € G oder det p’(t) < O fiir alle t € G gilt. Insbesondere ist det ¢’(t) somit auf ganz G ungleich null. Aus
dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit folgt somit, dass ¢ ein C!-Diffeomorphismus auf sein Bild ist. AuRerdem
vorgegeben ist eine kompakte Jordan-messbare Teilmenge T C G und eine stetige reellwertige Funktion f auf der
Bildmenge ¢(t).

zu (i) Da ¢ insbesondere ein Homéomorphismus ist, gilt (8 T) = 8(p(T)). Da aullerdem T Jordan-messbar und
kompakt ist, handelt es sich nach Folgerung bei T um eine kompakte Jordansche Nullmenge. Als Bild einer
kompakten Nullmenge unter einer stetig differenzierbaren Abbildung ist 3 (¢ (T)) nach Folgerung[4.5|eine kompakte
Jordansche Nullmenge. Wiederum nach Folgerung[3.5]ist ¢(T) Jordan-messbar.

zu (ii) Dies folgt direkt aus der Tatsache, dass stetige und beschrankte Funktionen auf Jordan-messbaren Teilmengen
nach Proposition Riemann-integrierbar sind. Denn nach Voraussetzung ist f stetig auf der kompakten Menge
¢(T) und damit beschrankt nach dem Maximumsprinzip. Daraus folgt unmittelbar, dass auch f o ¢ auf T stetig und
beschrénkt ist.

Die Hauptarbeit beim Beweis des Transformationssatzes ist die Uberpriifung der Gleichung

f fl)dx = f(fow)(t)ldew'(t)l dt.
T

»(T)




Wir gehen hierzu in mehreren Einzelschritten vor.

1. Schritt:
Beweis der Ungleichung v(o(W)) < f w | det ¢’(x)| dx fiir einen kompakten Wiirfel W C G

Sei 2{ die Kantenlange des Wiirfels, mit { € R™. Sei ¢ € IN. Wir unterteilen W in q" kompakte Wiirfel W; , der
Kantenlénge Zq—é Sei p; , jeweils der Mittelpunkt von W, , und ¢;, = ¢’(p;,). Sei jeweils y;, : G — R" gegeben
durch y; , = (b}’; o . Auf Grund der mehrdimensionalen Kettenregel gilt

1,00 = (9;)(pl)og'(x) = ¢ 0 (¢’ (Pig) + (@ (x)—¢'(py))
= idge + ¢ 0 (9 ()= ¢ (pje))

fiir alle x € W, . Als stetige Funktion auf der kompakten Menge W ist ¢’ dort gleichméRig stetig. Der Abstand
llx — pjllo fiir x €~Wj’q ist durch g beschrénkt. Es gibt deshalb eine Folge (Sq)qe]N in R* mit lim, Sq = 0 und
lle’(x) =@’ (p)Il < b, fiir alle x € W; ;, und alle j und q.

Sind nun allgemein ¢ und v stetige lineare Abbildungen zwischen normierten R-Vektorrdumen, dann ist leicht zu
zeigen, dass fiir die Operatornorm die Ungleichung ||y o ¢|| < [|[Y]| - ||¢|| gilt. (Der Beweis dafiir sollte in dem ent-
sprechenden Kapitel der Mehrdimensionalen Analysis bei Gelegenheit nachgetragen werden.) Nach dem Maximums-
prinzip ist die Operatornorm ||¢’(t)}|| auf T nach oben durch eine Konstante a € R* beschréinkt. Insbesondere gilt
||q5j_’; || € a fir alle j und q. Insgesamt erhalten wir damit

I, 1 < |lidse + 6700 @@ =9 G| < lidmll+ 1621 ')~ i)l < 1+ ab,

Setzen wir also 6, = aSq, dann gilt lim; 6, = 0 und ||x;q(x)|| < 1+, fiir alle x € W, 4, und alle j und q. Fiir alle
x € W, erhélt man, genau wie im Beweis von Satz 4.2, mit Hilfe des Mittelwertsatzes fiir Richtungsableitungen

jeweils die Abschatzung
, 14
1%jg() =20l < max{|ly; (Il xeW}-llx—2ille < 1+ 5q)a-
Dies zeigt, dass die Bildmenge y; ,(W; ;) jeweils in einem Wiirfel der Kantenldnge (1 + 511)%‘Z enthalten ist. Es folgt

v(xjqWig)) < (1+ 5q)”(2q—e)”. Weil sich die Teilwiirfel W; , und auch ihre Bilder nur in Randpunkten schneiden,
erhalten wir die Abschétzung

v(e(W))

J J

Do) = D v (0 )W) = D Idete’(p; v (i (W)
J

INA

A48 Dldere Gil(3) = (148, Ylders (s )ivw;,)

J J

Bei der letzten Summe handelt es sich fiir jedes g jeweils um eine Riemannsche Summe der Funktion x — | det(y’(x))|
beziiglich einer Zerlegung der Feinheit 5, des Wiirfels W. Weil die Folge (64),en gegen null konvergiert, und auf
Grund von Satz konvergiert die Folge Riemannscher Summen gegen das Integral fw |det(¢’(x))|dx. AuRerdem
konvergiert der Vorfaktor (1+6,)" gegen 1. Somit erhalten wir fiir ¢ — oo tatséchlich die Ungleichung v(p(W)) <

Jyy 1 det(6’ G dx.




2. Schritt:
Nachweis der Ungleichung f(p(W) f(x)dx < fw (f o@)(t)|det p’(t)| dt fiir eine stetige, nichtnegative Funktion f auf
der Bildmenge (W), wieder fiir einen kompakten Wiirfel W C G

Wir verwenden dieselbe Notation wie im 1. Schritt. Fiir alle j und q bezeichnet f; : ¢(W) — R eine Funktion, die
jeweils f,(x) = f(¢(pj4)) fiir jeden Punkt x im Inneren einer Bildmenge ¢ (W; ;) erfiillt. Die Funktion f, ist also fiir
jedes j auf der offenen Teilmenge ¢(W;,)° € ¢(G) jeweils konstant. (Man spricht in diesem Zusammenhang in der
Integrationstheorie auch von Treppenfunktionen.) Fiir alle Punkte x € ¢ (W), die in der Vereinigung der Rander der
Bildmengen ¢ (W, ;) liegen, fordern wir lediglich, dass f,(x) = f (¢ (p; ) fiir ein j mit x € p(W; 4) gilt.

Da f auf p(W) gleichméRig stetig ist, und auf Grund der beschrankten Ausdehnung der Bildmengen ¢ (W; ;) nach
Schritt 1, konvergiert die Funktionenfolge (f,)qen auf ¢ (W) gleichméRig gegen f. Nach Lemma folgt daraus
qlggo f(p(W) fa(x)dx = fw(W) f(x)dx. Weil die Funktion f, auf den Mengen (W, ,)° jeweils konstant ist, gilt

dx = >0 f)dx = e v eW ).
Jj

p(W) i JeWy)

Auf Grund der Ergebnisse aus dem 1. Schritt gilt die Abschitzung

ST Fem VW) < L+, D (f 0 9)ps )l det( (s NIV(W; ).
Jj J

Auf der rechten Seite der Ungleichung steht nun wiederum eine Riemannsche Summe. Lassen wir g gegen unendlich
laufen, so wird die Ungleichung zu fw(w)f(x)dx < fw(f o )(t)|det(p’(t))|dt.

3. Schritt:
Verallgemeinerung der Ungleichung von Wiirfeln auf beliebige kompakte Jordan-messbare Mengen

Sei Q C G ein kompakter Quader, und sei € € R* beliebig vorgegeben. Nach Lemmaexistiert eine endliche Familie
(W})e; von Wiirfeln, die Q iiberdecken und sich hochstens in Randpunkten schneiden, mit > v(W;) <v(Q) +e.
Setzen wir s = max{(f o ¢)(t)|det(¢’(t))| | t € Q}, dann folgt

jeJ

fdx < Y| fedx < Y f (f o @)Dl det(¢' ()]t < f (f o @)Dl det(¢ ()|t +se.
W Q

¢(Q) jeJ J o(W;) jeJ

Weil ¢ € R" beliebig klein gewéhlt werden kann, ist die Ungleichung damit fiir Quader bewiesen. Da jede Figur
eine Vereinigung von Quadern ist, die sich hochstens in Randpunkten schneiden, gilt die Ungleichung damit auch
fiir Figuren.

Auf dhnliche Weise wie beim Ubergang von Wiirfeln zu Quadern verwendet man nun, dass fiir jede kompakte Jordan-
messbare Teilmenge T C G und jedes £ € R* eine Figur F mit F 2 T und v(F) < v(T) + ¢ existiert. Dies zeigt, dass
die Ungleichung auch fiir kompakte Jordan-messbare Teilmengen gilt.




4. Schritt: Umwandung der Ungleichung in eine Gleichung

Sei T € G kompakt und Jordan-messbar, und sei ¢ : ¢(G) — G die Umkehrabbildung von ¢. Mit ¢ ist auch
1) ein C!-Diffeomorphismus. Durch Anwendung der bereits bewiesenen Ungleichung auf v und auf die Funktion

(Y0 P)G) = R, t — (f o @)(t)|det(¢’(t))| erhalten wir

j (f o))l det(p’(t)Idt < (f 0@ op)(x) - | det(y’ (4 (x)))] - | det(yp’(x))] dx.
Y(p(T) ¢(T)

Wegen ¢ = ¢ gilt Y(¢(T)) =T und f o ¢ 01 = f. Die mehrdimensionale Kettenregel, angewendet auf ¢ o) =
id, (), liefert fiir alle x € ¢(T) die Gleichung idg. = id;(G)(x) =(p o) (x)= ¢ (3(x))oy’(x) und damit

|det(o’ (NI - [det(y ')l = [det(p'(Pp(x))op’(x))] = |det(idg.)] = 1.
Durch Einsetzen erhalten wir f F(f o)t det(¢’(t))|dt < fw(T) f(x)dx und somit insgesamt Gleichheit.

5. Schritt:
Verallgemeinerung der Gleichung auf beliebige stetige (nicht notwendigerweise nichtnegative) Funktionen f

Mit f sind auch f, = max{f,0} und f_ = —min{f, 0} stetige Funktionen auf ¢(T). Diese sind stetig, nichtnegativ,
und es gilt f = f, — f_. Auf Grund der Vertrédglichkeit des Riemann-Integrals mit Addition und Subtraktion erhalten
wir

f(x)dx = fi(x)dx—] f(x)dx =

»(T) @(T) »(T)

f(f+°90)(t)|dettp’(t)ldt—f(f—otp)(t)ldetcp’(t)ldt = J(fow)(t)ldew'(t)ldt-
T T T




§ 5. Wegintegrale und Fldichenintegrale, Integralsditze

Zusammenfassung. Bisher kennen haben wir fiir Teilmengen des R" nur ein n-dimensionales Volumen defi-
niert, und einen Integralbegriff, der auf diesem Volumen basiert. In diesem Kapitel erweitern wir die vorhan-
denen Begriffe, um auch mit Weglidngen im R? und R® sowie mit Flicheninhalten im R? arbeiten zu kénnen,
und wir definieren entsprechend daran angepasste Integrale. Dabei wird nicht nur die Integration iiber reell-
wertige Funktionen, sondern auch iiber Vektorfelder ermoglicht; letztere spielen vor allem in physikalischen
Anwendungen eine wichtige Rolle. Den Abschluss dieses Kapitels bilden einige (wiederum vor allem fiir die
Physik bedeutende) Integralsétze, durch die ein Zusammenhang zwischen den urspriinglichen Integralen im
R"™ und den neu definierten Weg- und Flachenintegralen hergestellt wird.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze

— stetige Diff’barkeit auf nicht-offenen Mengen — Wegunabhéngigkeit von Kurvenintegralen 2. Art bei

. . L . konservativen Vektorfeldern
— stiickweise stetig differenzierbare Wege

o — — Unabhéangigkeit der Fldchenintegrale von der Para-
— parametrisierte C"-Flache ..
metrisierung

_ . . . . 1- .
orientierte kompakte stiickweise C*-Flache _ GauR'scher Integralsatz fiir Flachen

— stetiges Einheitsnormalenfeld .
& — Gauf’scher Integralsatz im Raum

— Weglénge, Wegintegral 1. und 2. Art _ Stokes'scher Integralsatz
— komplexes Kurvenintegral

— Flacheninhalt, Flachenintegral 1. und 2. Art

— (konservatives) Vektorfeld

— Gradient einer reellwertigen Funktion

— Divergenz und Rotation eines Vektorfelds

Bisher haben wir Differenzierbarkeit und stetige Differenzierbarkeit nur fiir Funktionen mit offenem Definitionsbe-
reich definiert. Fiir die Anwendungen in diesem Kapitel ist es zweckma3ig, eine Definition fiir beliebige Teilmengen
zur Verfiigung zu haben.

Definition 5.1 Sei A € R" eine beliebige Teilmenge. Wir bezeichnen eine Abbildung f :
A — R™ als stetig differenzierbar, wenn eine offene Teilmenge U € R" und eine C!-Abbildung
f:U—>R™mit f |4 = f existieren.




Unser erstes wichtiges Thema ist die Integration auf Wegen.

Definition 5.2 Ein Weg in A ist eine stetige Abbildung y : I — A, wobei I € R ein (endliches
oder unendliches) Intervall bezeichnet. Wir bezeichnen y als stiickweise stetig differenzier-
bar, wenn Punkte t; < ... < t, in I existieren, so dass vl , . flir 2 < k < r jeweils stetig
differenzierbar ist, ebenso y|;,- und y|« fir I ={t€l|t<t;}und [t ={t€l |t >t}

Man bezeichnet einen Weg v : [a, b] — R" als geschlossen, wenn sein Anfangs- und sein Endpunkt {ibereinstimmen,
also y(a) = y(b) gilt. Beispiele fiir stiickweise stetig differenzierbare Wege sind

(i) der Kreis v, : [0,27] = R?2, t — (cos(t),sin(t))

(¢,0) firo<t<1
(1,t—1) firl<t<?2
(3—t,1) fir2<t<3
(0,4—t) fir3<t<4.

(i) das Quadrat y,:[0,4] —> R2, t —

(iii) die Schraubenlinie (Helix) y5 : R — R3, t — (cos(t), sin(t), t)
(iv) die logarithmische Spirale v, : R — R, t — (e cos(t), e’ sin(t))

(v) die Verbindungsstrecke zwischen zwei Punkten p,q € R", gegeben durch [0,1] - R", t — (1 —t)p + tq

Dabei sind der Kreis und das Quadrat geschlossene Wege. Die iibrigen Wege sind nicht geschlossen. Die logarithmi-
sche Spirale besitzt eine geometrische Besonderheit im Zusammenhang mit der Weglidnge, die wir gleich definieren
werden. Folgende Rechenoperationen auf Wegen werden sich beim Umgang mit Wegintegralen als niitzlich heraus-
stellen.

Definition 5.3 Sei U € R", und seien y; : [a,b] = U, v, : [b,c] = U Wege in U.

(i) Der Weg y;+7, gegeben durch (y1+72)l(q,57 = v1 und (v1+72)l(pc) = ¥2 Wird die Summe
von y; und y, genannt.

(ii) Den Weg —y; : [a,b] — R" gegeben durch (—y;)(t) = y;(b + a — t) nennt man die
Umkehrung von ;.

(iii) Isty,:[c,d] — U ein Weg mit y,(b) = v,(c), aber mit ¢ # b, dann definiert man y, +y, =
Y1+72, wobei ¥4 : [b,d—c+b] — R" durch die Umparametrisierung 7,(t) = y,(t+c—b)
gegeben ist.

(iv) Sind y; : [a,b] — U und v, : [c,d] = U Wege mit y;(b) = y,(d), dann definiert man
r1—Y2=711+(=72)-




Mit Hilfe dieser Operationen kann das Quadrat y, von oben in der Form
va = [(0,0),(1,0)]+[(1,0),(1,1)]+[(1,1),(0,1)]+[(0,1),(0,0)]

dargestellt werden. Fiir beliebige Punkte p,q € R" gilt offenbar [q,p] = —[p,q]-

Definition 5.4 [5.1] Sei U € R" eine beliebige Teilmenge, v : [a, b] — U ein stiickweise stetig
diff’barer Wegin U und f : U — R, F : U — R" stetige Funktionen. Dann bezeichnet man

(1) die Zahl £(y) = fy 1ds= fab lly’(t)ll, dt als Wegléinge
(ii) den Wert fyf ds = fab(f o y)(O)|lyY/(t)ll, dt als Wegintegral 1. Art

(iii) den Wert fy(F, ds) = fab((F o y)(t),7'(t)) dt als Wegintegral 2. Art.

Ist U € R", dann wird eine Abbildung F : U — R" als Vektorfeld auf U bezeichnet. Ist F stetig, dann spricht man
von einem stetigen Vektorfeld.

Als erstes einfaches Beispiel berechnen wir die Lange der Kreiskurve. Fiir alle t € [0, 27t] gilt y/(t) = (—sin(t), cos(t)),
also |ly’(t)I|3 = (—sin(t))* + cos(t)* = 1 und somit ||y’(t)|l, = 1. Dadurch erhalten wir

27 21
ty) = f Iy’ (Ol de = f 1 = 2m ,
0 0

was laut Schulmathematik tatséchlich der Umfang des Kreises vom Radius 1 ist. Sind p,q € R" und y : [0,1] — R",
t — (1—t)p+q die Verbindungsstrecke, dann ist y'(t) = g—p und ||y’(t)|l, = llg—pl||, fiir alle ¢t € [0, 1]. Wir erhalten
als Lange

1 1
ty) = f Iy (Ol dt = J lg—=plldt = llg=pl> .
0 0
die Lange des Verbindungsvektors zwischen den Punkten p und q. Auch dieses Ergebnis war zu erwarten.

Eine besondere geometrische Eigenart der logarithmischen Spirale besteht darin, dass sich der innere Teil unend-
lich oft um den Koordinatenursprung herumwickelt, dabei aber eine endliche Gesamtlidnge hat. Das rechnen wir
folgendermaf3en nach. Sei y : R — R gegeben durch

y(t) eq(e’ cos(t), e* sin(t)).

Fiir jedes n € Z entspricht v, = ¥|;2,r 2(n+1)x] €inem Umlauf der Spirale. Wir berechnen die Lénge dieses Umlaufs in
Abhéngigkeit von n. Es gilt jeweils v/(t) = (e'(cos(t) — sin(t)), e (sin(t) + cos(t))). Damit erhalten wir

O e2f<(§fns((3:28)(g’;g;::;g» = ¢ ((cos(t) —sin(t))? + (sin(t) + cos(t))?)
= e%(cos(t)? —2sin(t)cos(t) + sin(t)? + sin(t)? + 2sin(t) cos(t) + cos(t)?)
= 2e*(cos(t)? +sin(t)?) = 2.




Damit erhalten wir fiir alle n € Z jeweils

2(n+1)m 2(n+1)m _—
() = f I, Olde = V2. f edt = V[T o E (e r )
2 2nm

2nm
nm

Fiir die Lange des inneren Teils erhalten wir also den Wert

[eS] fo%e) IS
Uy, = V2 (eXEmHDm _g2omn) V2 (X1 _gnm) =

n=1

i ﬁ(efznn _ 672(n+1)n) — lim \/5(1 _ 872(n+1)n) — ﬁ

n— o0
n=0

Der folgende Satz zeigt, dass die Definition der Weglédnge mit unserer intuitiven Vorstellung {ibereinstimmt, und gibt
dariiber hinaus den Wegintegralen 1. Art eine geometrische Bedeutung. Eine dhnliche Interpretation werden wir
weiter unten auch fiir die Integrale 1. Art auf Flachen erhalten.

Satz 5.5 SeiU C R", f : U — R eine stetige Funktion und y : [a,b] — U ein stetig diffe-
renzierbarer Weg in U. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R* ein § € R mit folgender Eigenschaft: Ist
Z ={ty,..., t 1 } eine Zerlegung von [a, b] der Feinheit < 6 und ist uy € Jt;_q, t;[flir 1 <k <m,
dann folgt

< E&.

D 0@l (8 =1t — f f ds
Y

k=1

Beweis: Sei ¢ € Rt vorgegeben. Weil die Funktion

f : [Cl, b]n+1 - R > (50’51’ ""Sn) — (f ° Y)(SO) :

Z Y;'(Sj )?
j=1

auf ihrem kompakten Definitionsbereich gleichmiRig stetig ist, gibt es ein 6 € R™, so dass fiir alle s,s’ € [a, b]"™!
mit ||s —s'||oo < & jeweils |f(s) — f(s)] < m erfillt ist. Sei nun k € {1, ...,m}. Wenden wir den (eindimensio-
nalen) Mittelwertsatz auf die einzelnen Komponenten y; von y an, so erhalten wir jeweils ein s; € ]t;_y, t;[ mit der
Eigenschaft }f;.(sj)(tk —tx—1) = 1j(tx) — v;(tx—1). Es gilt dann

)=l = D) —1i(6e) = (=t D ris)
j=1 j=1

also (f oy )(wlly(t)—r(tr—1)ll2 :f(uk;sl; o S)(tr—t_1), und wegen [|(uy, 51, ., S )= (U, o U )|l 0o < (E—1tr1) <
& schlieBlich

ICf o V)@ dlly(t) = v (tr—)llz = (F o V)@l Wl (e — tiy)l =
(tk—tk71)|f(uk,51,...,Sn)—f(uk,uk,...,uk)| < (tk_tkfl)z(bg_a)-




Summation {iber alle k ergibt, dass der Abstand |s —s’| zwischen s = >, |(f o y)(wolly(tx) — y(ti_1)ll, und s’ =
s (F o M@l (wlla(t — tr—y) durch
m
€

&
Z(tk_tk—l)m = (b_a).z(b—a) =

k=1

N=
)

nach oben abgeschitzt werden kann. Nun ist s’ aber eine Riemannsche Summe der Funktion t — (f o y)(¢)|ly’(t)ll,
beziiglich der Zerlegung Z. Nach weiterer Verkleinerung von & erfiillt diese die Abschétzung

s’—ffds
Y

Insgesamt gilt damit tatséchlich || ka=1 |(f o y)wdlly(te) —y(tr—lls — fyf ds|| <e. |

< €.

1
2

b
s’—f (f o)y (Dl dt

Wendet man Satz die konstante Funktion mit dem Wert 1 an, so erhilt man folgende Ausssage iiber die Appro-
ximation von Kurvenldngen durch Polygonzuglingen.

Folgerung 5.6 Seiy :[a,b] — R" ein stetig differenzierbarer Weg in U. Dann gibt es fiir jedes
¢ € R* ein 6 € R" mit folgender Eigenschaft: Ist Z = {ty, ..., t,,_1} eine Zerlegung von [a, b]
der Feinheit < 6, dann folgt |ZT:1 Iy (te) — v (tr_i)ll2 —E(y)\ <e.

Wir stellen fiir die Kurvenintegrale noch einige Rechenregeln zusammen.

Proposition 5.7 Seien A,u € R, sei U € R" offen, seien f, g : U — R stetige Funktionen und
F,G : U — R" stetige Vektorfelder. Aullerdem seien y,, v, stiickweise stetig diff’'bare Wege in U
derart, dass y; + y, definiert ist. Dann gilt

6)) fh(}kf +ug)ds =)thfds+ufh gds, fh(lF+uG,ds) = Afﬁ(F,ds) +ufh(G,ds)
(ii) fhmf ds=fhf ds+fhfds, fWYZ(F,ds) =fh(F,ds)+fY2(F,ds)
(iif) ffhfdsthfds, fm(F,ds):—fh(F,ds).

Beweis: zu (i) Diese beiden Gleichungen erhilt man durch einfaches Einsetzen der Definitionen und Nachrechnen.
Fiir einen vorgegebenen Weg v, : [a, b] — U erhalten wir

b
f (Af +ug)ds = f (Af +p)r1 (NI (Ol de =
71 a

b b
/\f f(Yl(t))||Y/1(t)||2dt+HJ glriNY (Ol de = ?cf fd8+uJ g ds.
a a T1 71

Eine &hnliche Rechnung ergibt dieselbe Regel fiir die Wegintegrale 2. Art.




zu (ii) Auch hier kdnnen wir uns beim Beweis auf Wegintegrale 1. Art beschrénken. Sei y, : [c,d] — U wie
angegeben. Zunédchst betrachten wir den Fall b = c. Nach Definition der Summe zweier Wege gilt (v, +v2)l[a.,6) = 11
und (y; +v2)l[p.4] = ¥2- Damit erhalten wir

d
J fds = f (f o (r1 12Ol + 1) (Ol dt =
, Y1172 a .
J (f o (r1 + 2Oy +72) (Ol dt +f (f o (r1 +r2 )Ny +72) (Ol dt - =
a b

b d
J (f°Y1)(f)||Y/1(f)||2df+J (f or)Dllry Ol dt - = J fd5+f fds.
a b Y1 Y2

Fiir den allgemeinen Fall miissen wir noch iiberpriifen, dass sich die Wegintegrale bei Umparametrisierung nicht
andern. Auch hier beschranken wir uns auf Wegintegrale 1. Art. Sei r € Rund ¥, : [c+r,d +r] — U gegeben durch
¥,(t) = yo(t—r). Dann ist ¥, = y, o7 mit der Funktion 7(t) = t—r und der Ableitung 7’(t) = 1. Die eindimensionale
Kettenregel liefert

+r +r

d+r d+r
ffds = f (f e P)OITFHONIdE = J (f or2o D)ON(ya0 T (WIdt =
T2 ¢ [4
+r

T(d+r)

d
f (f e vz o D)lyy(z(ENNT (D) de = f

+r

d
(f or2)llry (Ol dt = f (f o)yl de = J fds.
c T2

(c+r)

zu (iii) Nach Definition gilt (—y1)(t) = (y; o ¢)(t) mit der Substitutionsfunktion ¢(t) = a + b — t, deren Ableitung
den konstanten Wert —1 hat. Es gilt

b b
f fds = f (f o (=r)OI=r) (Ol dt - = f (forio )Ny o) (Ol dt =
s a a

(b)

b
—J (f o y1 o )OIy ()l L’(t)dt—f (f oy )OIIYi (D)l dt
a t(a)

a b
= —f (f er )l de - = f(fOYI)(t)H'}/l(t)lbdt = deS-
b a

Y1

Fiir die Wegintegrale 2. Art erhalten wir entsprechend

b b
f (F,ds) = f<(Fo(—h))(t),(—m’(t))dt = —f ((Foyio)(t),(y10) () ()dt =

-1 , a , a

—f ((Foy,o)(t), /() () (6)dt = f((Forloc)(t),r’l(o(t))ﬂ’(t)dt =
t(b) ‘ a ‘ b
f ((Foy)(t),yi(0))ydt = J((Fon)(t),y;(t))dt = —f ((Foy)(6),yi(t))ydt = —f (F,ds).
t(a) b a Y1
O




Im Allgemeinen sind Wegintegrale 2. Art zwischen zwei Punkten p und g abhéngig vom Weg, der von p nach ¢
gewihlt wird. Ist beispielsweise F : R? — R? das Vektorfeld gegeben durch F(x,y) = (x+y,y?) und sind die
Wege v1,7,73 von p = (0,0) nach ¢ = (1, 1) gegeben durch v, =[p,q] und v, =[p,(1,0)]+[(1,0),q], dann erhélt
man einerseits

1 1
71 0 0

e 1 !
- J<(t2)’(l)>dt = f(2t+t2)dt = [t2+%t3]é = 1
0 0

[p,(1,0)1+[(1,0),q]f (Fds) = f (F,dS)+f (Fds) =
Y2 [p,(1,0)] [(1,0).q]

1 1
f(F((l—t)pH(l,O)),(LO) p)dt+f (F(1—1t)(1,0) +tq),q—(1,0))dt =
0

andererseits aber

J (F(t,0),(1, 0))dt+f (F(1,1),(0,1))d f tdt+f 2de = [3e2] +[368], = 1+1 = &
0

Bei Wegintegralen 1. Art ist die Wegabhéngigkeit auch ohne Rechnung offensichtlich. Wenn beispielsweise eine Funk-
tion f : R? — R in x-Richtung zunimmt, dann ist klar, dass das Integral iiber einen weiter rechts verlaufenden Weg
im Allgemeinen grof3er sein wird. Selbst bei konstantem f ist das Integral wegabhéngig; in diesem Fall ist es namlich
proportional zur Kurvenlidnge.

Definition 5.8 Sei U C R" offen und u : U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Dann
wird das Vektorfeld Vu : U — R" gegeben durch

d,u(p)
(Vu)(p) =
du(p)

der Gradient von u genannt. Ein Vektorfeld F : U — R" heil3t konservativ, wenn ein differen-
zierbare Funktion u : U — R mit F = Vu existiert.

Der Gradient einer (total) differenzierbaren Funktion u : U — R besitzt folgende geometrische Eigenschaft: Fiir
jedes p € U mit zeigt der Vektor (Vu)(p), sofern er ungleich null ist, in die Richtung des stirksten Anstiegs, ist
also ein positives Vielfaches des Vektors v € R"™ mit |[v|l, = 1, fiir den die Richtungsableitung (3,u)(p) groften
positiven Wert annimmt. Die Linge ||[(Vu)(p)|| gibt die GroRe dieses maximalen Anstiegs an. Setzen wir nidmlich
V= ||(Vu)(p)||;1(Vu)(p), und ist w € R" ein beliebiger Vektor der Lange 1, dann gilt

@up) = d@EW) = D wad®P)e) = Y.wBa)p) = w(VWpE) = [(Tu)Elwv).

k=1 k=1




Das Skalarprodukt (w,v) nimmt den maximalen Wert 1 genau dann an, wenn w = v ist. Setzt man diesen Vektor in
die Gleichung ein, so erhdlt man (3,u)(p) = |[(VwW)(p)lls-

Ist F : G — R" ein stetiges Vektorfeld, so sagt man, dass Wegintegrale 2. Art {iber F wegunabhdéingig sind, wenn fiir
alle Punkte p,q € G fiir jeden stiickweise stetig differenzierbaren Weg y von p nach q das Integral fy (F,ds) jeweils
denselben Wert hat.

Satz 5.9 Sei G C R" ein Gebiet und F : G — R ein stetiges Vektorfeld. Genau dann sind
Wegintegrale 2. Art iiber F wegunabhéngig, wenn F konservativ ist.

Beweis: ,<“ Nehmen wir an, dass eine stetig differenzierbare Funktion u : G — R mit F = Vu existiert. Sei
y : [a,b] — U ein stlickweise stetig differenzierbarer Weg von p nach q. Da die totale Ableitung von u lediglich der
als Zeilenvektor geschriebene Gradient ist, gilt ((Vu)(y(t)),y'(t)) = u’(y(¢)) - y'(¢) fiir alle t € [a, b]. Wenden wir
aullerdem die mehrdimensionale Kettenregel an, so erhalten wir

b b b
f(F,dS) = f (For)(®),y'()dt = f (VW (), v (D)de = J u(r()-y'(Dde =
T a a a

b
J(uoy)’(t)dt = [woy)) = @oy)b)—(uoy)a) = u(@)—ulp).

Dies zeigt, dass der Wert des Integrals nur von den Endpunkte p und q des Weges abhingt.

»="“ Nach Voraussetzung ist das Kurvenintegral 2. Art von F zwischen je zwei Punkten wegunabhéngig. Sei p, € G
ein beliebig gewéhlter Punkt. Fiir jedes p € G sei v, ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg von p, nach p in G,
und wir definieren eine Funktion u : G — R durch u = fy (F, ds).

p

Seinun p € G und v € R" mit ||v||, = 1. Fiir alle T € R mit hinreichend kleinem Betrag die Verbindungsstrecke [p, p+
t,v] vollstandig in G enthalten. Sei y : [0,1] — G definiert durch y(t) = p + Tv. Auf Grund der Wegunabhéngigkeit
ist das Kurvenintegral iiber y gleich der Differenz y,, ., —v,. Damit erhalten wir

1 1
u(p+v)—ulp) = J(F,ds) = J(F(p+t7:v),’rv)dt = ’L’J (F(p+ttv),v)dt.
Y 0 0

Daraus wiederum folgt % (u(p+1v)—u(p)) = fol (F(p+tTv),v)dt. Lassen wir T gegen null laufen, dann konvergiert
der Ausdruck unter dem Integralzeichen auf Grund der gleichméRigen Stetigkeit der Funktion ¢t — (F(p + t7v),v)
gleichméRig gegen (F(p),v), und somit konvergiert das Integral wegen Lemma gegen denselben Wert. Die
Gleichung zeigt somit, dass die Richtungsableitung von u beziiglich v existiert und mit (F(p),v) iibereinstimmt.
Setzen wir fiir v die Einheitsvektoren ein, so erhalten wir d,u(p) = Fi(p) fiir 1 < k < n. Damit ist insgesamt gezeigt,
dass Vu =F gilt. |

Auf Grund der formalen Ahnlichkeit werfen wir auch hier bereits einen kurzen Blick auf die Definition der komplexen
Kurvenintegrale. Diese werden im zweiten Teil der Vorlesung, der Funktionentheorie, eine Hauptrolle spielen.




Definition 5.10 Sei U C C eine beliebige Teilmenge, f : U — C eine stetige Funktion und
f = g+ ih die Zerlegung von f in Real- und Imaginérteil. Dies bedeutet, dass es sich bei g
und h um reellwertige Funktionen auf U handelt, die f (z) = g(z) + ih(z) fiir alle z € U erfiillen.
Aullerdem seiy : [a, b] — U ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Dann ist das komplexe
Kurvenintegral von f {iber y definiert durch

b

b b
J fdz = f fr@)y'(de = fg(y(t))r’(t)dwi J h(y(t))y'(t)dt.
Y a a

a

Ist F : [a,b] — C eine Stammfunktion von t — f(y(t))y'(t), dann gilt fyf dz = F(b) — F(a). Dabei bedeutet
L,2Stammfunktion“ in diesem Zusammenhang, dass die Zerlegung F = G + iH von F in Real- und Imaginarteil die
Bedingung G'(t) +iH'(t) = f (y(t))y’(¢t) fiir alle t € [a, b] erfiillt. Fiir jedes A € C mit a = Re(A) und b = Im(AQ) ist
F(t) = e’ beispielsweise eine Stammfunktion von f(t) = Ae**. Denn die Zerlegung von F in Real- und Imaginirteil
ist wegen

F(t) = €M = et —  pateibt  — pal(eos(bt) +isin(bt))
gegeben durch F(t) = G(t) + iH(t) mit G(t) = e* cos(bt) und H(t) = e* sin(bt), und es ist

G'(t)+iH'(t) = ae%cos(bt)— be* sin(bt)+iae sin(bt)+ibe* cos(bt) =
e (a+ib)cos(bt)+ie*(a+ib)sin(bt) = e*(a+ib)(cos(bt)+isin(bt)) =
e(a+ib)e® = (a+ib)el® = M = f(b).

Wir demonstrieren die Berechnung komplexer Kurvenintegrale anhand zweier Beispiele. Es ein y : [0,27] — C
gegeben durch y(t) = e'’; dies ist der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Einheitskreis in der komplexen Ebene.
Es ist y/(t) = ie'* fiir alle t € [0, 27]. Damit erhalten wir fiir die Funktion f(z) = 22 beispielsweise

27 27
ffdz = f fr@)y'(®)de = f fleMie de
Y 0 0

21 27 on ) .
= if (elt)Zeltdt = l‘f eZM,eltdt — l‘f esltdt — i|:_'e3lt:|
0 0 0 3it 0

3 =) = 30-1) = o0,

fiir die Funktion g(z) = % andererseits

2n /(t) Znieit 2n
fgdz = f PG = j —dt = J idt = [it])™ = 2ni.
; o Y(B) o e o

Wenden wir uns nun den Flachenintegralen zu.

Definition 5.11 Eine parameterisierte C'-Fliche ist ein Paar (A, ¢) bestehend aus einer
kompakten, zusammenhingenden, Jordan-messbaren Teilmenge A € R? und einer injektiven
C'-Abbildung ¢ : A— R? mit der Eigenschaft, dass rg ¢’(p) = 2 fiir alle p € A gilt.




Die Bildmenge ¢ (A) C R? wird die Spur der parametrisierten Fliche genannt.

Definition 5.12 Seien (4, ¢) und (B,)) zwei parametrisierte C!-Flichen mit derselben Spur.
Eine Parametertransformation zwischen (4, ¢) und (B, ¢) ist ein C!-Diffeomorphismus p : A —
B mit v o p = ¢. Gilt det p’(p) > O fiir alle p € A, dann nennt man p orientierungserhaltend.
Ansonsten gilt det p’(p) < O fiir alle p € A, und man bezeichnet p als orientierungsumkehrend.

In der Analysis mehrerer Variablen hatten wir die d-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten als Teilmengen des R"
definiert. Hiermit besteht der folgende Zusammenhang.

Satz 5.13 Fiir eine Teilmenge S C R3 sind die folgenden beiden Aussagen #quivalent:

(i) Die Teilmenge S ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R>.

(i) Fiir jeden Punkt g € S gibt es eine offene Umgebung U C R® und eine parametrisierte
C!-Fliche (A, ¢) mit p(A°) =S NU.

Beweis: (i) = (ii)“ Sei g € S. Nach Definition der zweidimensionalen Untermannigfaltigkeiten existiert eine
offene Umgebung V C R® von q und eine C!-Abbildung f : V — R mit der Eigenschaft, dass f’(q) # 0 gilt und
SNV ={y eV | f(y)=0} erfiillt ist. Die Ableitung f’(q) im Punkt q ist ein Element ungleich null des Vektorraums
Homp (R3, R), dass wir durch zwei weitere Elemente A, A, zu einer Basis von Homp (R?, R) ergénzen konnen. Wir
betrachten nun die Abbildungf : V — R3 gegeben durch f(y) =M (y)—21(), A5(¥)—2A5(q), f (q)). Die Ableitung
von f im Punkt q hat die Komponenten A, A, und f’(q). Somit ist f ’(q) eine bijektive lineare Abbildung R> — R3,
und wir kdnnen den Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit aus der Analysis mehrerer Variablen anwenden. Demnach
ist f nach eventueller Verkleinerung von V ein C!-Diffeomorphismus auf seine Bildmenge U = f(V), und es gilt
f(q)=(0,0). Sei § : U — V die Umkehrabbildung. Auferdem definieren wir

U = {(Xl,xz) || (xl’ ""XZ’O) € [AJ}

sowie die Abbildung g : U — V durch g(x;,x,) = &(x;,x,,0). Als Urbild von U unter der injektiven linearen
Abbildung ¢ : (x;,x,) — (x;,x,,0) ist U eine offene Teilmenge des R?. Offenbar ist mit § auch die Abbildung g eine
injektive und stetige C!-Abbildung. Fiir jedes x € U gilt auf Grund der Kettenregel g’(x) = (§ o1)'(x) = §'(1(x)) o t;
dies zeigt, dass g’(x) fiir alle x € U als Komposition injektiver linearer Abbildungen selbst injektiv ist. Um zu zeigen,
dass durch g ein Hom6omorphismus zwischen U und S NV definiert ist, beweisen wir

(a) Esgilt g(U)=SnNV,d.h. g ist eine Bijektion zwischen U und SNV.

(b) Die Umkehrabbildung h: SNV — U von g ist gegeben durch h(y) = (A;(y) —A1(q), A,(¥) — A5(q)).
(Diese Abbildung ist offenbar stetig.)

zu (a) ,C“ Seiy € g(U)und x € U mit g(x) = y. Dannist y = g(x) = §(x;, x,,0) wegen g(U) = V in V enthalten.
Die Gleichung

(A ()= 21(@), A2(¥)—2A2(@), f(@)) = f(Y) = f(g(xl’xz)) = f(gA(xl,xz,O)) = (x1,x,,0)




zeigt, dass f(y) = 0 gilt und y somit in S NV liegt. ,2“ Seiy € SNV. Wegen §(U) = V gibt es ein x € U mit
8(x) =y, was zu f(y) = x dquivalent ist. Wegen y € SNV folgt x5 = f3(y) = f(y) = 0. Daraus wiederum folgt
¥ =8(x1,x2,0) = g(xy, x5) € g(U).

zu (b) Seiy € SNV vorgegeben. Es geniigt zu zeigen, dass g(A;(y) — A,(q), A2(y) — A,(q)) = y gilt. Aber diese
Gleichung ist dquivalent zu g(A;(y) — A1(q), A.(¥) — A5(q),0) = ¥, und weil f die Umkehrabbildung von ¢ ist, ist
dies dquivalent zu

FO) = M) =M@, 200 —22(0),0,0) = (M) —21(9), 22(¥) — A2(a), £ ().

Diese Gleichung ist auf Grund der Definition von f erfiillt. Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass fiir den Punkt g
die Aussage (ii) des Satzes mit ¢ = g erfiillt ist.

L({i) = (“ Seiq € S vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung gibt es eine offene Umgebung V C R? von q,
eine offene Teilmenge U C RR? und eine C!-Abbildung ¢ : U — R? derart, dass ¢’(x) fiir alle x € U injektiv ist
und dass ¢ einen Hom6omorphismus zwischen U und ¢(U) = S NV definiert. Sei p € U der eindeutig bestimmte
Punkt mit ¢ (p) = q. Auf Grund der Injektivitit von ¢’(p) sind die Vektoren v; = ¢’(p)(e;) und v, = ¢’(p)(e,) linear
unabhingig. Wir erginzen diese durch v, zu einer Basis von R, setzen U = U x R und defineren ¢ : U — R® durch

P(x1,x2,x3) = @(x1,x3) + x3v3.

Dann gilt ¢’(p,0)(e;) = v; fiir 1 < i < 3; wegen der Basis-Eigenschaft von (vy, v,,v3) ist ¢’(p,0) also invertierbar.
Auf Grund des Satzes {iber die lokale Umkehrbarkeit ist durch ¢ nach eventueller Verkleinerung von U und V ein C'-
Diffeomorphismus zwischen U und V = ¢(U) gegeben. Sei nun +) : V — U die Umkehrabbildung von ¢, 7 : R® - R
die Projektion auf die letzte Koordinate und f = 7 o). Dann ist f offenbar eine C!-Abbildung. Auf Grund der Ket-
tenregel gilt f'(q) = (t o) (q) = 7' ((q)) o Y’'(q) = wo1’(q). Da es sich bei 1 um einen C"-Diffeomorphismus
handelt, ist y)’(q) eine bijektive lineare Abbildung. Als Komposition zweier surjektiver linearer Abbildung ist f'(q) so-
mit surjektiv. Fiir den Nachweis, dass S in der offenen Umgebung V die Bedingung fiir eine C!-Untermannigfaltigkeit
der R? erfiillt, miissen wir nur noch die Gleichung

snv = {yeV|f(y)=0}

iiberpriifen. Sei dazu y € V vorgegeben. Nach Definition ist f(y) = 0 &dquivalent zu (7w o ¢)(y) = 0, und dies
wiederum ist gleichbedeutend damit, dass die letzte Komponente von X = 1(y) gleich null sind. Wegen y = ¢(&) ist
dies auf Grund der Definition von ¢ wiederum dquivalent dazu, dass y = ¢ (x) fiir ein x € U gilt. Wegen ¢(U) = SNV
ist dies schlief3lich dquivalent zu y e SNV. O

Satz 5.14 Zwischen zwei parametrisierten C*-Flichen mit derselben Spur existiert entweder
eine orientierungserhaltende oder eine orientierungsumkehrende Parametertransformation.

Auch diese Aussage kann mit Hilfe des Satzes iiber die lokale Umkehrbarkeit bewiesen werden. Einen Beweis findet
man z.B. in [Hi], Prop. 2 auf S. 441.




Definition 5.15 Sei (B, ¢) eine parameterisierte C!-Fliche mit kompaktem Definitionsbereich
B, f : $(B) — R eine stetige Funktion und F : ¢(B) — R? ein stetiges Vektorfeld auf B. Dann
wird das Integral

fda = J(f 0 d)(x, )19’ (x, y)(er) x ¢'(x, y)(e )l d(x, y)
(B,¢) B

ein Flachenintegral 1. Art und das Integral
J (F,dA) = f ((Fod)(x, ), ¢'(x, ¥)(er) x ¢'(x, ¥)(ez)) d(x, ¥)
(B.,9) B

ein Flachenintegral 2. Art genannt. Insbesondere bezeichnet man v,((B, ¢)) = f B.4) 1dA als
Inhalt der parametrisierten C*-Fliche.

Das in der Definition auf tretende Kreuzprodukt ist aus der Schulmathematik bekannt. Wir wiederholen an dieser
Stelle einige Grundlagen dazu, wobei fiir uns vor allem die geometrische Interpretation wichtig ist.

Definition 5.16 Das Kreuzprodukt zweier Vektoren v, w € R3 ist definiert durch

V1 Wy VaW3 — VsWy
V2 X W2 == v3W1 - V1W3
V3 W3 ViWy — VoW,

Das Kreuzprodukt besitzt die folgenden Eigenschaften.

Proposition 5.17 Seienu,v,w € R?, T € M3 und A € R. Dann gilt
@) w+rv)xw=uxw+vxw, (Av)xw=vx(Aw)=Avxw),wXxv=—vxw
(@ (v,yxw)=w,vxw)=0
(iii) {(u,v x w) = det(u, v, w)
(iv) v xw=0p: < {v,w} ist linear abhéngig

Dabei bezeichnet det(u, v, w) die Determinante der 3 x 3-Matrix mit u, v, w als Spaltenvektoren.
Man bezeichnet die Zahl unter (iii) auch als Spatprodukt der Vektoren u, v und w.

Beweis: Samtliche Gleichungen unter (i) bis (iii) konnen durch einfaches Nachrechnen {iberpriift werden. Fiir die
Richtung ,,<*“ unter (iv) verwendet man, dass {v, w} genau dann linear abhéngig ist, wenn v = Ops oder w = Av fiir
ein A € R gilt. Im ersten Fall folgt v x w = (0v) x w = 0(v x w) = Ops. Auf Grund der letzten Gleichung unter (i) muss
v x v = Ops gelten, so dass man im zweiten Fall ebenfalls v x w = v x (Av) = A(v x v) = AOrs = Ops erhélt. Fiir die
Richtung ,,=“ nehmen wir an, dass {v,w} linear unabhéngig ist, obwohl v x w = Ops gilt. Wir kénnen dann {v, w}




durch eine Vektor u zu einer Basis {u, v, w} ergénzen. Es ist dann det(u, v, w) # 0. Mit (iii) erhalten wir andererseits
det(u,v,w) = (u,v x w) = (u,Ors) = 0, Widerspruch. O

Die Lange ||v x w||, des Kreuzprodukts lasst sich als Fldcheninhalt des von v und w aufgespannten Parallelogramms
interpretieren. Ist {v, w} linear abhéngig, dann ist dies nach Teil (iv) der Proposition offensichtlich. Wir kénnen also
davon ausgehen, dass {v,w} linear unabhéngig ist und setzen u = ||vtimesw| (v x w). Es gilt dann u L v und
u L w. Sei A € M3 die Matrix mit u, v, w als Spaltenvektoren. Wie aus der Linearen Algebra bekannt ist, kénnen
wir |det(A)| geometrisch als das Volumen des von u, v und w aufgespannten Parallelotops interpretieren. Weil u
auf v und w senkrecht steht und ||u||, = 1 gilt, ist dies zugleich der Flacheninhalt des von v und w aufgespannten
Parallelogramms. Nach Teil (i) und (iii) der Proposition gilt

lvxwl? = (vxwyxw) = [vxwluvxw) = |vxwldet(d) ,

woraus det(A) > 0 und | det(A)| = det(A) = ||v x w|| folgt.

Mit Hilfe dieser Grundlagen kénnen wir nun genauer darauf eingehen, wie Flachenintegrale 1. Art geometrisch zu
interpretieren sind. Der Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass der Parameterbereich B der Flache ein Rechteck
im IR? ist. Sei Z eine Zerlegung von B, K € Q(Z) und ay die linke untere Ecke des Teilquaders K. In der Nihe von
ag kann die Parameterabbildung ¢ auf Grund der Differenzierbarkeit durch die affin-lineare Abbildung

P R*->R> , x> Pplag) + ¢ (ag)(x —ag)

interpretiert werden. Ist die Zerlegung Z hinreichend fein gewéhlt, dann gilt insbesondere ¢ (x) ~ ¢y (x) fir alle
x € K. Bezeichnen £,,£, € R* die Seitenlédngen des Rechtecks K, dann ist K = ai + [0,£;] x [0,£,], und es ist

Pr(K) = {S'b(ak) + 219 (ag)(er) + Ay (ag)(ez) | A; €[0,¢;] fiir i = 1,2}-

Dies ist ein von den Vektoren £;¢’(ax)(e;) x £,¢’(ax)(e,) aufgespanntes Parallelogramm, und auf Grund unserer
Voriiberlegungen hat dieses Parallelogramm einen Flidcheninhalt gegeben durch £,£,]|¢’(ax)(e;) x ¢’ (ax)(ey)|| =
vo(K)||¢” (ax)(ey) x ¢’(ax)(ey)|. Unsere bisherige Uberlegung zeigt also, dass der Ausdruck

l¢(ax)(ey) x ¢’ (ax)(e)ll - vo(K)

in guter Ndherung den Flidcheninhalt der Bildmenge ¢ (K) angibt.

Proposition 5.18 Sei (Q, ¢) eine parametrisierte C!-Fliche mit einem kompakten Quader
Q C R? als Definitionsbereich, und sei f : $(Q) — R eine stetige Funktion. Dann existiert fiir
jedes ¢ € R* ein 6 € R* mit folgender Eigenschaft: Ist Z eine Zerlegung von Q mit Feinheit
6(2) < 8, ag €K fiir jedes K € Q(Z) ein beliebig gewahlter Punkt und py = ¢(ax), dann gilt
jeweils

< €.

Z fpx) -l (ax)(er) x @' (a (el - v (K) — J fdA
@¢)

KeQ(Z2)

Beweis: Dies folgt direkt aus Satz[4.18] denn die Summe links ist eine Riemannsche Summe der Funktion (x, y) —
(f o @), ¥) 19(x, ¥)(er) x @' (x, y)(ez)ll beziiglich der Zerlegung 2. O




Das Flachenintegral 1. Art kann also beliebig gut approximiert werden, indem man eine hinreichend feine Zerlegung
Z des Quaders Q bildet, fiir jeden Teilquader K € Q(Z) die Funktion f in einem beliebigen Punkt von ¢ (K) auswertet,
mit dem Flécheninhalt von ¢ (K) multipliziert und dann iiber alle K summiert.

Wir berechnen nun eine Reihe konkreter Beispiele fiir Flicheninhalte.

1. Beispiel: Mantelflache des Zylinders

Wir betrachten einen Zylinder der Héhe h mit dem Grundflichenradius R gegeben durch {(x,y,z) € R® |0 < z
h, x?+ y? < r?}. Unser Ziel ist die Bestimmung des Inhalts der Mantelfliche M = {(x,y,z) € R® | 0 < 2
h, x?+ y? = r2}. Durch die Abbildung ¢ :— M, (z, ) — (rcos(¢), rsin(¢),z) mit dem Definitionsbereich B =
[0,h] x [0, 27t] ist eine Parametrisierung dieser Flache gegeben. Die totale Ableitung der Parametrisierungsabbildung

<
<

ist in jedem Punkt (z, ¢) € B jeweils gegeben durch

0 —rsin(y)
¢'(z,9) = |0 rcos(yp)
1 0
Es gilt somit jeweils
0 —rsin(y) —r cos(p)
¢'(z,0)e1) x d'(z,0)(er) = 0|x| rcos(yp) = —rsin(yp)
1 0 0

Wegen [|¢’(2, p)(e)) x ¢'(z, 9)(ex)ll3 = (—rcos(¢))* + (—rsin(¢))? = r? ist dies jeweils ein Vektor der Lénge r.
Insgesamt erhalten wir

V(M) = J. 1dA = J||¢'(Z,<P)(el)><¢’(z,¢)(62)llzd(z,¢)
(B,¢) B
= frd(z,(,o) = r-vwB) = r-2rh = 2ar-h
B

Der Flacheninhalt ist also gleich dem Zylinderumfang multipliziert mit der Hoéhe.

2. Beispiel: Mantelfliche eines Kegelstumpfes

Diesmal betrachten wir einen sich ja oben verjiingenden Kegelstumpf der Hohe h, dessen Bodenflache den Radius R
und dessen Deckelfliche den Radius r besitzt, mit r < R. Als Teilmenge des R? ist dieser Kegelstumpf gegeben durch
K={(x,y,2)€R®|0<z<h, x>+ y? <r(z)?}, wobei der Radius der Schnittfliche in Héhe z durch r(z) =R —sz
mits = }% angegeben wird. Wir werden nun zeigen, dass die Mantelflache

M = {(x,y,2)eR®|0<z<h, x>+ y%=r(z)*}

den Inhalt (R + r)7tm besitzt, wobei m die Linge der Mantellinie bezeichnet. Eine Parameterisierung erhalten wir
diesmal durch ¢ : B — M, (2, ) — (r(z) cos(p), r(z) sin(y),z) auf dem Definitionsbereich B = [0, h] x [0, 27]. Dies
hat die totale Ableitung

r'(z)cos(p) —r(z)sin(p) —scos(p) —r(z)sin(y)
¢'(z,9) = | r'(@)sin(e) r(z)cos(p) | = | —ssin(p) r(z)cos(y)
1 0 1 0




Fiir das Kreuzprodukt erhalten wir

—scos(p) —r(z)sin(y) —r(z)cos(yp) cos(p)
¢'(z,0)e) x ¢'(z,9)(e;) = | —ssin(p) [ x| r(z)cos(y) = | —r@)sin(p) | = -—r(=z)]| sin(y) |,
1 0 —sr(z) s

und dies ist ein Vektor der Lange r(z)+/'1 + s2. Der Flacheninhalt ist somit gegeben durch

(M) = f 1dA = f||¢/(Z’<P)(e1)><¢/(Z:<P)(ez)||2 =
( B

B,p)

h h
J r(z)v1+s2d(z,¢) = 27'5\/1+52J r(z)dz = 2nV1+52f (R—sz)dz
[0,h] 0 0

,h]x[0,27]

= Zn[R—%szz]h = 2nv1+sz(Rh—%sh2).

0

Wir zeigen nun, dass dieses Ergebnis mit der oben angegebenen Formel iibereinstimmt. Die Mantellinie m des Ke-
gelstumpfes ist offenbar die Hypothenuse eines rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten der Langen h und R—r. Dabei
lauft die erste Kathete vom Rand des Deckels des Kegelstumpfes senkrecht hinunter zur Bodenfldche, und die zweite
Kathete verlauft vom Fullpunkt der ersten Kathete zum Rand der Bodenflache. Auf Grund des Satzes des Pythagoras

gilt h = 4/ m2—(R—r)2. Es gilt nun
ViTe = QH—(R—”Z - m?
m2

—(R—r)? m2—(R—r)>?

und

Rh—1sh* = hR-1sh) = ( 1R_r) = hR-iR-7) = LhR+1)
1
2

S R=TRR+ 1)

Insgesamt gilt also
Vz(M) = 2r-v1 +52. (Rh - %Shz) = 27 m \/ (R— T‘)Z(R + r)
= 27T-Vm2-%(R+r) = (R+r)mm.

3. Beispiel: Kugeloberflache

Die Oberfliche der Kugel K = {(x, y,2z) € R?® | ||(x, ¥,2)|l, < r} vom Radius r wird parametrisiert durch die Abbildung
¢ :Q— R3, (1, ¢) — (rsin(#) cos(p), r sin(#) sin(¢), r cos()) mit dem Definitionsbereich Q = [0, ] x [0,27]. In
jedem Punkt (4, @) des Definitionsbereichs ist die Ableitungsmatrix gegeben durch

rcos(%) cos(p) —r sin(?) sin(y)

o'(M,9) = rcos(P)sin(p)  rsin(¥)cos(p)
—r sin(%) 0

Das Kreuzprodukt der beiden Ableitungsvektoren ist also gegeben durch

r cos(?) cos(p) —rsin(%) sin(p) —sin(1)? cos(y)
¢'(0,0)(e) x §'(9,9)(e;) = | reos(®sin(p) | x | rsin(®cos(p) | = | sin(9)*sin(p)
—r sin(}) 0 cos(%) sin(¥)




Es gilt

(8, 0)(er) x &' (9, p)(e)II> =
r* (sin(9)* cos()? + sin(9)* sin(¢)? + cos(9)*sin($)?) = r*(sin(9)* + cos(9)*sin($)?) =
r*sin(9)? (cos(9)* +sin(9)?) = r*sin(9)?

und somit ||¢’ (T, p)(e1) x ¢'(T, )(e,)|| = r?sin(¥). Als Flicheninhalt erhalt wir somit

f 1dA = f H¢/(T7: v)(eq) x ¢/(ﬁ,90)(32)” d(%,¢) = f r?sin(®) d(d, ¢)

Q.9) Q Q
s 21 g

= J (J r2 sin(®) dap) dg¢ = anzf sin(#) d9 = 2nr?[ —cos(®) ]gzg = 4nr’
o \Jo 0

Wenden wir uns nun wieder den theoretischen Grundlagen der Fldchenintegration zu. Die Parametrisierungen in
den soeben behandelten Beispielen entsprechen nicht exakt den Vorgaben aus Definition [5.15} weil die Parametri-
sierungsabbildungen ¢ nicht injektiv sind. Um formal korrekt vorzugehen, muss die Flache in mehrerer Abschnitte
aufgeteilt werden, fiir die jeweils eine injektive Parametrisierungsabbildung existiert. Dies wird weiter unten aus-
fiihrt. Da die Injektivitat in den Beispielen aber jeweils durch Herausnahme einer Jordanschen Nullmenge aus dem
Definitionsbereich hergestellt werden kann, fithren unsere Berechnungen immer zum korrekten Ergebnis.

Proposition 5.19 Seien (A, ¢) und (B, 1) parameterisierte C!-Flichen.

(i) Existiert zwischen den beiden parametrisierten C L_Flichen eine Parametertransformation,
dann stimmen fiir jede stetige, reellwertigen Funktionen f auf ¢(A) = ¢ (B) die entspre-
chenden Flachenintegrale 1. Art iiberein.

(i) Existiert zwischen den beiden parametrisierten C L_Flichen eine orientierungserhaltende
Parametertransformation, dann stimmen fiir jedes stetige Vektorfeld F auf ¢(A) = ¢(B)
die entsprechenden Flachenintegrale 2. Art {iberein.

Beweis: Wir beschranken uns auf den Beweis der zweiten Aussage. Nach Voraussetzung existiert eine offene Teil-
menge G € R? mit G 2 A und ein C!-Diffeomorphismus p von G auf seine Bildmenge p(G) 2 B mit y) o p = ¢,
wobei detp’(x,y) > O fiir alle (x,y) € A erfiillt ist. Auf Grund der mehrdimensionalen Kettenregel gilt jeweils
¢'(x,y)=0pop)(x,y)=¢'(p(x,¥)) o p’(x,y). Bezeichnen wir die vier Eintrige der 2 x 2-Matrix p’(x, y) mit a,




b, c und d, so erhalten wir
(e, y)e) x ', ¥)ex) = (W'(p(x,y))op’(x,¥))er) x (W' (p(x,¥)) 0 p’(x,¥))(ex) =
Y (e, )P’ (x, y)(e)) x ¥ (p(x, ¥ (x, y)(er)) =
Y (p(x, y))(ae; +cex) x Y (p(x,y))(bey +dey) =

aby’'(p(x, ¥))er) x ¥ (p(x, ¥))(ey) + ady’(p(x, y))(er) x ¥ (p(x, ¥))(e,)
+bey’(p(x, y))(ez) x Y (p(x, ¥))(er) + cdyp’(p(x, y))(ex) x Y (p(x, ¥))ez) =

adyp’(p(x, ¥))(er) x ' (p(x, y))(ex) + bep (p(x, ¥))(ez) x Y (p(x, ¥))ey) =
adyp’(p(x, ¥))(e) x ' (p(x, y))(ex) — bep (p(x, y))er) x Y (p(x, ¥))e) =
(ad —be) - ' (p(x, y))e) x P (p(x,¥))(e) = detp’(x,y) ' (p(x, ¥))er) x P’ (p(x, y))(ey).

Mit dem Transformationssatz erhalten wir somit
f (F’dA> = f((FO(i’)(X’}’), ¢/(X,J’)(el)XCP/(X’J’)(ez))d(X;J’) =
A ) A
f ((Fovpop)x,y), (pop)(x,y)er) x (hop)(x,y)e))d(x,y) =
A
J ((Forpop)x,y), ¥ (p(x,¥))(e1) x ¥’ (p(x,y))(ez)) detp’(x, y)ld(x,y) =
A

J ((F o ,lp)(xy .)’), r,’b/(x’ J’)(e1) X 'LP/(X; }’)(62» d(X, J’) O
B

Definition 5.20 Ein Einheitsvektorfeld auf einer Teilmenge S C R? ist eine Abbildung
v : S — R3 mit ||»(p)|| = 1 fiir alle p € S. Sei nun (S, v) ein Paar bestehend aus einer Teil-
menge S C R? und einem stetigen Einheitsvektorfeld v auf S. Eine Parametrisierung von (S, v)
als stiickweise C!-Fliche ist eine endliche Familie ((4;, ¢;));c; parametrisierter C!-Flichen mit
folgenden Eigenschaften:

(1) Es gllt S = UiEI ¢1(A1)
(ii) Fir jedes i € I existiert eine Jordansche Nullmenge N; € A;, so dass fiir alle p € A; \ N;
jeweils ¢/(p)(e;) x ¢!(p)(e,) ein positives skalares Vielfaches von v(¢;(p)) ist.
i) Firallei,j €I miti# j gilt $;(A; \N;) N ¢;(A; \N;) = 2.

Ein Paar (S, v) nennen wir eine orientierte kompakte stiickweise C'-Fldche, wenn das Paar eine
entsprechende Parametrisierung besitzt. Wir bezeichnen v dann auch als Einheitsnormalenfeld
auf S.

Ist (S, v) eine orientierte kompakte stiickweise C!-Fliche, dann ist S offenbar eine kompakte Teilmenge des R®. Ist
namlich ((A;, ¢;));e; eine Parametrisierung, dann ist ¢;(A;) fiir jedes i € I als Bild einer kompakten Menge unter

— 70 —



einer stetigen Abbildung kompakt, und S = ¢;(4;) ist als endliche Vereinigung kompakter Teilmengen wiederum
kompakt. Die Paare (A;, ¢;) bezeichnen wir als C!-Komponenten von (S, v).

Als konkretes Beispiel fiir eine orientierte kompakte C!-Fliche betrachten wir die Oberfliche 3Z des Zylinders
{(x,y,2) € R® | 2 € [0,h], x?> + y? < r?} mit r,h € R*. Ein Einheitsnormalenfeld auf dZ ist gegeben durch
v(x,y,0) = —es, v(x,y,h) = e5 fiir alle (x, y) € R? mit x2+y?2 < r? und v(r cos(p), r sin(¢),z) = (cos(¢),sin(¢),0)
fir z € [0,h] und ¢ € [0,2n]. Eine Parametrisierung von (8Z, v) der Oberfliche setzt sich aus insgesamt vier
Komponenten zusammen: Die Mantelfliche wird abgedeckt durch die beiden Parametrisierungen ¢, : A; — R3,
(¢,2) = (rcos(y),rsin(p),z) und ¢, : A, — R3, (¢,2) — (rcos(¢),rsin(y),z) mit A; = [0, 7] x [0,h] und
A, = [7,27t] x [0,h]. Zylinderboden und -deckel werden parametrisiert durch ¢ : A; — R3, (x,y) — (—x,y,0)
und ¢4 : A, — R3, (x,y) = (x,y,h) mit A3 =A, = {(x,y) € R? | x?> + y? < r?}. Dabei ist das Minuszeichen in der
Abbildung ¢, notwendig, um sicherzustellen, dass das Kreuzprodukt ¢;(x, y)(e;) x ¢5(x, y)(e,) dieselbe Richtung
besitzt wie der Einheitsnormalenvektor v(—x, y,0), und nicht die entgegengesetzte Richtung.

Definition 5.21 Sei (S, ¥) eine orientierte kompakte stiickweise C!-Fliche, ((4;, ¢;));c; eine
Parametrisierung, f : S — R eine stetige Funktion und F : S — R? ein stetiges Vektorfeld. Dann
ist das Flachenintegral 1. Art von f bzw. das Flachenintegral 2. Art von F definiert durch

fda = >| fdA  bzw J(F,dA) = ZJ (F,dA).
(

(S, iel J(A,;) S,v) iel J(A,¢;)

Wir bemerken noch, dass das stetige Einheitsnormalenfeld die Darstellung von Flachenintegralen 2. Art als Summe
von Flachenintegralen 1. Art ermdglicht.

Proposition 5.22 Sei (S, v) eine orientierte kompakte stiickweise C!-Fliche, ((4;, ¢;));c; eine
Parametrisierung und F : S — R? ein stetiges Vektorfeld. Dann gilt fiir jedes i € I die Gleichung

f (F,dA) = J F1V1dA+J szsz+J. Fyvs dA.
(Ai 1) (A, ¢:) (A,¢:) (A, ¢:)

Beweis: Nach Definition ist das Einheitsnormalenfeld v in jedem Punkt von S ein positives Vielfaches des Kreuzpro-
dukts ¢!(x,y)(e;) x ¢/(x, y)(e,). Es gilt also jeweils

¢i(x, ¥)e) x p(x, ¥)ex) = llp;(x,¥)(er) x ¢ (x, ¥)ella - (vo ), y)-

Daraus folgt

(F10¢i)(x1y)
f (Fda) = f< (F20 $:)(x.) ,¢{(x,y)(e1)x¢;(x,y)(ez)>d(x,y) =
(A, 9:) A (Fg o ¢i)(x: y)

3 3
Zf(Fkoqsi)(x,y)(vkom(x,y))-||¢>;(x,y)(e1)x¢;(x,y)(e2)||2d(x,y) S f Fewdd O
A =1J(A,¢;)

k=1J4;




Proposition 5.23 Sei (S, ¥) eine orientierte kompakte stiickweise C!-Fliche, f : S — R eine
stetige Funktion und F : S — IR® ein stetiges Vektorfeld. Dann sind die Integrale f 5) f dAund

f(s » (F, dA) unabhéngig von der gewahlten Parametrisierung.

Beweis: Wir beschréinken uns auf den Nachweis fiir Fldchenintegrale 2. Art. Seien ((A;, ¢;))ie; und ((Bj,;))jey
. . . . . . . — _ -1 — -1
zwei Parametrisierungen von (S, v). Fir alle i € I und j € J sei S;; = ¢;(A) N ;(B)), Aj; = ¢ (Sy), Bji = ;7 (S)),
¢ij = ¢’i|AU und y;; = ¢j|Bﬁ- Dann sind (A;;, ¢;;) und (Bj;,y ;) fiir alle i € I und j € J parametrisierte C!'-Flichen.
Wegen ¢,;(A;;) = S;; = ¢;;(Bj;) existiert nach Satz jeweils eine Parametertransformation p;; : A;; — B;; mit

¢ij =1;j © pyj- Sei p €A;; und q = p;;(p) € Bj;. Wie wir im Beweis von Prop. gesehen haben, gilt jeweils

¢'(P)er) x ¢'(P)ex) = detpl;(p)- (v'(q)(er) x ¥'(q)(es))-

Weil nach Voraussetzung sowohl ¢’(p)(e;) x ¢’(p)(e,) als auch ’(q)(e;) x ¥’(q)(e,) ein positives Vielfaches von
v(¢i(p)) = v(;(q)) ist, muss det p{j(p) > 0 sein, d.h. die Parametertransformationen p;; sind alle orientierungser-
haltend. Nach Prop. folgt daraus

f (F,dA) = J (F, dA) firalle ielundjelJ.
(Aij,9i5) (Bji i)

Seieni€l,j,j’ €J und N; € Bj, N € Bj die Jordanschen Nullmengen, von denen in Definition |5.20| die Rede ist.
Dann schneiden sich A;; undA hochstens in p; 1(BjiNN; )ﬂp;l(B ;NN;/). Ist némlich p € A;;NA;;, dann muss ¢;(p)
in §;; N S;; liegen. Es glbt also Punkte q in B;; € B; und ¢’ in BJ i+ © By mity;(q) = ¢;(p) = 1/11 (q). Auf Grund der
Voraussetzung (iii) an Parametrisierungen folgt q€B;NN;undq’ € B;, lﬂNJ . Wegen 1 ;(q) = ¢:(p) = ¢;(p;;j(p)) und
der Injektivitat von 1) folgt ¢ = p;;(p), also gilt tatsachhch P € p; 1(B ;NN;). Genauso erhélt man p € p;,l (BjiNN;).
Nach Satz sind die beiden Teilmengen p; 1(B N N;) und p_1 (Bj; N N;,) Jordansche Nullmengen in A;. Deshalb
gilt

J((F 0 ¢)(x, ¥), d{(x, ¥)(er) x ¢{(x, ¥)(ez)) d(x, y) —Z ((Fodi)lx,¥), ¢;(x, ¥)er) x ¢y (x, y)(ez)) d(x, y)
jeJ JAj;
fiir jedes i € I, und genauso erhélt man
f((Fow )0, y), 90, y)(er) x ¥ (x, y)(en)) d(x, ) —ZJ<(F°¢ij)(x,Y): Y0, y)(er) x ¥ (x, y)(en)) d(x, y).
B; i€l

Insgesamt erhalten wir damit das gewiinschte Resultat, denn es gilt

ZJ (F,dA) = f (Fod)(x,y), ¢/(x,y) =
iel J(A il

1)
J (F 0 1), 1), &4, Y )(en) x &4, y)(e) e, y) = f
lEI jeJ JA; 161 jes J(Ay, ¢’U
f (FdA) = f ((F 010, ), 9,6 )(er) % e, )(en)) A, y) =
lEI jeJ J(Bjiji) ]EJ iel
J ((Forp)x,y),45(x, y)(er) x i, y)(en)) d(x, y) = f (F,dA). O
jeJ jeJ J(Bjy;)




Definition 5.24 SeiA C R" eine abgeschlossene Teilmenge. Wir bezeichnen eine Punkt p € dA
als glatten Randpunkt von A, wenn eine offene Umgebung U von p und eine C!-Abbildung
a : U — R existieren, so dass die Bedingungen a'(p) Z 0 und ANU = {x € U | a(x) < 0}
erfiillt sind. Man bezeichnet dann ||(Va)(p)||"}(Va)(p) als duBeren Einheitsnormalenvektor
der Menge A im Randpunkt p. Ein Vektorfeld v auf dem Rand JA mit der Eigenschaft, dass v
in jedem glatten Randpunkt mit einem duf3eren Einheitsnormalenvektor {ibereinstimmt, nennen
wir ein dulleres Einheitsnormalenfeld.

Als konkrete Beispiele werden wir unten duldere Einheitsnormalenfelder fiir Normalbereiche in der Ebene und im
Raum angeben.

Definition 5.25 Sei A C R? kompakt. Wir bezeichnen einen Weg v : [a, b] — A als Randkurve
von A, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Es gibt ein m € IN und eine endliche Teilmenge {ty,...,t,,—1}, so dass y|,_, ] stetig
differenzierbar ist, wobei t, = a und t,, = b gesetzt wird.

(ii) Esisty([a,b]) = dA, und fiir t € [a, b] \ {¢tg, ..., t,,,} ist Y(t) ein glatter Randpunkt von A.

Die Teilstiicke y|,, , ., bezeichnen wir als C !_.Randkomponenten von A.

Kompakte Teilmengen mit einer Randkurve besitzen ein dufleres Einheitsnormalenfeld, dass sich mit Hilfe der Rand-
kurve beschreiben lasst.

Proposition 5.26 Sei A C R? kompakt und y : [a,b] — R? eine Randkurve von A. Dann
existiert auf JA ein Einheitsnormalenfeld v, dass fiir alle bis auf endlich viele t € [a, b] durch
v(y(t)) = :I:||}/’(t)||_1()/’2(t), —r’(t)) gegeben ist. Tritt in dieser Gleichung durchweg das Plus-
zeichen auf, dann sprechen wir von einer positiv orientierten Randkurve.

Beweis: Nach Definition existiert fiir alle bis auf endlich viele t € ]a, b[ jeweils eine offene Umgebung U von v(t)
und eine C!-Abbildung a : U — R, so dass die Bedingungen a/(y(t)) #0 und ANU = {x € U | a(x) < 0} gilt. Sei
t, ein solcher Punkt. und p = y(t,). Weil y([a, b]) aus Randpunkten besteht, existiert ein offenes Intervall I C R mit
(aoy)(t) =0 fiir alle t € I. Aus der Kettenregel folgt jeweils a’(y(t))-v’(t) = 0. Daraus folgt, dass insbesondere der
Vektor (Va)(p) = (Va)(y(ty)) = (a](y(to)), a,(v(ty))) auf dem Tangentialvektor (v (to),v5(to)) senkrecht steht.
Die beiden zum Tangentialvektor senkrechten Einheitsvektoren sind die Normierungen von £(y5(to),—v](t,)). Dies
zeigt, dass einer der beiden Vektoren |y’ (t0)|| 7! (v4(to), —7 (to)) ein duferer Einheitsnormalenvektor ist. 0

Wichtige Beispiele fiir abgeschlossene Teilmengen des R?, die eine Randkurve besitzen, sind Normalbereiche mit
stetig differenzierbaren Begrenzungsfunktionen. Seien ¢, : [a, b] — R zwei C!-Funktionen mit ¢ < 1. Dann kann
dem Normalbereich beziiglich der y-Achse gegeben durch

A = {(x,y)eR*|xela,b], p(x) <y <y(x)}
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eine Randkurve y = y_ + v, + v, + 7, zugeordnet werden, indem man y_, v, : [a,b] — R? durch y_(t) = ¢(t) und
y,(t) =1(a+ b — t) definiert. Die Kurve y, : [¢(b),(b)] — R? definieren wir durch v,(t) = (b, t), und die Kurve
e : [e(a),y(a)] = R? durch v,(t) = (a, ¢(a) +(a)—t). (Im Fall ¢(a) = 1) (a) betrachten wir y, als nicht existent,
ebenso die Teilkurve y, im Fall ¢(b) = 1(b).) Die Definition von Randkurven von Normalbereichen beziiglich der
x-Achse funktioniert auf naheliegende Weise analog. Wichtig ist, auch hier darauf zu achten, dass die Kurve den
Normalbereich gegen den Uhrzeigersinn, also links herum, umlauft, denn dadurch wird die positive Orientierung
sichergestellt.

Definition 5.27 SeiA C R? eine kompakte Teilmenge und y eine positiv orientierte Randkurve
von A. Unter einer Zerlegung von A in C;-Normalbereiche beziiglich der x-Achse verstehen wir
eine endliche Familie N, ..., N, von solchen Normalbereichen mit C*-Begrenzungsfunktionen, so
dass folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) EsgiltA= U:=1 N;, und fiir i # j schneiden sich N; und N; hochstens in Randpunkten.

(i) Die Kurve y und die positiv orientierten Rinder der Normalbereiche N; kénnen so in C!-
Komponenten zerlegt werden, dass jede Randkomponente y; von einem N; entweder mit
einer solchen Komponente y iibereinstimmt, oder eine Randkomponente y; in einem N;
mit j # i existiert, so dass y; = —; gilt.

Die Definition iibertragt sich auf naheliegende Weise auf Normalbereiche beziiglich der y-Achse. Wir kommen nun
zur Formulierung des Gaul¥’schen Integralsatzes in der Ebene.

Definition 5.28 Sei U C R" offen und F : U — R" ein differenzierbares Vektorfeld. Dann
nennt man die Funktion div(F) : U — R gegeben durch

div(F)(p) = Z 9 Fr(p) die Divergenz von F.
k=1

Der Gaul¥'sche Integralsatz stellt nun einen Zusammenhang her zwischen Kurvenintegralen 2. Art von Vektorfeldern
und Flachenintegralen von reellwertigen Funktionen.




Satz 5.29 (GaufS’scher Integralsatz in der Ebene)

Sei A C R? eine kompakte Teilmenge, die eine positiv orientierte Randkurve y und Zerlegungen
in Normalbereiche sowohl beziiglich der x- als auch beziiglich der y-Achse besitzt. Sei v: A —
R? ein duReres Einheitsnormalenfeld. Dann kann die positiv orientierte Randkurve so gewihlt
werden, dass fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F auf A die Gleichung

f (F,v)ds = J div(F)(x,y) d(x,y) erfiillt ist.
Y A

Beweis:  Es geniigt, fiir k = 1,2 jeweils die Gleichung fﬁAFk Veds = fA O F(x,y)d(x,y) zu beweisen. Wir be-
weisen diese Gleichung fiir k = 2 in dem Spezialfall, dass A ein Normalbereich beziiglich der y-Achse mit C!-
Begrenzungsfunktionen ¢, : [a, b] — R ist. Die rechte Seite der Gleichung ist gegeben durch

b P(x) b b
sz(X,y)d(XJ/) = f (f 32F2(X,J/)dJ/) dx = f Fz(x,w(x))dx—f Fy(x, p(x))dx.
A a p(x) a a

Nun bestimmen wir die linke Seite der Gleichung. Sei y = y_ + y, + y,y, die oben definierte positiv orientierte

Randkurve. Es gilt v/ () = (1, ¢'(t)), IY_(Dll, = ¥/1+¢’(t) und (voy_)(t) = [y (DI, (¢’ (t),—1) fiir alle t €
la, b[. Damit erhalten wir

b b
J Fyvods = f (Fyvaoy )(e)-lIYL(O)lladt = f Fy(t, p())(vy o v YOy (Ol de =
T- a a

b b
fFz(f;¢(t))(—||Y/(f)”;l)“)/(f)”df = —f Fy(t, @(t))dt.

Ebenso gilt v, (t) = (a+ b—t,p(a+b—1)), v (1) = (=1,—¢'(a + b— 1)), lIY . (Ol = vV/1+9’(a+b—1)2 und
(vov,)(®) = lly, (DI (—y'(a+ b—1t),1) fiir alle t € ]a, b[. Daraus ergibt sich entsprechend

b b
f Fyvyds = f (Fyovyor )y, (Dllde = f Fyla+b—t,y(a+b—1))(vyoy )OIy, (t)lldt
T+ ba a ,
= f Fyla+b—t,p(a+b—t))dt = —f Fyla+b—t,yp(a+b—t))-(—1)dt

a b
= —f Fy(t,y(t))dt = J. Fy(t,y(t))dt.
b a

Fiir den rechten Teil der Randkurve y, (sofern dieser existiert) gilt y/(t) = (0, 1), |[ly/.(t)ll, = 1 und (voy,)(t) = (1,0).
Daraus folgt

b b b
szvzdS = J(F2V2°Yr)(f)||}’/r(t)||2dt = JFz(b,t)(vzom(t)dt = sz(b,t)-Odt = 0.
Yr a a a




Beim linken Teil der Randkurve y, gilt entsprechend yz(t) =(0,-1), ||)/2(t)||2 =1, (voy,)(t) =(—1,0) und somit

b

b
f Fyvyds = f (Fyva o)) llvy(Olldt = J. Fy(a, p(a) +p(a) —t)(vy oy () dt
Yt a a

b
= sz(a,ga(a)+1p(a)—t)-0dt = 0.

Insgesamt erhalten wir

JFz'VzdS = f FszdS‘i‘f FszdS‘f‘J‘ F2V2ds+f F2'V2d$ =
Y Y- Y Y+ Te

r

b b b b
—f Fy(t, p(t))dt + 0 +f Fy(t,y(t)) + 0 = f Fz(fﬂ’b(t))df—J Fy(t, p(t))dt.

Damit ist der Beweis der Gleichung fa A Favads = fA 0yFy(x,y)d(x,y) abgeschlossen. Ist nun A selbst kein Nor-
malbereich dieser Form, lasst sich aber in Normalbereiche dieser Form zerlegen, so erhdlt man die Gleichung, indem
man die Gleichung fiir die einzelnen Normalbereiche in der Zerlegung aufsummiert. Auf der rechten Seite erhélt man
als Summe wiederum f A 05 F,(x,y)d(x,y), weil sich die Normalbereiche nur in Jordanschen Nullmengen schneiden.
Auf der linken Seite fiihrt die Summation zum Kurvenintegral fa 4 F2 v, ds, weil sich diejenigen C 1.Randkomponenten
der Normalbereiche, die im Inneren von A verlaufen, sich gegenseitig wegheben und genau diejenigen iibrigbleiben,
die eine C!-Komponente von dA bilden. Véllig analog beweist man die Gleichung f oaFivids = fA 91 F1(x,y)d(x,y)
mit Hilfe der Voraussetzung, dass A sich in Normalbereiche beziiglich der x-Achse mit C!-Begrenzungsfunktionen
zerlegen lésst. a

Unser nichstes Ziel besteht darin, den GauR’schen Integralsatz auf den dreidimensionalen Raum zu {ibertragen. Dazu
betrachten wir Normalbereiche beziiglich der drei Koordinatenachsen mit stetig differenzierbaren Begrenzungsfunk-
tionen. Um den Integralsatz formulieren zu kdnnen, miissen wir den Rand solcher Normalbereiche mit der Struktur
einer kompakten orientierten stiickweisen C*-Fliche versehen.

Sei dazu A C R? eine kompakte Jordan-messbare Teilmenge, die eine positiv orientierte Randkurve 7 : [a,b] — R
besitzt. AuRerdem seien ¢, : A— R zwei C!-Funktionen mit ¢ < ) und B der Normalbereich beziiglich der z-Achse
gegeben durch

B = {(x,y,2)eR’|(x,y)€A, ¢(x,y) <z <v(x,y)}.

Der Rand JB dieses Normalbereichs besteht aus den beiden Deckeln

D¥ ={(x,y, 0,y (x,y) €At , D™ ={(x,y,9(x,¥) | (x,y) €A}

sowie dem Mantel M = {(7(t),z) | t € [a,b], ¢(7(t)) < z < Y(7(t))}. Sei Z = {t4,..., t,} eine Zerlegung des
Intervalls [a, b] mit der Eigenschaft, dass 7|, _ ,j fiir 1 < k < m jeweils stetig differenzierbar ist. Dann kénnen wir
M in die Teilmengen M, = {(7(t),z) € M | t € [t;_1, ti} zerlegen. Wir definieren nun auf D™ und D~ Parametrisie-
rungen, indem wir ¢ : A— D, (x,y) — (x,y,Y(x,y))und ¢~ : '"A— D™, (x,y) — (¥, x,¢(y, x)) setzen, wobei
‘A= {(x,y) € R? | (y,x) €A} ist. (Die Vertauschung von x- und y-Koordinate beim unteren Deckel ist notwendig,
damit wir einen nach auflen, in diesem Fall also nach unten, gerichteten Normalenvektor erhalten.) Fiir die Man-
telkomponenten definieren wir fiir 1 < k < m Parametrisierungen durch qﬁg : Cp = My, (t,2) = (t(t),z) mit den
Definitionsbereichen C, = {(t,2) € R? | t € [t,_1,t;], (9 0 7)(t) <z < (3 o T)(t)}. Dann sind (A, ¢ 1), (4,¢~) und
(Cy, ¢>£ ) fiir 1 < k < m parametrisierte C!-Flichen im Sinne von Deﬁnitionm
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Im néchsten Schritt definieren wir nun auf B = D" UD~ UM, U...U M,, ein geeignetes Einheitsnormalenfeld. Fiir
alle (x,y) € B gilt

1 0 =01 (x,y)
(@) (e, ¥)e) x (@) (x, ¥)e) = 0 x 1 = | —a¥(x,y)
AY(x,y) A(x,y) 1

Die Linge dieses Vektors ist jeweils gegeben durch ||(¢1) (x,y)(e;) x (7)Y (x, y)(e)ll, = \/1 + (V) (e, Y)IIZ.
Ebenso erhalten wir

0 1 d19(x,y)
(@)Y, y)e)) x (7)Y (x,¥)(er) = 1 X 0 = | &elx,y)| ,
p(x,y) d,¢(x,y) -1

einen Vektor der Lange [|(¢ ™) (x,y)(e1) x (¢ ™) (x, y)(e)ly = \/1 + II(Vgo)(x,y)llg. Fiir jedes (x, y) € A° definie-
ren wir Einheitsnormalenvektoren auf D und D~ durch (¢ (x,y)) = (1 + [[(V)(x, Y229 +) (x, y)(ey) x
(@) (x,¥)(ey) und (¢~ (x,¥)) = (1 + IV, ID 27 (x, ¥)(er) x (7Y (x, y)(ey). Fiir 1 < k < m und
(t,2) € C;, gilt jeweils

T(t) 0 T5(t)
() (6,2)(e) x ($)(t,2)(ex) = |75 |x[0] = [=7i(0)
0 1 0

Dieser Vektor hat jeweils die Linge ||(¢>,(<))’(t,z)(e1) X ((i),?)’(t,z)(ez)ll2 = [|7’(t)|l. Fiir alle Punkte (t,z) € C; defi-
nieren wir einen Einheitsnormalenvektor auf M durch v(¢2(t,2)) = [[7/(D)I;I(2) (¢, 2)(er) x (92 (£,2)(e)ll-
Fiir alle Punkte p € 9B, die durch die bisherigen Definitionen noch nicht erfasst wurden (das sind die Punkte, die
auf den ,Deckelrdndern“ und den ,Knicken“ der Mantelfliche M liegen), lassen wir fiir ¥(p) einen beliebigen nor-
mierten Vektor im R® zu. Durch die Familie bestehend aus (4, ¢ ™), (4, ¢ ™) und (C,, qb,?) fiir 1 < k < m ist dann eine
Parametrisierung der orientierten kompakten stiickweisen C!-Fliche (JA, ¥) im Sinne von Deﬁnition gegeben.

In Analogie zu Definition legen wir nun fest

Definition 5.30 Sei B C R® eine abgeschlossene Teilmenge und v : 3B — R? ein Einheits-
vektorfeld derart, dass (B, v) die Struktur einer orientierten kompakten stiickweisen C'-Fliche
besitzt. Unter einer Zerlegung von B in Normalbereiche beziiglich der z-Achse verstehen wir
eine endliche Familie N, ..., N, von Normalbereichen ausgestattet mit Einheitsnormalenfeldern
V1, ..., ¥, der oben definierten Form und folgenden Eigenschaften.

(i) EsgiltB= U:=1 N;, und fiir i # j schneiden sich N; und N; hochstens in Randpunkten.

(i) Die Rénder von B und den N; kénnen so in C'-Komponenten zerlegt werden, dass jede
Randkomponente (A;, ¢;) von N; jeweils eine der folgenden beiden Bedingungen gilt:
Entweder sie stimmt mit einer Randkomponente von B iiberein, und es gilt v(¢;(p)) =
vi(¢;(p)) fiir alle p € A7. Oder es gibt eine Randkomponente (A;, ¢;) von einem N; mit
j #1,s0dass ¢;(A;) = ¢;(A;) und v;(¢;(p)) = —v;i(¢;(p)) fiir alle p € A? erfiillt ist.




Selbstverstandlich iibertragt sich die Definition wiederum auf Normalbereiche beziiglich der y- und der z-Achse.

Satz 5.31 (GaufS’scher Integralsatz im Raum)

Sei B C R® eine kompakte Teilmenge und v : dB — R? ein Einheitsvektorfeld derart, dass
(2B, v) die Struktur einer orientierten kompakten stiickweisen C!-Fliche besitzt. Auerdem set-
zen wir voraus, dass B eine Zerlegung in Normalbereiche beziiglich der x-Achse besitzt, und
ebenso eine Zerlegung in Normalbereiche beziiglich der y-Achse und der z-Achse. Dann gilt fiir
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F : B — R? die Gleichung

f (F,dA) = f div(F)(x, y,z) d(x,y,2).
(@B,») B

Beweis: Der Beweis lauft weitgehend analog zum Beweis des Gauf3’schen Integralsatzes in der Ebene. Auf Grund
von Proposition genligt es, fiir k = 1,2, 3 jeweils die Gleichung

f Fkvde = f aka(X,y,Z)d(x,y,Z)
(@B,v) B

zu beweisen. Wir gehen zunichst davon aus, dass B ein C!-Normalbereich beziiglich der z-Achse ist, mit Begren-
zungsfunktionen ¢, : A — R, und beweisen die Gleichung fiir k = 3. Fiir die rechte Seite der Gleichung erhalten
wir durch Anwendung des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung

P(x.y)
f a3F3(X)y’Z)d(x’y’Z) = J/ (J a:;F:;(X,y,Z)dZ) d(X,J’)
B A NI p(x,y)

= f(Fs(x’Y:Tl)(x:J’))_Fs(x:J’:SO(X,J/))) d(X,J’)
A

Nun berechnen wir, unter Verwendung der oben eingefiihrten Bezeichnungen fiir die Randfldche d b, das Integral

f F3'V3dA = f F3V3dA+J F3'V3dA+J. Fg'VBdA.
(@B,v) (D*,v) (D—,v) (M,»)

Auf dem oberen Deckel D ist, wie wir oben ausgerechnet haben, die dritte Komponente des Einheitsnormalenfeldes
gegeben durch (v 0 ¢)(x,y) = (1 + [I(VY)(x, )II2)7/?, fiir alle (x,y) € A. Andererseits gilt [|(¢+) (x, y)(e;) X
(&%) (x, ¥)(e)lls = (1 + [[(V)(x, ¥)II3)*/?|. Damit erhalten wir

f F3vydA = f(Fsvs°¢+)(x,y)||(¢+)’(x,y)(el)X(¢+)’(x,y)(ez)llzd(x,y) =
(D*,v) A

J(Fsoqb*)(x,y)d(x,y) = fFa(x,y,w(x,y))d(x,y)-
A

A

Auf dem unteren Deckel ist die dritte Komponente des Einheitsnormalenfeldes gegeben durch (v50¢™)(x,y) =—(1+
1079)Ce, Y22, fiir alle (x, y) € A, und es gile [I(7Y (x, ¥ )(er) x (67 (x, 3)(ella = (1 + I(79)0xe, YD)
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Diesmal erhalten wir

J Fyv3dA = f(F3v3°¢_)(X,}’)||(¢_)/(X,J’)(el)X(¢_)/(X,)’)(ez)“2d(X,)’) =
(D=,) A

—J(F3°¢_)(x,y)d(x,y) = —fFa(x,y,w(x,y))d(x,y)-
A A

Auf der Mantelfldche hat unsere Rechnung ergeben, dass die dritte Komponente es Einheitsnormalenfeldes konstant
gleich null ist. Deshalb gilt f M) F3v3dA = 0. Insgesamt erhalten wir

f ngBdA = J F3V3dA+J FBV3dA+J ng:;dA
(0B,v) (D*,v) (D—,v) (M,»)

= fF3(X:y,¢(X:Y))d(X;Y)—f F3(X:y,‘10(x,}’))d(x,}’)+0
A A

B

= J(FS(X,)/:lp(x>J’))_F3(X,y,¢(X,Y))) = J 33F3(X’y,z)d(X,y,z)-
A

Dieselbe Argumentation wie im Beweis des Gaul’schen Integralsatzes der Ebene zeigt, dass die Gleichung giiltig
bleibt, wenn B selbst kein Normalbereich beziiglich der z-Achse ist, aber eine Zerlegung in solche Normalbereiche
besitzt. Nach demselben Schema beweist man die Gleichung fiir k = 1 und k = 2, mit dem einzigen Unterschied,
dass hier Normalbereiche beziiglich der x- bzw. der y-Achse betrachtet werden. |

Definition 5.32 Sei U C R® offen. Die Rotation eines differenzierbaren Vektorfeldes F : U —
R3 auf U ist definiert durch

2] Fy 0,F3(p) — 9;F»(p)
rot(F)(p) = (VxF)(p) = Oy | X | Fy (p) = 9;F1(p) — 2,F5(p)
2 F; 0,F,(p)— 3,F,(p)

Wir formulieren noch eine dritten Integralsatz, diesmal fiir Raumkurven.

Satz 5.33 (Stokes’scher Integralsatz)

Sei A C R? eine kompakte Teilmenge mit positiv orientierter Randkurve 7 : [a,b] — R? derart,
dass der Gauf¥’sche Integralsatz der Ebene fiir Vektorfelder auf A giiltig ist. Sei aullerdem ¢ : A —
R? eine parametrisierte Fliche mit einer C2-Parametrisierungsabbildung und y : [a, b] — R? die
Raumkurve gegeben durch y = ¢ o 7. Es sei U C R? offen mit U 2 ¢(A) und F : U — R? ein
stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

f{F,ds) = J (rot(F), dA).
Y (4.¢)




Beweis: Wir formen die linke Seite der Gleichung so um, dass der Gaul3sche Integralsatz der Ebene angewendet
werden kann. AnschlieBend iiberpriifen wir die Ubereinstimmung mit der rechten Seite. Wie zuvor bezeichnen wir
mit v : A — R? ein duleres Einheitsnormalenfeld von A, das die Gleichung v(y(t)) = (T5(t),—77(1)) fiir alle bis
auf endlich viele t € [a, b] erfiillt. Nach Definition gilt

J(F,ds> = J((For)(t)r(t) Z (Fkoy)(t)r’k(t)dt.
Y a

k=1Ja

Fiir k € {1, 2,3} gilt weiter
(Froy)(6) 7 (6) = (Fropot)(t)-(drot)(t) = (Fropot)(t) ¢ (z(t)T'(t) =
(Frod ot)(1)-(3101(7(0))  B9x(7(1))) (T}(t)) = (Frodo1)(t)(8¢(t(t))7](t) + 0x(T(t))T5(t))

A0)
= (Feodot)(t): (Gri(t(0))Th() + (=8, pr(t(N(=T7())) =
GO () +GP(()v(t) = (GP(z(0), w(1))

wobei das ebene Vektorfeld G*) auf einer offenen Umgebung von A definiert ist durch

o — ((Fkom-(am))
(Feo9) (~a1¢))

Setzen wir dies ein und wenden auf jeden Summanden den Gauf3’schen Integralsatz der Ebene an, so erhalten wir

3 b 3
f (Fds) = ZJ (GPO(r(D), T/ (D))dt = ZJdiV(G(k))(u,v)d(u,v).
Y k=1Ja k=1JA

Nach Definition der Divergenz und auf Grund des Satzes von Schwarz (anwendbar auf Grund der zweifachen stetigen
Differenzierbarkeit von ¢) gilt

dv(G®)w,v) = 360w +8,6Pw,v) = 8((Frod): (B:))w,v) + &((Frod)-(—81¢:))u,v)
= 3,(Fy 0 (U, V)i (1, v) + (Fy 0 ) (U, V)10 (11, v) — By(Fy 0 §)(1t, ), i, v) — (Fy 0 ), v) o1 (11, v)
= 31(Fy0 d)(t, )3y (1, v) — By(Fy 0 ) (1w, )3, bl v).

Auf Grund der mehrdimensionalen Kettenregel gilt (F, o ¢ ) (u,v) = F,i(d)(u, v)) - ¢’(u, v). Fiir die partiellen Ablei-
tungen erhalten wir so die Ausdriicke

3 3
1 (Fr o @), v) =D (GFy 0 p)w,v)- 1 (w,v) und G(Fy o d)w,v) = Y (GF; 0 $)w,v) - Speby(u,v).
=1 (=1

Die bisherigen Rechnung zeigt somit, dass man das Kurvenintegral fY (F,ds) durch Integration der Funktion
3 3
ZZ( (8Fy 0 @)(,v) - 3¢ (1, v) - By, v) — (G Fy 0 )W, v) - By (1, v) - 3, 11, v) )
=1(=1

3 3
D> @F 0 $)awv) - (1 () By (V) — By (,v) - B0, v))  (+)

k=1 (=1




iiber den Bereich A erhilt. Wir vergleichen dieses Ergebnis nun mit der rechten Seite der Gleichung im Satz von
Stokes. Nach Definition der Flachenintegrale 2. Art gilt

f (rot(F),dA) = f((rot(F)o¢)(u,V),<b’(u,V)(e1)><¢>’(u,V)(ez))d(u,V)-
A¢) A

Die erste Komponente des Vektorfelds rot(F) ist ,F; — 05 F,. Im Kreuzprodukt stehen jeweils die ersten bzw. zweiten
partiellen Ableitungen der Komponenten von ¢. Die erste Komponente des Kreuzprodukts ist somit J;¢,(u,v) -
Oy ps(u,v)— 0, ¢5(u,v) - d5¢5(u, v). Der erste Summand im Skalarprodukt unter dem Integralzeichen ist somit

((GyF3 0 ¢)(w,v) —(83Fy 0 ¢)(u, v)) (81 ¢2(w, v) - B Pp3(u, v) — 01 P3(u, V) - Oopo(w,v))) =
(@:F5 0 ¢)(u,v) (01 ¢2(u, v) - a3 (1, v) = 81 d3(w, v) - G252 (u,v)))
+(03F; 0 ¢)(w,v) (G193, v) - 0,¢2(u, v) = 01 ¢5(u, V) - D3(w, v)).

Dies sind genau die Summanden in der Summe (*) mit k, £ € {2, 3}, wobei zu beachten ist, dass dort die Summanden
mit k =¢ =2 und k = { = 3 gleich null sind. Durch eine analoge Rechnung sieht man, dass der zweite Summand im
Skalarprodukt unter dem Integralzeichen in (*) den Summanden mit k, £ € {1, 3} entspricht, und der dritte Summand
in (*) den Summanden mit k, ¢ € {1,2}. Damit ist der Stokes’sche Integralsatz insgesamt bewiesen. O

Samtliche Integralsétze bleiben giiltig, wenn die Begrenzungsfunktionen ¢ und v der Normalbereiche nur im Inne-
ren des Intervalls [a, b] bzw. der kompakten Jordan-messbaren Teilmenge A C R? stetig differenzierbar, und auf dem
Rand jeweils stetig sind. Denn dann ist fiir kleines ¢ € R* auf dem Intervall [a + ¢, b — ¢] die stetige Differenzier-
barkeit von ¢ und ) jeweils gegeben, und die Anderung der Integrale auf der linken Seite und der rechten Seite des
Gaul¥’schen Integralsatzes der Ebene kann beliebig klein gehalten werden.

Da der Stokes’sche Integralsatzes auf den Gaul¥’schen Integralsatz zuriickgefiihrt wurde, ist dieselbe Argumentation
auch dort giiltig. Beim Gauly’schen Integralsatz des Raums verwendet man die Tatsache, dass das Innere von A durch
Rechtecke (zweidimensionale Quader) ausgeschopft werden kann, die sich nur in Randpunkten schneiden, und dass
Rechtecke Normalbereiche beziiglich beziiglich beider Koordinatenachsen sind.

Insbesondere gelten die Sétze also fiir Vollkreise und Vollkugeln von beliebigem Radius r € R*. Denn in Dimension 2
sind die Begrenzungsfunktionen gegeben durch ¢ : [—r,7] = R, x — —v72—x2und ) : [-1,r] = R, x — V12 —x2,
und in Dimension 3 auf dem Vollkreis K, vom Radius r durch ¢ : K, = R, (x,y) = —/r2—x2—y2und ¢ : K, - R,
(x,y) — +/12—x2—y2. Diese sind zwar stetig, aber eben nur im Inneren ihrer Definitionsbereiche auch stetig
differenzierbar.

Der folgenden Sétze zeigen, wie sich die Divergenz und die Rotation in einem Punkt geometrische interpretieren
lassen.

Satz 5.34 Sei U C R? offen, p € U und F : U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Fiir jedes r € R* sei K, € R? der Vollkreis vom Radius r um p, v : K, — R? sein duReres
Einheitsnormalenfeld, und es sei v, : [0,27] — 9K, die positiv orientierte Randkurve gegeben
durch y,.(t) = p + (r cos(t), r sin(t)). Dann gilt

1
div(F)(p) = lim — | (F,v)ds.
r—0 712 ;




Beweis: Fiir jedes r € R* mit K, € U sei m_(r) das Minimum und m, (r) das Maximum der Funktion div(F) auf
K.. Nach Satz dem Mittelwertsatz der Integralrechnung, gilt jeweils m_(r)v,(K,) < fK, div(F)(x,y)d(x,y) <
m.(r)v,(K,). Dabei ist v,(K,) = ©r? der Flacheninhalt des Kreises vom Radius r. Durch Anwendundung von Satz
dem Gaul’schen Integralsatz der Ebene, erhalten wir

m_(r) < #L}F,v}ds < my(r).

Lassen wir nun r gegen null laufen, dann konvergieren die Werte m_(r) und m,(r) beide auf Grund der Stetigkeit
der Divergenz gegen div(F)(p). O

Satz 5.35 Sei U C R offen, p € U und F : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Fiir jedes r € R* sei K, C R? die Kugel vom Radius r um p und v : 3K, — R? das zugehérige
Einheitsnormalenfeld. Dann gilt

div(F)(p) = }1_1)1?) (%m’B)_1 (F, v) dA.
(0K;,7)

Beweis: Hier lduft der Beweis weitgehend analog. Wieder sei fiir jedes r € R* mit K, C U jeweils m_(r) das
Minimum und m_(r) das Maximum der Funktion div(F) auf K,. Nach Satz gelten jeweils die Ungleichungen
m_(r)vs(K,) < fKr div(F)(x,y)d(x,y) < m,(r)vs(K,). Dabei ist v5(K,) = %nr?’ das Volumen der Kugel vom Radius
r. Durch Anwendundung von Satz dem rdumlichen Gau’schen Integralsatz, erhalten wir

1

m.(r) < 5 J (F,v)ds < my(r).
37r° J (o,

Lassen wir nun r gegen null laufen, dann konvergieren auch hier die Werte m_(r) und m,(r) beide gegen den Wert

der Divergenz an der Stelle p. |

Satz 5.36 Sei U C R? offen und F : U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei
p € U, und seien v,w € R? zwei zueinander orthognale Vektoren der Lénge 1. Fiir jedes r € R*
sei v, : [0,2] — R? die Kreislinie definiert durch y,(t) = p + r cos(t)v + rsin(t)w, und es sei
n=v x w. Dann gilt
(rot(F),n) = lim 1 (F, ds).
r—0 27r

i

Beweis: Sei ¢ : R? — R gegeben durch ¢ (x, y) = p+xv+yw, und fiir jedes r € R" sei K, C R? der Vollkreis vom Ra-
dius r. Fiir jedes r € R* mit ¢(K,.) C U sei m_(r) das Minimum und m_ (r) das Maximum der Funktion g = (rot(F), n)
auf ¢(K,). Bezeichnet yy die charakteristische Funktion von K,, dann gilt jeweils m_(r)yx. < go ¢ < m, (r)xx,-
Integrieren wir die Funktion g o ¢ iiber K., so erhalten wir gerade das Flachenintegral 2. Art f(K” ¢)(rot(F ), dA). Fiir
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alle (x,y) € K, gilt nimlich ¢'(x, y)(e1) = v, ¢"(x,¥)(es) = w, also ¢"(x, ¥)(e1) X ¢'(x,¥)(es) = v x w = n und
somit

f (rot(F),dA) = f((rot(F)°¢)(x,y),n°¢)d(x,y) = f(g°¢)(x,y)d(x,y)-
K,¢) K, K,

Die Integration der Funktion m_(r)yy liefert dagegen m_(r)nr?, und die Integration von m_ () Xk, liefert m, (r)mr.
Auf Grund der Monotonie des (zweidimensionalen) Riemann-Integrals gilt also m_(r)mr? < f ., ¢)(rot(F ),dA) <
m_ (r)mr?. Auf Grund des Stokes’schen Integralsatzes, Satz , ist der Ausdruck in der Mitte gleich fh (F, ds), denn
nach Defintion ist y, gleich ¢ o &, mit der positiv orientierten Randkurve &, : [0,21] — R2, t — (r cos(t), r sin(t))
von K,.. Multiplizieren wir die Ungleichungen mit (7r7?)~! und lassen r wiederum gegen null laufen, so konvergieren
m_(r) und m_(r) gegen (rot(F)(p),n), und wir erhalten das gewiinschte Ergebnis. O




§ 6. Einfiihrung in die Lebesguesche Integrationstheorie

Zusammenfassung. Das Definition des Riemann-Integrals ist zwar vergleichsweise einfach, aber unnétig re-
striktiv, d.h. eine Vielzahl von Funktionen (zum Beispiel solche mit unbeschrédnktem Definitionsbereich oder
unbeschrankter Wertemenge) lassen sich nicht integrieren, obwohl die Zuordnung eines Integrals vom geome-
trischen oder rechnerischen Standpunkt her durchaus sinnvoll wére. Diese starke Einschrankung fiihrt auch
dazu, dass fiir Aussagen iiber die Vertauschbarkeit der Integration mit Grenziibergéngen starke Voraussetzun-
gen notig sind, die ihrer Anwendbarkeit entgegenstehen.

Diese Miangel werden durch die Verallgemeinerung des Riemann-Integrals zum Lebesgue-Integral weitgehend
behoben. In diesem Abschnitt geben wir die Definition dieses Integrals an, kldren die Beziehung zum Riemann-
Integral und beweisen einige elementare Rechenregeln. Aul3erdem befassen wir uns mit der fiir die Anwendung
wichtigen Vertauschbarkeit der Integration mit Grenziibergdngen und Ableitungen.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— Halbnormen auf R-Vektorriumen — Eigenschaften des Raums £, und

— Majoranten, Obersummen und der Raum Z, — Rechenregeln fiir das Lebesgue-Integral

— Raum £, der Lebesgue-integrierbaren Funktionen - Beziehung zwischen dem Riemann- und dem

Lebesgue-Integral
— Lebesgue-Integral einer Funktion f € L(IR") & &
— Satz von Beppo-Levi iiber monotone Konvergenz
— Satz von Lebesgue {iber majorisierte Konvergenz

— Stetigkeit des Lebesgue-Integrals

— Differentiation unter dem Integralzeichen

In diesem Abschnitt werden wir neben einer Erweiterung des Integralbegriffs auch das Verhalten von Funktionen bei
Grenziibergéngen betrachten. Dabei unterscheidet man grundsatzlich zwei verschiedene Arten von Konvergenz. Fiir

jede Funktion f : X — R auf einem metrischen Raum X setzen wir

Iflle = sup{lf()l|xeX} € R,u{+oo}.

Die Funktion f ist also genau dann beschrankt, wenn ||f ||, € R, gilt. Man sagt, eine Folge (f,,),en von Funktionen
fa : X — R konvergiert punktweise gegen eine Funktion f : X — R, wenn lim,, f,(x) = f(x) fiir alle x € X erfiillt

ist. Gilt sogar lim,, ||f, — f |lec = 0, dann spricht man von gleichméifBiger Konvergenz.

Das Riemann-Integral, das wir bisher betrachtet haben, weist zwei gravierende Méngel auf. Zum einen ist es nur
fiir Funktionen mit beschranktem Definitionsbereich definiert. Dagegen kann einer Funktion wie zum Beispiel f :

[1,+o00[ > R, x — xlz bereits kein Riemann-Integral mehr zugeordnet werden. Fiir jedes a € R, a > 1 gilt allerdings

Jlaf(x)dx = [—%]? = 1—%
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so dass im Prinzip nichts dagegen sprechen wiirde, dieser Funktion das Integral

¢ 1
f flx)dx = ligrn f f(x)dx = lim (1——) = 1 zuzuordnen.
[1,400[ e a

Allerdings ist diese indirekte Definition iiber Grenzwerte besonders im Mehrdimensionalen sehr unhandlich. Bei-
spielsweise muss man sicherstellen, dass die vielen verschiedenen Moglichkeiten, einen Grenziibergang durchzu-
fiihren, alle denselben Grenzwert liefern.

Ein weiterer Nachteil des Riemann-Integrals besteht darin, dass es nur unter sehr starken Voraussetzungen mit Gren-
ziibergéngen vertauschbar ist, die in den Anwendungen nur selten vorliegen. Als Beispiel betrachten wir die Dirichlet-
Funktion y :[0,1] — R gegeben durch

x(x) =
0 sonst.

{1 falls x € Q

die, wie wir bereits gesehen haben, nicht Riemann-integrierbar ist. Sei nun (x,),cy €ine Folge, die alle Elemente aus
N =[0,1]n Q durchlauft. Definieren wir eine Funktionenfolge (y,),en durch

Xn(x) =

1 falls x € {xq,...,x,}
0 sonst

dann konvergiert die Folge (x,),en Punktweise gegen y, aullerdem stimmt y mit allen y, auf3erhalb der Nullmenge
N {iberein. Deshalb wére es nur natiirlich, der Funktion y das Integral

1 1
J x()dx = limf xn(x)dx = 0 zuzuordnen.
0 = Jo

Unser Ziel besteht nun darin, den Integralbegriff so zu verallgemeinern, dass unter anderem auch diesen beiden
Beispielfunktionen zu integrierbaren Funktionen werden. Wir beginnen mit der Einfiihrung zweier wichtiger Grund-
begriffe der Funktionalanalysis.

Definition 6.1 Sei V ein R-Vektorraum bestehend aus reellwertigen Funktionen auf einer
Menge X. Fiir jedes f € V bedeute die Notation f > 0, dass f(x) > O fiir alle x € X erfiillt ist.
Ein positives Funktional auf V ist dann eine lineare Abbildung ¢ : V — R mit der Eigenschaft,
dass ¢ (f) = 0 fiir alle f € V mit f > 0 gilt.

Wir werden weiter unten feststellen, dass durch Integrale auf Funktionenrdumen positive Funktionale gegeben sind.

Definition 6.2 Eine Abbildung p : V — R, auf einem R-Vektorraum V wird Halbnorm auf V
genannt, wenn die Bedingungen p(Av) = |A|p(v) und p(v + w) < p(v) + p(w) fiir alle v,w € V
erfiillt sind.




Wie bei den normierten R-Vektorrdumen bezeichnen wir eine Teilmenge U C V eines R-Vektorraums V mit einer
Halbnorm p als offen, wenn fiir jedes Element u € U ein ¢ € R* existiert, so dass der offene Ball B, (wW={veV|
p(v —u) < ¢} in U enthalten ist. Man {iberpriift unmittelbar, dass auch in dieser Situation endliche Durchschnitte
und beliebige Vereinigungen offener Teilmengen wieder offen sind, und dass die leere Menge U und der gesamte R-
Vektorraum V zu den offenen Teilmengen zdhlen. Mit anderen Worten, die in diesem Sinne offenen Mengen bilden
eine Topologie auf V. Dies ermdglicht es auch, vom Abschluss A und vom Inneren A° einer Teilmenge A C V zu
sprechen.

Lemma 6.3 Ist (V,p) ein R-Vektorraum mit einer Halbnorm und U C V ein Untervektorraum,
dann ist auch der Abschluss U von U in V ein Untervektorraum.

Beweis: Wir iiberpriifen fiir die Teilmenge U C V die Untervektorraum-Eigenschaften. Wegen U C U gilt zunichst
0y € U. Seien nun v,w € U und A € R vorgegeben. Zu zeigen ist v +w € U und Av € U; dabei kénnen wir
A # 0 voraussetzen. Wir miissen nun iiberpriifen, dass fiir jedes ¢ € R* die offenen Bille B,.(v+w) und B, .(Av)
Elemente aus U enthalten. Wegen v,w € U gibt es Elemente v € B 1 (v)NU und w’ € B 1 (W) NnU. We11 U ein

Untervektorraum von V ist, gilt v/+w’ € U, auRerdem p((v'+w’)— (v+124/)) =p((v'=v)+(' w)) < p(v'=v)+p(w'—
w) < 56 + 55 = ¢ und somit v’ +w’ € B,(v +w). Damit ist v + w € U nachgewiesen. Wegen v € U gibt es auch einen
Vektor v’ € B,, |3/-1,(v)NU. Wiederum ist Av" in U enthalten, und es gilt p(Av" —Av) = [A|p(v"—v) < A e = ¢,
also Av” € B, .(Av). Dies zeigt, dass auch Av in U liegt. O

Ein wichtiger Unterschied zu den normierten R-Vektorraumen besteht darin, dass man durch d(v, w) = p(w—v) keine
Metrik erhélt, weil die Aquivalenz d(v,w) = 0 < v = w nicht im Allgemeinen erfiillt ist. Die Bedingungen d(v,v) = 0

d(w,v) = d(v,w) und die Dreiecksungleichung d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) fiir alle u,v,w € V bleiben aber erfiillt.
Man bezeichnet eine Abbildung d mit diesen Eigenschaften als Halbmetrik. In Mengen X mit einer Halbmetrik d
ist es nach wie vor sinnvoll, von Konvergenz zu sprechen: Man bezeichnet eine Folge (x,),en in X als konvergent
gegen einen Punkt a € X, wenn lim, d(a, x,) = 0 in R gilt. Allerdings ist dieser Grenzwert im Allgemeinen nicht
mehr eindeutig. Auf Grund der fehlenden Eindeutigkeit kann die Bezeichung lim,, x,, fiir den Grenzwert nicht mehr
verwendet verwendet werden.

Eine Abbildung ¢ von einem halbnormierten R-Vektorraum (V, p) in einen metrischen Raum (X, d) bezeichnen wir
als stetig in einem Punkt a € V, wenn fiir jede Folge (v,),en, die gegen a konvergiert, jeweils lim, ¢ (x,) = ¢(a)
in (X, d) gilt. Wie bei den metrischen Rdumen beweist man auch hier das £-§-Kriterium: Die Abbildung p ist genau
dann stetig in a, wenn fiir jedes ¢ € R" jeweils ein § € R* existiert, so dass fiir alle v € V mit p(v —a) < & jeweils
d(¢(a), ¢ (v)) < ¢ gilt. Der folgende Satz wird nun das Hauptwerkzeug sein, mit dem wir das Riemann-Integral zum
Lebesgue-Integral erweitern werden.

Satz 6.4 Sei (V,p) ein R-Vektorraum mit einer Halbnorm, (W, || - ||) ein Banachraum, U € V
ein Untervektorraum und ¢ : U — W eine stetige lineare Abbildung. Dann existiert genau eine
stetige Fortsetzung von ¢ zu einer Abbildung ¢ : U — W, und diese Abbildung ist wiederum
linear.

Beweis:  Zunichst beweisen wir die Eindeutigkeit der stetigen Fortsetzung. Nehmen wir an, dass durch 2,1’
U — W zwei solche Fortsetzungen gegeben sind. Sei v € U beliebig vorgegeben. Dann existiert fiir jedes n € IN ein
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u, € B, 1(v)NU. Somit ist (u,) e eine Folge in U, die gegen v konvergiert. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ und P’
gilt nun Y (v) = lim,, Y (u,,) = lim,, ¢ (u,) = lim, ¢’ (u,) = y’(v), wodurch die Eindeutigkeit bewiesen ist.

Zum Nachweis der Existenz sei wiederum v € U vorgegeben. Wie oben gezeigt, existiert in U eine Folge (u,,),en»
die gegen v konvergiert. Sei nun ¢ € R* vorgegeben. Weil ¢ : U — W im Nullpunkt stetig ist, existiert ein 5 € R*,
so dass fiir alle u € U aus p(u) < & jeweils ||¢(u)|| < € folgt. Sei nun N € IN so gewéhlt, dass p(u, —v) < %5
fiir alle n > N gilt. Fiir alle m,n > N gilt dann jeweils p(u, —u,,) < p(u, —v) +p(v—u,) < %5 + %5 = 6 und
somit ||¢(u,) — ¢ (w )l = ll¢(u, —uy)ll < e. Dies zeigt, dass (¢ (u,))nen €ine Cauchyfolge in W ist. Auf Grund
der Vollstiandigkeit existiert ein Grenzwert w = lim, ¢ (u,,) dieser Folge in W, und wir definieren ¢(v) = w. Diese
Definition ist von der Wahl der Folge (u,),cy unabhéngig. Sei namlich (i) ),cy eine weitere Folge in U, die gegen
v konvergiert, und lim,, ¢ (u/) der zugehérige Grenzwert in W. Sei ¢ € R* beliebig vorgegeben. Dann existiert ein
N € N mit p(u),—v) < %6 und p(u,—v) < %5 fiir alle n > N. Es folgt p(u/,—u,) < p(u,—v)+p(v—u,) < %5+%5 =6
und somit [|¢ (u),) — ¢ (u,)|| < ¢ fiir alle n > N. Damit ist bewiesen, dass lim,, ¢ (u,,) und lim, ¢ (u,) {ibereinstimmen.

Nun miissen wir noch zeigen, dass durch unsere Definition tatsichlich eine stetige, lineare Abbildung ¢ : U — W
definiert ist. Zum Nachweis der Linearitit seien v,v’ € U Vorgeg_eben. Dann existieren FE)lgen () nen und (¢ )pepy in
U, die gegen v bzw. v’ konvergieren, und nach Definition gilt ¢ (v) = lim,, ¢ (u,) und ¢(v') = lim,, ¢ (u/,). Die Folge
(u, + 1 )pen ist ebenfalls in U enthalten und konvergiert gegen v + v/, woraus sich

FOv+v) = lmplu,+u) = lm(pw)+é@) = lme@,)+imew) = @0)+()

ergibt. Genauso zeigt man, dass fiir jedes A € R und jedes v € U die Gleichung ¢(Av) = A¢ (v) erfiillt ist.

Zum Nachwetis der Stetigkeit von ¢ auf ganz U verwenden wir das ¢-5-Kriterium und beweisen die Stetigkeit zunéchst
im Nullpunkt. Sei € € R* vorgegeben. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ im Nullpunkt existiert ein 5 € R*, so dass fiir
alle u € U aus p(u) < & jeweils ||¢ (u)|| < %e folgt. Sei nun v € U mit p(v) < %5 vorgegeben. Dann gibt eine Folge
(u,)nen und in U, die gegen v konvergiert, und nach Definition gilt ¢(v) = lim, ¢ (u,,). Sei N € IN so gewlt, dass
p(u,—v) < %5 sowie ||¢ (1) —p (V)| < %8 fiir alle n > N gilt. Dann erhalten wir p(u,,) < p(u,—v)+p(v) < %5+%6 =
6 und somit ||¢ (u,)|| < %s fiir alle n > N. Daraus wiederum folgt || (v)|| < || (vV)— ¢ (w )|+ [l (w,)l] < %s+ %s =¢
fiir diese n, wodurch das e-6-Kriterium verifziert ist. Mit der Stetigkeit im Nullpunkt und der Linearitit kénnen wir
nun sogar die gleichmiRige Stetigkeit von ¢ auf ganz V beweisen: Ist ¢ € R*, dann existiert (wie soeben bewiesen)
ein § € R* mit p(v) < & = ||¢(v)|| < ¢ fiir alle v € U. Sind nun v,v’ € U mit p(v' —v) < & vorgegeben, dann folgt

IO ) =M= lg(v' =Wl <. O

Wir konstruieren nun den konkreten, halbnormierten R-Vektorraum, auf den dieser Satz angewendet werden soll.
Fiir jedes n € IN sei C,, die Menge aller stetigen Funktionen f : R"™ — R mit kompaktem Tréger. Dazu erinnern wir
daran, dass der Tréger einer Funktion f der Abschluss der Menge {x € R" | f(x) # 0} ist. Ist Q € R" ein Quader
mit Q° 2 supp(f), dann ist die Nullfortsetzung von f auf Q (die wir ebenfalls mit f bezeichnen) eine Riemann-
integrierbare Funktion auf Q. Wie wir bereits in § 3 festgestellt haben, ist das integral f a f (x)dx unabhéngig von der
Wahl des Quaders Q, so dass wir einfach f f(x)dx fiir das Integral {iber einen beliebigen solchen Quader schreiben
konnen.

Im weiteren Verlauf der weiteres Diskussion wird der folgende Grundbegriff noch eine wichtige Rolle spielen: Eine
halbgeordnete Menge (X, <) nennt man einen Verband, wenn fiir alle x,y € X die Teilmenge {x, y} ein Infimum
und ein Supremum besitzt, das man dann mit x A y und x V y bezeichnet.




Proposition 6.5

(i) Die Menge C, ist ein R-Vektorraum, mit der punktweisen Addition und Multiplikation.

(ii) Die Menge C, ist beziiglich der Halbordnung definiert durch f < g & Vx e R": f(x) <

g(x) ein Verband, mit (f A g)(x) = min{f (x), g(x)} und (f Vv g)(x) = max{f (x), g(x)}
fir alle x € R".

(iii) Die AbbildungI:C, = R, f — f]R" f(x)dx ist ein positives lineares Funktional, und es
gilt [I(f)| < I(|f]) fir alle f €C,,.

Beweis: zu (i) Bekanntlich ist die Nullfunktion eine stetige Funktion. Die Summe zweier stetiger Funktionen
f,g& : R* - R mit kompaktem Trager ist wiederum stetig, und der Tréger von f + g ist in supp(f) U supp(g)
enthalten, also wiederum kompakt. Fiir jedes A € R ist auch Af stetig, und es gilt supp(Af) € supp(f ). Dies zeigt,
dass auch Af in C, enthalten ist.

zu (ii) Wir beschridnken uns beim Beweis der Aussage auf das Infimum. Seien f, g € C, vorgegeben. Wir zeigen,
dass die Funktion u : R" — R mit u(x) = min{f (x), g(x)} wieder in C, liegt. Daraus folgt direkt, dass u = f A g gilt,
denn offenbar gilt u < f und u < g, und ist h € C, eine weitere Funktion mit h < f und h < g, dann gilt fiir alle
x € R" jeweils h(x) < f(x) und h < g(x), also h(x) < min{f (x), g(x)} = u(x) und damit h < u.

Zum Beweis von u € C, bemerken wir zunéchst, dass supp(u) in supp(f ) Usupp(g) enthalten und somit kompakt ist.
Die Stetigkeit von u beweisen wir mit dem e-5-Kriterium: Ist ¢ € R* und x € R" vorgegeben, so gibt es 5,65, € R*,
so dass fiir alle y € R" mit ||y —x||, < &, jeweils |f (y)—f (x)| < € und fur alle ||y —x||, < &, jeweils |g(y)—y(x)| < &
erfiillt ist. Setzen wir 6 = min{6,, 6,}, dann gilt fiir alle y € R" mit ||y —x||, < 6 jeweils f(x)—e < f(y) < f(x)+¢
und g(x)—e < g(y) < g(x)+e. Firdiese y giltdann u(y) = f(y) > f(x)—e oder u(y) = g(y) > g(x)—¢, auf jeden
Fall also u(y) > u(x)—e. Ebenso gilt u(y) < f(y) < f(x)+eund u(y) < g(¥) < g(x)+¢ und damit u(y) < u(x)+e.
Insgesamt gilt also u(x)—e < u(y) < u(x) + ¢ fiir alle y € R" mit ||y — x||, < &, womit die Stetigkeit von u im Punkt
x bewiesen ist.

zu (iii) Die erste Feststellung ergibt sich direkt aus den Rechenregeln fiir das Riemann-Integral aus Proposition 1.9
Die Ungleichung |I(f)| < I(|f]) fiir beliebige f € C, (sogar fiir beliebige Riemann-integrierbare Funktionen) hatten
wir als Zwischenschritt beim Beweis von Lemma gezeigt. |

Wir definieren uns nun einen halbnormierten R-Vektorraum, auf den wir Satz anwenden konnen.

Definition 6.6 Sei f : R" — R eine beliebige Funktion und (g,,),en €ine Folge in C, mit
gm = O fiir alle m € IN. Wir bezeichnen die Reihe Z;’;l gm als Majorante von f, wenn die
Bedingungen

Ifl< ng und Zl(gm) < +o00
m=1 m=1

erfiillt sind. Die reelle Zahl Z:lo: 11(g) bezeichnen wir dann als Obersumme von f .

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir mit En die Menge aller Funktionen f : R" — R, die eine Majorante besitzen.
Fiir jedes f € Z,, sei ||f]|; das Infimum der Menge aller Obersummen von f.




Proposition 6.7  Sei (g,,),<n eine Folge in £, mit Z:’:l llgnll;y < +oo und f : R - R
eine Funktion mit der Eigenschaft |f| < ZT,;=1 |g,,|- Dann ist auch f in £, enthalten, und es gilt

11 < Doy gl

Beweis: Sei ¢ € R vorgegeben. Nach Voraussetzung existiert fiir jedes m € IN eine Majorante Zlojl h; von g,

die wir jeweils so wihlen konnen, dass 221 I(hy;) < |lgmlls + 27 ™e erfiillt ist. Es gilt dann || < Z;ozl lgm| <
oo o

D1 2aicn Mimi> und auBerdem

D) < D lgmlli+27e) = D llgalh +e
i m=1 m=1

m=1 i=

—

Dies zeigt, dass auch f eine Majorante besitzt, also in £, enthalten ist, und dass ||f||; < Z:;l llgmll: + & fr alle
£ € R gilt. Da ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, erhalten wir die Abschitzung ||f||; < Z:.lo:l llgmlli- O

Die folgende Notation hatten wir im letzten Semester bereits auf den Ubungsblittern eingefiihrt: Ist g : R® — R eine
beliebige beschrankte Funktion, dann setzen wir ||g||oo = sup{g(x) | x € R"}.

Folgerung 6.8

@) Ist f € £, und g : R" — R beschrinkt, dann liegt auch f g in Z,,, und es gilt
gl < Nf - 118 lloo-

(ii) Die Menge L, ist ein R-Vektorraum, der C, als Untervektorraum enthalt, und ||-|| ist eine
Halbnorm auf Z,,.

Beweis: zu (i) Ist Z;o:l h,, eine Majorante von f, dann ist Z;ozl h,, - |lglleo offenbar eine Majorante von f g,
mit der Obersumme Z;ozll(hmHgHoo) = |lglleo Z;o:l I(h,,) < 4+oo. Fiir die Abschitzung von ||f g||; diirfen wir
voraussetzen, dass g nicht die Nullfunktion und folglich ||g||o, 7# O ist. Ist dann &€ € R* vorgegeben, so finden
wir eine Majorante .~ h,, von f mit >, I(h,) < lIfll; + llglizle. Es folgt dann ||f gll, < Yoo I(hyliglle) <
lIf111glles + €, und weil diese Abschitzung fiir jedes € € R* giiltig ist, folgt ||f gll; < If 1 - 11€loo-

zu (ii) Wir zeigen, dass Z,, ein Untervektorraum des R-Vektorraums aller R-wertigen Funktionen auf R" ist. Die
Nullfunktion ist offenbar in Z, enthalten, denn Z;ozl 0 ist eine Majorante der Nullfunktion mit Obersumme null.
Seien nun f,g € £, und A € R vorgegeben. Fiir beide Funktionen existieren nach Definition Majoranten Z:;l h,,
bzw. > >0 h' . Wegen |f +g| < |f|+gl < X0 (A, + 1) und [Af| = Y.° Ak, und auf Grund der Endlichkeit
von 2. %0 I(h,+h )= I(hy)+ D I(R, ) und Y0 I(|AlRy,) = Al Yoo I(h,,) sind auch f + g und Af in
L, enthalten. Dass C, in £, enthalten und somit ein Untervektorraum ist, ist offensichtlich, denn jedes f € C, besitzt
die Folge (gm)men mit g = |f ], gn = O fiir m > 2 als Majorante, mit I(|f|) als Obersumme.

Nun zeigen wir, dass durch | - ||; eine Halbnorm auf £, definiert ist. Fiir vorgegebenes ¢ € R* kénnen die beiden
Majoranten von f und g so gewéhlt werden, dass Z:lo:1 I(h,) < |Ifll; + %s und Z:’zll(h;n) < llgll; + %8 gilt.
Es folgt dann >, I(h, +h.) < lIfll, + ligly + ¢, also |If +gll; < lIfll; + llgll, + ¢ fiir alle ¢ € R* und damit
IIf +glli < lIfll; + lIgll;. Durch Anwendung von Teil (i) auf die konstante Funktion g = A erhalten wir auch die
Ungleichung ||Af ||; < |Alllf|l;- Fiir den Beweis der umgekehrten Ungleichung diirfen wir A # 0 voraussetzen. Auf
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Grund der bereits bewiesenen Ungleichung gilt ||f|l; = |27 (Af)|l; < |AI7}|Af||;. Durch Multiplikation mit |A| auf
beiden Seiten erhalten wir |A|||f||; < ||Af]|;, insgesamt also Gleichheit. m|

Um unseren Satz [6.4] anwenden zu kénnen, benétigen wir noch die Stetigkeit des positiven linearen Funktionals I
auf C,,. Dies erfordert ein wenig Vorbereitung.

Satz 6.9 (Satz von Dini)

Sei X ein kompakter metrischer Raum und (f,,),,eiv €ine monoton wachsende Folge stetiger
Funktionen f,, : X — R. Sei f : X — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass (f,,)men
punktweise gegen f konvergiert. Dann konvergiert (f,,)men auch gleichmé@ig gegen f.

Beweis: Fiir vorgegebenes ¢ € R* und m € IN sei jeweils U,, = {x € X | f (x)— f,,(x) < €}. Auf Grund der Stetigkeit
von f,, und f ist jedes U, offen. Auf Grund der punktweisen Konvergenz bilden sie auRerdem eine Uberdeckung von
X, denn fiir jedes x € X gibt es ein m € IN mit f (x)— f,,(x) < ¢, und dann gilt x € U,,. Wegen f — f,,,.1 < f — f, gilt
jeweils U,, € U,,,,. Weil X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von (U,,) e, und wegen U,,, € U,,;,

fiir alle m somit ein £ € IN mit U, = X. Fiir alle m > £ und x € X gilt also f (x)—f,,(x) < €. Damit ist die gleichmé&Rige
Konvergenz bewiesen. O

Proposition 6.10
(i) Fir jedes f €C, mit f =0 gilt I(f) =|If ;.

(ii) Das positive lineare Funktional I : C, — R ist stetig beziiglich der Halbnorm || - ||;.

Beweis: zu (i) Bereits beim Beweis von Folgerung (ii) hatten wir bemerkt, dass f eine Majorante mit Ober-
summe I(f ) besitzt. Daraus folgt ||f||; < I(f). Zum Beweis der Ungleichung I(f) < ||f ||, sei Z:lozl gm eine beliebige
Majorante von f. Fiir jedes m € IN definieren wir h,, = f A (ka=1 gk). Nach Proposition (ii) ist auch h,, jeweils in
C, enthalten. Offenbar gilt supp(h,,) € supp(f) fiir alle m € IN. AuBerdem konvergiert die Folge (h,,),eny Punktweise
gegen f. Sind namlich x € R" und ¢ € R* vorgegeben, dann existiert wegen Z;o: 18m(x) = f(x) ein M € IN mit
Z,Tzl 2i(x) > f(x)—¢ fir alle m = M, und es folgt f (x) —e < h,,,(x) < f(x) fir diese m.

Weil die Tréager von f und h,, in der kompakten Menge supp(f ) enthalten und die Folge (h,,,),,cy auflerdem monoton
wachsend ist, kdnnen wir den Satz von Dini anwenden. Demnach konvergiert die Folge (h,,) e gleichmif3ig gegen
f,undnach Lemmafolgt darauslim,, I(h,,) = I(f). AuRerem gilth,, < ;" | g; und somitI(h,) < >, I(g;) <
>eo, I(g) fiir alle m € IN. Daraus wiederum folgt I(f) < >, | 1(g,,). Weil die Majorante >, | g, von f beliebig
vorgegeben war, erhalten wir I(f) < ||f||;, wie gewiinscht.

zu (ii) Dies ergibt sich unmittelbar aus Teil (i). Ist ndmlich f € C, und (f,,).en €ine Folge, die beziiglich || - ||; gegen
f konvergiert, dann gilt lim,, ||f,,, — f|l; = 0. Wegen 0 < |I(f,, — )| < I(|fu — ) < |lfm — fl; fiir alle m € IN folgt
lim,, |[I(f,,,) —I(f)| = lim,, |I(f,, — f)| = 0 aus dem Sandwich-Lemma, also lim,, I(f,,) = I(f). m|

Damit sind die Vorbereitungen zur Einfiihrung des Lebesgue-Integrals abgeschlossen. Es sei £,, der Abschluss von
C, im halbnormierten Raum (Z,, || - ||;). Nach Satz existiert eine eindeutige stetige Fortsetzung I der Funktion
I:C,— R"auf £,.




Definition 6.11 Wir nennen die Elemente von £, die Lebesgue-integrierbaren Funktionen
auf dem R", und fiir jedes f € £,, wird f fx)dx = I(f) das Lebesgue-Integralvon f genannt.

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich: Eine Funktion f : R"™ — R ist genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn f
in £, liegt und eine Folge (f,,) ey in C, mit lim,, ||f,, — f||; = O existiert. Das Lebesgue-Integral von f ist in diesem
Fall durch den Grenzwert

f fx)dx = n}irgojfm(x) dx  gegeben.

Fiir alle f € C, stimmt f - f(x)dx mit dem Riemann-Integral I(f ) tiberein, denn in diesem Fall wird lim lfm—flli=0
von der konstanten Folge gegeben durch f,, = f fiir alle m € N erfiillt.

Proposition 6.12

(i) Die Menge L, ist ein Untervektorraum von En.

(i) Ist f € £, und (f,,)nen eine Folge in £, mit lim,, ||f,, — f|l; = 0, dann ist auch f in £,
enthalten.

(iii) Sind f, g € £,, dann sind auch die Funktionen |f|, f A g und f V g in £, enthalten.

(iv) Sei f € £, und g : R" — R beschrankt. Ist g zusétzlich stetig oder g € £, dann folgt
fgeL,.
Beweis: zu (i) Dies ergibt sich unmittelbar aus Lemma [6.3]

zu (ii) Wegen f,, € £, existiert jeweils ein g,, € C, mit [|g, — fully < 5- Wegen l|g, — Flly < gm —Ffulli + Ifn—F 11
folgt aus lim,, ||f,,, — f |ll; = 0 auch lim,, ||g,, — f |l; = O. Dies zeigt, dass f in L, liegt.

zu (iii) Die Funktion |f| ist jedenfalls in £, enthalten, weil mit f auch |f| eine Majorante besitzt. Sei nun (f,,)nen
eine Folge in C, mit lim,, ||f,, — fll; = 0. Wegen ||f| — |f..|| < |f — f,,| gilt dann auch lim,, |||f,,,| — |f||l; = 0. Weil
die Funktionen |f,,| in C, enthalten sind, folgt daraus |f| € £,,. Die anderen beiden Aussagen ergeben sich nun
unmittelbar aus den Gleichungen f A g = %(f +g—|f—g)und fVg= %(f +g+If —gl-

zu (iv)  Sei (f,)rery Wiederum eine Folge in C, mit lim,, ||f,, — f[l; = 0. Nach Folgerung[6.8] (i) gilt
Ifg—rfnglh = lgloollfn—rflh

fiir alle m € IN. Ist g stetig, dann liegen die Funktionen f,,g alle in C,. Aus dem Sandwich-Lemma folgt lim,, ||f g —
fmg&lli = 0, und dies wiederum bedeutet, dass f g in £, enthalten ist. Ist g statt dessen ein Element aus £,, dann
wiéhlen wir fiir jedes m € N ein g,, € C, mit ||g,, — gll; < m falls f,, # O und setzen ansonsten g,, = 0. Dann
folgt || fin&€ — fin&mlli < finlloollg&m — &ll1 < % fiir alle m € IN. Zusammen mit der Abschitzung

||fmgm_fg”1 < ”fmgm_fmgul+||fmg_fg“1 < ”fmgm_fmgl'l+I|g||oo||fm_f“1

erhalten wir lim,, ||f,,&, —f gll; =0 und somit fg € L,. O




Proposition 6.13 (Rechenregeln fiir das Lebesgue-Integral)

(i) Seien f,g € £, und A € R. Dann gilt fﬁ(f + g)(x)dx = fﬂf(x)dx + fL g(x)dx und
[,Af)x)dx =24, f(x)dx.
(i) Firalle f € £, gilt| [, f(x)dx| < [ IfG)ldx =[],
(iii) Ist f € £, und (f,,)men eine Folge in £,, so dass lim,, ||f,, — fll; = O gilt, dann ist
lim,, fﬁfm(x)dx = fﬁf(x)dx.
(iv) Aus f = 0 folgt fo(x)dx > 0.

(v) Seif € £, und g : R" — R beschriankt und aulerdem stetig oder in £, enthalten. Dann
gilt die Abschatzung Ifcf(x)g(x) dx| < ||glleo fﬁ |f (x)|dx.

Beweis: zu (i) Dies folgt direkt aus Satz denn die Abbildung I : £, = R, f — fc f(x)dx ist die eindeutig
bestimmte stetige Fortsetzung von I : C, — R, und diese ist auf Grund des Satzes eine lineare Abbildung.

zu (ii) Wir fiihren die Aussage auf die Ungleichungen |[I(f)| < I(|f|) = |If|; fiir f € C, zurlick. Sei also f € £, und
(fin)men €ine Folge in C,, mit lim,, ||f,,—f||; = 0. Nach Definition des Lebesgue-Integrals gilt lim,, I(f,,,) = f - f(x)dx.
Wegen ||f,,| = f Il < |f;m—f1 gt lIfl = f Iy < |l fu—f|l; fiir alle m € IN und damit lim,, I(|f,,|) = fc |f (x)]dx. Nun

gilt
f fx)dx
c

Flir m — oo lauft der erste Summand auf der rechten Seite gegen Null und der zweite gegen f c |f (x)| dx. Daraus

<

+I <

J fl)dx —=1(fy) +I(|fn])-
L

J fa)dx—I(fy)
L

folgt die erste behauptete Ungleichung. Fiir die Gleichung betrachten wir

f|f(x)|dx = J|fm(x)|dx+(f |f(X)|dX—f |fm(x)|dx) =
c c c c

I(|fm|)+(f If(X)Idx—I(Ifml)) = fullh + (J If(X)Idx—I(IfmI)).
L L

Fiir m — oo konvergiert der erste Summand gegen ||f||; und der zweite gegen Null.

zu (iii) Dies folgt direkt aus Teil (ii), denn fiir alle m € IN gilt

f fm(X)dX—f flx)dx
c c

Lauft der Ausdruck rechts gegen Null, dann also auch der linke.

< f () —fO dx = I —fll.
L

zu (iv) Dies erhilt man durch fﬁf(x) dx = fﬁ If () dx =|f|l; = 0.

zu (v) Nach Proposition ist f g jedenfalls Lebesgue-integrierbar. Auerdem gilt

f f(x)g(x)dx
L

< Jlf(X)g(X)ldx = felh = gl -lfllh = ||g||m'f|f(x)|dx- O
L L




Definition 6.14 Eine Teilmenge B € R" heil3t endlich Lebesgue-messbar, wenn die charak-
teristische Funktion yj Lebesgue-integrierbar ist. In diesem Fall nennt man

ve(B) = J xp(x) dx das Lebesgue-Maf3 von B.
£

Die Menge B wird Lebesguesche Nullmenge genannt, wenn || yz||; = 0 gilt.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass jede Teilmenge M einer Lebesgueschen Nullmenge N wiederum eine Le-
besguesche Nullmenge ist. Aus M C N folgt y,; < xn und damit 0 < ||y 1l; < llxnll; = 0. Man sagt tiblicherweise,
dass eine Funktion f : R" — R eine Eigenschaft fast iiberall besitzt, wenn die Teilmenge N € R", auf der diese
Eigenschaft nicht gilt, eine Lebesguesche Nullmenge ist.

Proposition 6.15

(i) Eine Teilmenge N C R" ist genau dann eine Lebesguesche Nullmenge, wenn sie endlich
Lebesgue-messbar ist und v.(N) = 0 gilt.

(ii) Jede Nullmenge (wie in § 2 definiert) ist eine Lebesguesche Nullmenge.

Beweis: zu (i) ,=“ Ist||xyll; = 0, dann hat die Folge (f,,,)nen it C, gegeben durch f,, = O fiir alle m € IN die
Eigenschaft lim,, ||f,, — xn|l1 = 0. Dies zeigt, dass yy Lebesgue-integrierbar ist. Auflerdem gilt

ve(N) = JXN(x)dx = mliqlgoffm(X)dx = 0
L L

nach Definition des Lebesgue-Integrals.

»&“ Aus yy € £, und fL xn(x) dx =0 folgt || xnlls = fﬁ lxn ()] dx = fc xn(x) dx = 0 nach Proposition

zu (i) Seie € R* vorgegeben. Nach Definition der Nullmengen gibt es eine Familie (Q,,),,ey von Quadern mit N C
U, Quund 3.7 v(Q,,) < &. Fiir jedes m € IN kénnen wir ein ¢,, € R* wihlen, so dass I(xq, . ) < v(Q,)+&2™
gilt. Es ist dann 2:;1 Xq,.e, €ine Majorante von yy, und es gilt

n

Zn:l(me,gm) < Zv(Qm)+Zn:sz_m < €e4+& = 2&.
m=1 m=1

m=1
Weil ¢ beliebig vorgegeben war, folgt daraus || yy|l; = 0. O

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Lebesguesche Nullmenge eine Nullmenge ist, die beiden Begriffe sind also
dquivalent. Wir werden dieses Resultat aber nicht verwenden. Genau wie fiir die Riemann-integrierbaren Funktionen
gilt auch hier

Proposition 6.16 Seien f € £,, N € R" eine Nullmenge und f : R” — R eine Funktion mit
f(x) = f(x) fiir alle x ¢ N. Dann ist auch f Lebesgue-integrierbar, und die Lebesgue-Integrale
von f und f stimmen iiberein.




Beweis: Nach Voraussetzung gilt |f —f| < 21:1 ¥, und wegen || yy|l; = 0 folgt daraus || f —f ||, = 0 nach Proposition
m Dies zeigt, dass f —f eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit Lebesgue-Integral Null ist. Daraus wiederum folgt
auch die Lebesgue-Integrierbarkeit von f = (f — f) + f sowie die Gleichheit der Integrale. m|

Fir die spiatere Anwendung bemerken wir noch, dass Proposition giiltig bleibt, wenn die Ungleichung |f| <
Z;:l g nur fast tiberall erfiillt ist. Sei ndmlich N € R" die Nullmenge, auf der die Ungleichung nicht gilt und fy die
Funktion gegeben durch fy(x) =0 fiir alle x € N und fy(x) = f(x) fiir alle x € R" \ N. Nach Proposition in Z,,
und es gilt

(o]
Il < D lgnlh-
m=1

Die Funktion |f — fy| stimmt fast {iberall mit der Nullfunktion iiberein und ist somit nach Proposition Lebesgue-
integrierbar, mit [|f — fiyll; = [, |f — fiy|(x) dx = 0. Daraus folgt ||f [l < llfylly + IIf = fulls = lfwll:-

Definition 6.17 SeiQ € R" ein Quader und Z eine Zerlegung von Q. Wir bezeichnen f : Q —
R als Treppenfunktion beziiglich Z, wenn f |. flir jedes K € Q(Z) konstant ist. Wir bezeichnen
dieses konstanten Wert dann jeweils mit c.

Unser néchstes Ziel besteht darin, eine Verbindung zwischen dem Riemann- und dem Lebesgue-Integral herzustellen.

Lemma 6.18 Sei Q ein Quader und Z eine Zerlegung von Q.

(i) Die charakteristische Funktion y, liegt in £,, und es gilt f £ Xo(x)dx =v(Q).

(i) Ist f : Q — R eine Treppenfunktion beziiglich Q, dann liegt auch f in £,, und es gilt
[ F)dx = Doz cxv(K).

Beweis: zu (i) Seil = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall, wobei wir ausnahmsweise auch a = b zulassen. Fiir
jedes € € R* definieren wir eine Funktion y; . : R — R durch

0 fallsx <a—ecoderx>b+¢
1 fallsa<x<b
%(x—a+s) fallsa—e<x<a

%(a—x+b) fallsb<x <b+e.

Auferdem setzen Wir 6;, = ¥(q}r + X(p},.- Offenbar sind diese Funktionen stetig, und sie haben einen kompakten
Trager. Die Riemann-Integrale {iber diese Funktionen haben die Werte

b+e a b b+e
fxl,e(x)dx = f Are(x)dx = %f (x—a+s)dx+f 1dx+%f (e—x+b)dx
a a—e a b

—&

b+e

= [3x°+ (E—G)X]Z_S + [X]Z +1[(b+e)x— %xz]b

= %(%az +(e—a)a— %(a—e)2 +(a—e)+(b—a)+ %((b+s)2— %(b +e)¥—(b+e)b+ %bz)
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= lea—ia*+ia—e)+(b—a)+1(3(b+e)*—eb—1b?)
= l(ea—3a*+ia®—ea+3e)+(b—a)+ (30> +eb+ 36 —eb—3b%)
= %e+(b—a)+%e = (b—a)+e

und fx,’g(x)dx =¢e+e=2eIstnun Q = I} x ... x I, mit I; = [a;,b;] fiir 1 < j < n, dann definieren wir
XQe = l_[;l:l X1 und 64, =6y, V...V, .. Die Funktionen yq, und 64, sind beide in C, enthalten. Offenbar gilt
Xq.e = Xq- Somit ist die Reihe mit y, . als einzigem Glied ungleich null eine Majorante von y,. Dies zeigt, dass yq

im Raum £, enthalten ist.

AuBlerdem gilt o, — xq < 8¢ fiir alle hinreichend kleinen ¢ € R*. Ist ndmlich x € Q, dann gilt y, . = 1 = g, die
Differenz ist also gleich null. Fiir alle x € R™\ Q gilt dagegen X1, (x)=06 ,j’g(x) < 1 flir mindestens ein j € {1, ...,n},
weil die beiden Funktionen X1 und 6 Ie auf ]—oo, aj:| und [b is +OO[ iibereinstimmen, sobald ¢ < %(b ;—a;) erfiillt
ist. Daraus wiederum folgt

XQ,S(X)_XQ(X) = XQ,E(X) < le,e(x) = 5Ij,5(x) < 5Q,£(x)-

Die Ungleichung zeigt, dass die Reihe mit 6, als einzigem Term eine Majorante von y,, — ¥q ist. Die Funktion
0, nimmt nur im Bereich ]_[;lzl[aj —g,b.+¢€]\ ]_[;lzl[aj +¢,b; — €] Werte ungleich null an, die alle zwischen 0
und 1 liegen. Deshalb kann das Integral f 0q.¢(x)dx durch die Differenz l_[;lzl(bj —a;+2¢)— l_[;.lzl(bj —a; —2¢)
abgeschéitzt werden. Fiir jedes m € IN erhalten wir durch Einsetzen von & = % die Ungleichung

2 —xolli < f Soc()dx < []b;—a;+2)-]tb,—a;-2) ,
j=1 j=1

und dieser Ausdruck lauft fiir m — oo gegen null. Dies zeigt, dass y, in £, enthalten ist. Der Satz von Fubini liefert
auflerdem I(yq,.) = r[;"zll(x,j,g) = ]_[;lzl(bj —a; + ¢) Wegen lim,, ||)(Q,% — Xqll; = 0 ergibt sich damit fiir das
Lebesgue-Integral von y, nach Definition der Wert

f 1()dx = lim I(zg1) = lim []—¢;+5) = []-a) = v@.
c j=1 j=1

zu (ii) Abgesehen von einer (Jordanschen) Nullmenge stimmt die Treppenfunktion f mitg = >, o(z) Ck X Uberein.
Nach Teil (i), und weil £,, ein R-Vektorraum ist, liegt die Funktion g in £,. Nach Satz ... liegt damit auch f in £,, und
die Lebesgue-Integrale stimmen iiberein. Auf Grund der Linearitdt des Lebesgue-Integrals erhalten wir schlieBlich

Jf(x)dx = fg(x)dx = Z CKJ x(x)dx = Z cxv(K). O
c c c

KeQ(Z) KeQ(2)

In den vorherigen Kapiteln hatten wir die Riemann-Integrierbarkeit zunéchst nur fiir Funktionen auf Quadern defi-
niert und die Definition spater auf Funktionen mit einem Jordan-messbaren Definitionsbereich ausgedehnt. Entspre-
chend soll hier nun die Lebesgue-Integrierbarkeit fiir Funktionen mit allgemeinerem Definitionsbereich eingefiihrt
werden.




Definition 6.19

(i) Eine Teilmenge A € R" wird Lebesgue-messbar genannt, wenn sie als abzdhlbare Verei-
nigung von endlich Lebesgue-messbaren Mengen darstellbar ist.

(ii) Sei A € R" Lebesgue-messbar. Wir bezeichnen eine Funktion f : A — R als Lebesgue-
integrierbar, wenn die Nullfortsetzung f;, : R" — R von f Lebesgue-integrierbar ist. Wir
setzen in diesem Fall fAﬂf(x) dx = f[: fo(x)dx.

Nun kénnen wir den Zusammenhang zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral formulieren und beweisen.

Satz 6.20

(i) Jede Riemann-integrierbare Funktion auf einem Quader Q € R" ist Lebesgue-Integrierbar,
und das Riemann-Integral stimmt mit dem Lebesgue-Integral {iberein.

(ii) Jede Jordan-messbare Teilmenge A € R" ist endlich Lebesgue-messbar, und der Jordan-
Inhalt v(A) stimmt mit dem Lebesgue-MaR v,(A) tiberein.

Beweis:  Offenbar folgt Teil (ii) sofort aus Teil (i), denn nach Definition ist der Jordan-Inhalt von A gleich dem
Riemann-Integral tiber die charakteristische Funktion y,, und das Lebesgue-Maf3 gleich dem Lebesgue-Integral {iber
%a- Zum Beweis von (i) sei Q € R" ein Quader und f : Q — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dabei konnen
wir uns auf den Fall f > 0 beschrinken, denn aus der Lebesgue-Integrierbarkeit und der Ubereinstimmung der
Integrale fiir f* und f~ folgen direkt die entsprechenden Aussagen fiir f.

Sei nun ¢ € R* beliebig vorgegeben. Auf Grund der Riemann-Integrierbarkeit gibt es eine Zerlegung Z von Q mit
S}“(Z) - Sf_(Z) < €. Wir definieren zwei Treppenfunktionen g,h : Q — R, indem wir fiir jedes K € Q(Z) und jeden
Punkt x € K° jeweils g(x) = Ck s und h(x) = c;, 5 setzen. Fiir alle Punkte x € Q, die nicht im Inneren eines Teilquaders
K liegen, setzen wir g(x) = h(x) = f(x). Dann gilt 0 < g < f < h. Nach Lemma[6.18|gilt g,h € L. Jede Majorante
von h ist offenbar auch eine Majorante von f . Dies zeigt, dass f zumindest in Zn enthalten ist. Wegen f —g <h—g
folgt auflerdem

If —glh < lh—gly = J h—-9)X)dx = Y (G~ WK) = SH2-8(2) < -«
L

KeQ(Z2)

Wiéhlen wir nun fiir jedes m € IN jeweils eine Zerlegung Z,,, so dass die Differenz von Ober- und Untersumme durch
% beschrankt ist, und bilden wir die entsprechenden Treppenfunktionen g,, und f,,, dann gilt lim, ||f — g,.|l; = O,
und wir erhalten f € £, nach Proposition Das Riemann-Integral von f liegt jeweils zwischen der Unter- und
der Obersumme von f beziiglich Z,,, also zwischen dem Lebesgue-Integralen von g, und h,,. Wegen g,, < f < h,,
liegt das Riemann-Integral gilt nach Proposition (iii) dasselbe auch fiir das Lebesgue-Integral von f. Weil die
Differenz von Unter- und Obersumme fiir m — oo gegen null lauft, folgt daraus mit dem Sandwich-Lemma die
Ubereinstimmung von Riemann- und Lebesgue-Integral von f. |
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Auf Grund dieses Satzes werden wir von nun an in der Notation nicht mehr zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral
bzw. Jordan-Inhalt und Lebesgue-Maf} unterscheiden und den Index £ entsprechend weglassen. Eine unmittelbare
Konsequenz des Satzes ist auch die Ubereinstimmung des Riemann-Integrals auf einer Jordan-messbaren Menge mit
dem Lebesgue-Integral auf dieser Menge.

Kommen wir nun zum Beweis zweier wichtiger Konvergenzsétze fiir das Lebesgue-Integral.

Proposition 6.21 Sei (g;) eine Folge in En mit 2121 llgkll; < +oo. Dann gilt

(i) Die Reihe Z;::l |gi(x)| konvergiert fast iiberall.
(ii) Sei g:R"™— R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass fast tiberall die Gleichung g(x) =
Z;:il gi(x) erfiillt ist. Dann liegt g in £, und es gilt

m

g_zgk

k=1

lim
m—0oo

1

(iii) Gilt g € L, fiir alle k € IN, dann folgt g € £, und
oo
J glx)dx = Zf gr(x) dx.
k=1

Beweis: zu (i) Sei D € R" die Menge der Punkte, in denen die Reihe Z]: 1 18k(x)| divergiert. Dann gilt y, <
> roms lgxl fiir alle m € IN. Nach Proposition gilt [lxplly < Dopeer 18kl fiir alle m € IN, und auf Grund der
Gleichung lim,, Z]Zm +1 118klly = 0 folgt daraus || xpll; = 0. Also ist D eine Lebesguesche Nullmenge.

zu (i) Nach Voraussetzung gilt |g(x)| < Z,le | g (x)| fast iiberall. Auf Grund der Vorbemerkung kénnen wir Proposi-
tionauch in dieser Situation anwenden und erhalten g € Z,,. Wegen lim,,, Z;:Zm 1 llglly =0und llg—>37, gilly <
Z;:Zmﬂ llg«ll; gilt auch die zweite Aussage.

zu (iii) Fiirjedesm € INist Zle g in £, erhalten, es gibt deshalb ein f,, € C,, mit der Eigenschaft Hzrk":l gk — fm”1 <
%. Ist nun € € R* vorgegeben, dann kénnen wir m € IN so wihlen, dass sowohl % < %8 als auch die Ungleichung
e llgklly < 3e gilt. Es folgt dann

m

ng_fm

k=1

o
lg—Fulli <= D7 llgelh +

k=m+1

I
™
I
™

1

Daraus folgt sowohl die Lebesgue-Integrierbarkeit von g als auch die Gleichung

fg(X)dx = n}gngoffm(X)dx = rnlgngtogk(X)dX- O
k=1




Satz 6.22 (Satz von Beppo Levi iiber die monotone Konvergenz)

Sei A C R" Lebesgue-messbar und (f,,)»ev €ine fast iiberall monoton wachsende Folge Lebesgue-
integrierbarer Funktionen f,, : A — R mit der Eigenschaft, dass die Folge der Integrale
fA fm(x) dx beschrinkt ist. Dann gibt es ein Lebesgue-integierbare Funktion f : A — R, so
dass (f;,)men fast tiberall gegen die Funktion f konvergiert, mit

lim f fulx)dx = ff(x)dx.
A A

Beweis: Offenbar konnen wir uns beim Beweis auf den Fall A= R" beschrénken, indem wir die Elemente der Folge
(fin)men durch ihre Nullfortsetzungen ersetzen. Sei die Folge (g,,)men definiert durch g; = f; und g, = fin — fin1
fiir m > 2 und ¢ € R* eine obere Schranke fiir die Integrale {iber f,,,. Dann gilt fiir alle m € IN die Abschitzung

Z||gk||1 = ||f1||1+Z (fi—ficn) () dx = ||f1||1+ffm(x)dx—ffl(x)dx < 2lfqlly +c.
k=1 k=2 J Rn

Die Reihe Z:;l g1 ist also konvergent, aufSerdem gilt f,, = Z'knzl gy fir alle m € IN nach Definition der Folge
(gm)men- Wir kdnnen somit Proposition anwenden und erhalten die beiden gewiinschten Aussagen. O

Das Beispiel der Folge (¥,,)men Vvom Anfang dieses Kapitels zeigt, dass ein entsprechender Satz fiir Riemann-inte-
grierbare Funktionen falsch ist.

Der Satz iiber die monotone Konvergenz gilt auch fiir monoton fallende Folgen Lebesgue-integrierbarer Funktionen:
Man erhélt ihn dadurch, dass man den urspriinglichen Satz auf die Folge (—f;)rew anwendet. Hierbei muss man
dann natiirlich fordern, dass die Folge der Integrale nach unten beschréankt ist.

Satz 6.23 (Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz)

Sei A € R" Lebesgue-messbar und (f,,) e €ine Folge Lebesgue-integierbarer Funktionen f,,, :
A — TR, die fast {iberall gegen eine Funktion f : A — R konvergiert. Sei ferner g : A — R,
eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit |f,,| < g fiir alle m € IN. Dann ist auch f Lebesgue-
integrierbar, und es gilt

ff(x) dx = lim me(x) dx.
A m=ee Ja

Beweis: Wie beim Beweis des Satzes von Beppo-Levi konnen wir uns auf den Fall A = R" beschranken. Nach
Abédnderung der Funktionen f,,, f und g auf einer Nullmenge kénnen wir zusétzlich davon ausgehen, dass (f,,)men
tiberall gegen f konvergiert. Nun definieren wir fiir alle m, v € IN die Funktion g, , = max{f,,, fys1, - fn+»}- Mit
den f,, sind auch die g, , integrierbar. Definieren wir g, (x) = lim, g, ,(x) fiir alle x € R", dann gilt g,, = sup{f; |
i > m} fiir alle m € IN. Die Funktionenfolge (g, ,),en konvergiert also monoton wachsend gegen g,,, und die Folge




der Integrale ist durch f g(x)dx beschrénkt. Aus dem Satz von Beppo Levi folgt nun, dass alle g,, Lebesgue-
integrierbar sind, und dass jeweils

fgm(x)dx = 1}lirgo fgm’v(x)dx gilt.

Die Folge (g, )men konvergiert monoton fallend gegen f und ist betragsmél3ig ebenfalls durch das Integral iiber g
beschrénkt. Wir kénnen Satz also erneut anwenden und erhalten sowohl f € £, als auch die Gleichung

Jf(X)dx = n}irgofgm(x)dX-

Sei schlieBlich fiir jedes m € IN die Funktion h,, definiert durch h,,(x) = inf {f;(x) | i = m}. Genau wie zuvor
zeigt man, dass die h,,, alle Lebesgue-integrierbar sind und f f(x)dx = lirnmf h,,(x)dx gilt. Wenden wir nun das
Lebesgue-Integral auf die Ungleichungen h,, < f,, < g,, an und betrachten den Grenziibergang m — 00, dann

erhalten wir insgesamt die gewiinschte Gleichung f f(x)dx =1lim,, f fm(x)dx. O

Wir leiten aus dem Satz liber die majorisierte Konvergenz noch zwei wichtige Folgerungen ab: Die Stetigkeit parame-
terabhéngiger Integrale und die Vertauschbarkeit von Lebesguescher Integration mit partieller Differentiation. Beide
Ergebnisse sind fiir Riemann-Integrale nur sehr miihsam unter starkeren Voraussetzungen erzielbar.

Satz 6.24 Sei X ein metrischer Raum, A C R" Lebesgue-messbar, x, € X und f :AxX —» R
eine Funktion mit folgenden Eigenschaften.

(i) Die Funktion A — R, t — f(t,x) ist Lebesgue-integrierbar fiir alle x € X.

(ii) Es gibt eine nicht-negative, Lebesgue-integrierbare Funktion g auf A, so dass fiir alle x € X
jeweils |f (t,x)| < g(t) erfiillt ist, fiir fast alle t € A.

(iii) Die Abbildung X — R, x — f(t, x) ist fiir fast alle t € A stetig in x,.

Dann ist die Funktion F(x) = j f(t,x) dt stetig in x,.
A

Beweis: Sei (x;,)men €ine Folge in X mit lim,, x,,, = x,. Wir definieren eine Folge (f,,) e reellwertiger Funktionen
durch f,,(t) = f(t,x,,) fir alle t € Aund m € IN. Aullerdem sei f,(t) = f(t,x,). Auf Grund der Voraussetzung
(iii) konvergiert (f,,)men fast tiberall punktweise gegen f,. Wegen (i) handelt es sich um eine Folge Lebesgue-
integrierbarer Funktionen, und wegen (ii) gilt |f,,| < g fast tiberall, fiir jedes m € IN. Nach dem Satz iiber
die majorisierte Konvergenz gilt somit

lim F(x,,) = lim jf(t,xm)dt = lim ffm(t)dt = Jfo(t)dt = ff(t,xo)dt = F(xp).
Damit ist die Stetigkeit von F in x, bewiesen. m|

Fiir den folgenden Satz legen wir die folgende Notation fest: Ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, U € V
eine offene Teilmenge, A € R" beliebig und f : Ax U — R eine Funktion, dann bezeichnen wir fiir jeden Punkt
(t,x) € Ax U und jedes v € V durch 9, f (t, x) die Richtungsableitung von f nach v, sofern diese existiert.




Satz 6.25 Sei V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum, U C V offen, A C R"
Lebesgue-messbar, v € V mit ||[v]| =1 und f : Ax U — R eine Funktion. Wir setzen voraus, dass
f die folgenden Eigenschaften besitzt.

(i) Fiir alle x € U ist die Funktion A — R, t — f(t, x) Lebesgue-integrierbar.

(i) Es gibt eine Nullmenge N C A und eine nicht-negative, Lebesgue-integrierbare Funktion
g auf A, so dass die Richtungsableitung J, f (t, x) fiir alle t € A\N und alle x € U existiert
und jeweils |3, f (t, x)| < g(t) erfiillt ist.

Dann besitzt F(x) = f f(t,x) dt auf ganz U eine Richtungsableitung nach v, und es gilt
A

J,F(x) = favf(t,x)dt fiir alle x € U.
A

Beweis: Sei xo € U und r € R so gewihlt, dass die offene Kugel vom Radius r um x, ganz in U enthalten ist. Sei
(h,)men €ine Folge reeller Zahlen mit O < |h,,| < r fiir alle m € N und lim,, h,,, = 0. Fiir jedes m € IN definieren wir
eine reellwertige Funktion f,, auf A durch

1
fu(0) = = ({60 + hpv) — £ (£, X0)).
Wegen (i) ist jedes f,, Lebesgue-integrierbar. Nach Definition der Richtungsableitung 8, f und auf Grund der Voraus-
setzung (ii) konvergiert f,,(t) auf3erdem fiir alle t € A\ N gegen 9, f (¢, x,). Nach dem Mittelwertsatz fiir Richtungs-
ableitungen existiert fiir alle t € A\N jeweils ein 0, , € R mit 0 < 6, ,, < 1und f,,(t) = 3,f(t,xo + 6, ,h,v). Daraus

folgt |fn(t)] < g(t) fiir alle t € A\ N. Ingesamt ist damit Satz iiber die majorisierte Konvergenz anwendbar.
Demnach ist die Funktion t — 9, f (t, x,) auf A Lebesgue-integrierbar, und es gilt

Javf(t,xo)dt = lim me(t)dt = lim i(ff(t,x0+hmv)dt—Jf(t,xo)dt)
A m=oe Ja m=00 by \ 4 A

1
= lin;oh—(F(xo-%hmv)—F(xO)) = 9,F(xp). |
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Ein alternativer Weg zum Lebesgue-Integral:
Komplettierung des Raums R, der Riemann-integrierbaren Funktionen

Ausgangspunkt bei unserer Konstruktion des Raums £, der Lebesgue-integrierbaren Funktionen war der Raum C,, der
stetigen Funktionen mit kompaktem Triger gewesen. Mit dem Riemann-Integral hatten wir eine lineare Abbildung
I:C, — R definiert und diese auf £,, ausgedehnt. Allerdings konnten wir ja schon vorher einer viel gréReren Klasse
von Funktionen als C, ein Integral zuordnen: Wie wir aus § 2 wissen, kann eine Riemann-integrierbare Funktionen
durchaus unendlich viele (sogar {iberabzahlbar viele) Unstetigkeitsstellen haben. Es sich die Frage, warum wir unser
Integral zunédchst auf C,, eingeschrankt haben, um es dann anschliel3end iiber den bereits vorhandenen Raum hinaus
auszudehnen. Das wir diesen Weg gewdhlt haben, liegt allein an den verwendeten Hilfsmitteln: Um die Stetigkeit
der Integralfunktion auf unserem Funktionenraum C, nachzuweisen, haben wir den Satz von Dini verwendet,
der eben nur fiir stetige Funktionen giiltig ist.

An Stelle von C, betrachten wir nun den Raum R,, aller Funktionen f : R" — R mit kompaktem Trager und der
Eigenschaft, dass f |, fiir eine Quader Q mit Q 2 supp(f ) Riemann-integrierbar ist. (Wie wir in § 3 gesehen haben, ist
flo dann fiir jeden Quader Q" mit Q" 2 supp(f) Riemann-integrierbar.) In diesem Anhang soll gezeigt werden, dass
das Riemann-Integral direkt von R,, auf £,, ausgedehnt werden kann, ohne den Umweg iiber C,,. Dazu muss lediglich
der Satz von Dini durch ein passendes Hilfsmittel ersetzt werden, in diesem Fall die monotone Konvergenz des
Riemann-Integrals. Ein Vorteil dieser Methode besteht darin, dass dann sofort klar ist, dass jede Rieman-integrierbare
Funktion Lebesgue-integrierbar ist, und dass die beiden Integrale auf R,, iibereinstimmen. Insbesondere kann also
auf den ziemlich technischen Beweis von Lemma [6.18] verzichtet werden.

Abgesehen von der Ersetzung des Satzes von Dini bleibt die Beweisfiihrung nahezu unveridndert. Bei der folgenden
Proposition muss lediglich der Nachweis der Verbandseigenschaft angepasst werden.

Proposition 6.26

(i) Die Menge R, ist ein R-Vektorraum, mit der punktweisen Addition und Multiplikation.

(ii) Die Menge R,, ist beziiglich der Halbordnung definiert durch f < g &= Vx e R": f(x) <

g(x) ein Verband, mit (f A g)(x) = min{f (x), g(x)} und (f Vv g)(x) = max{f (x), g(x)}
fir alle x € R".

(iii) Die AbbildungI : R, = R, f — f f(x)dx gegeben durch das Riemann-Intgral ist ein
positives lineares Funktional, und es gilt |I(f)| < I(|f]) fir alle f € R,,.

Beweis: zu (i) Seien f,g € R, und A € R vorgegeben. Dann existiert ein Quader Q € R" mit Q 2 supp(f)Usupp(g)
und der Eigenschaft, dass die Einschrankungen f|, und g|, Riemann-integrierbar sind. Nach Proposition sind
auch (f + g)lo und (Af)|, Riemann-integrierbar, und es folgt f + g € R, sowie Af € R,.

zu (ii) Seien f,g € R, und Q € R" ein Quader mit Q 2 supp(f) U supp(g). Sei ¢ € R* vorgegeben. Auf Grund
der Riemann-Integrierbarkeit von f und g existieren Zerlegungen Z und Z’ von Q mit S;(Z) — Sf_(Z) < ¢ und
S;(Z’) — Sg_(Z’) < £. Nach Ubergang zu einer gemeinsamen Verfeinerung von f und g diirfen wir nach Lemma
annehmen, dass Z und 2’ iibereinstimmen.

Um zu zeigen, dass auch die Funktionen u,v : Q — R gegeben durch u = min{f, g} und v = max{f, g} Riemann-
integrierbar sind, iiberpriifen wir, dass die Differenzen S (2)—S_ (£) und S} (2)—S8; (£) jeweils durch max{SJf(Z )—
Sf_(Z ), S;(Z )—Sg_(Z )} abgeschitzt werden konnen. Wir beschranken uns auf die Funktion u, weil die Argumentation
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fiir v vollkommen analog verlduft. Offenbar geniigt es, fiir jedes K € Q(Z) jeweils die Ungleichung cJr — e, S

+ = + — . . . . . . . +
max{c —Ce g T } zu tiberpriifen. Dafiir wiederum reicht es, die Ungleichungen ¢ , < mm{cK 0K g} und
_ . + -
Cru 2 mln{ch, Cx g} zZu Ver1ﬁ21eren Denn im Fall ch S kg gilt dann Cru ™ Cku S ch Ci f> und im Fall ch > Cp g
entsprechend CK’H Cku S cK’ ¢ kg

Fiir jedes x € K gilt u(x) < f(x) < supf(K) = c;f und u(x) < g(x) < supg(K) = + . Dies zeigt, dass

mm{ch, o g} eine obere Schranke von u(K) ist, und es folgt ¢ g, =supu(K) < mm{ch, o g} Furjeden Beweis der
zweiten Ungleichung bemerken wir, dass fiir jedes x € K Jewells u(x) f(x) oder u(x) = g(x) gilt. Im ersten Fall ist
u(x) = inf f(K) = ¢ K im zweiten Fall u(x) > infg(K) =

von u(K) ist, und es folgt K = infu(K) > min{c,

. Dies zeigt, dass min{c;,

< f,cK’g} eine untere Schranke

K5 Kk b W1e gewtlinscht.

zu (ili) Dass I linear ist, folgt direkt aus Proposition [1.9, ebenso die Positivitédt. Die Giiltigkeit der Ungleichung
II(f)I < I(|f]) hatte sich als Nebenprodukt beim Beweis von Lemma [4.14] ergeben. O

Definition 6.27 Sei f : R" — R eine beliebige Funktion und (g,,)men €ine Folge in R, mit
gm = O fiir alle m € IN. Wir bezeichnen die Reihe Z:;l gm als Majorante von f, wenn die
Bedingungen

F1<D gn und D I(g,) < +00

m=1 m=1

erfiillt sind. Die reelle Zahl Z::;l I(g,,) bezeichnen wir dann als Obersumme von f.

Wieder bezeichnen wir mit En die Menge aller Funktionen f : R"™ — R, die eine Majorante besitzen, und fiir jedes
solche f mit ||f||; das Infimum der Menge aller Obersummen von f. Hierzu ist anzumerken

Proposition 6.28 Sowohl der R-Vektoraum £, als auch die Abbildung || - ||; stimmen mit den
vorherigen Definitionen, bei denen von C, statt von R, ausgegangen wurde, {iberein.

Beweis: Um zu zeigen, dass die Definition von L unverindert bleibt, miissen wir nachweisen, dass eine Funktion
f : R" — R genau dann eine Majorante bestehend aus C,-Funktionen besitzt, wenn eine Majorante bestehend aus
R ,-Funktionen existiert. Um die Definitionen von I(-) und || - ||; beziiglich C,, und R, auseinander halten zu kénnen,
verwenden wir temporir die Bezeichungen I¢(-), I™(-), || - II(f“ und || - |I?".

Die Implikationsrichtung ,,=* ist wegen C, € R,, offensichtlich. Fiir den Nachweis von ,,<* sei nun Z _1 &n eine
R,-Majorante von f. Dies bedeutet im Einzelnen, dass [f| < Z:lo:1 gm gilt, dass jedes g, in R, enthalten ist, und
dass die Summe Z;O:l I®(g,,) endlich ist. Nach Satz ist jede Riemann-integrierbare Funktion auch Lebesgue-
integrierbar, also insbesondere in En enthalten. Nach Proposition (i), und auf Grund der Ubereinstimmung
von Riemann- und Lebesgue-Integral, gilt jeweils ||gm||(f" = f ‘ gm(x)dx = I™(g,,). Somit ist auch die Summe
Z;o:l 1 gmllf” endlich, und nach Propositionbesitzt f somit auch eine C,-Majorante.

Kommen wir nun zur Ubereinstimmung von || - ||f” und || - ||?”. Die Ungleichung ||f||?” < ||f||f" fir jedes f € L, ist
wiederum offensichtlich, weil jede C,-Majorante auch eine R,-Majorante ist und das Infimum bei Ubergang zu einer
groeren Menge von Obersummen nur kleiner werden kann. Fiir den Beweis von || f II?” > |If II‘;” sei ¢ € RY beliebig
vorgegeben. Nach Definition von | - II?” existiert eine R,-Majorante Z;ozl gm von f mit Z:f:l I®(g) <If |I1an +e.
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Wie wir bereits festgestellt haben, gilt jeweils I™"(g,,) = || gm||f”, und nach Definition von || - ||f" finden wir fiir jedes
m € N jeweils eine C,-Majorante (h,; )xen VOD &,, mit 2121 16 (o) < ||gm||(11m +27"¢. Ingesamt erhalten wir damit
die Abschétzung

SIS ) < S lgaln+ 2 =
m=1 m=1

m=1
Somit ist durch Z;o:l 2121 h,.« eine C,-Majorante von f gegeben, und es folgt ||f IIf” <|\f II?“ + 2¢. Weil ¢ beliebig
klein gewahlt werden kann, erhalten wir || f IIf” <|f II?”, und insgesamt Gleichheit. O

N
M8

oo
Cm Rn
Ignlli"+e = D oIR(g)+e < NFIT +2e
m=1

,r
Il

1 1

3
Il

Auf Grund dieser Aussage ist klar, dass Proposition [6.7] unverdndert giiltig bleibt. Man hétte diese Proposition aller-
dings auch wortwortlich genauso beweisen konnen wie zuvor, da beim Beweis der Unterschied zwischen C, und R,
keine Rolle gespielt hat. Auch bei der folgenden Aussage ergeben sich im Beweis keinerlei Anderungen, abgesehen
davon, dass C, durchweg durch R, ersetzt wird.

Folgerung 6.29

@) Ist f € £, und g : R" — R beschrinkt, dann liegt auch f g in Z,,, und es gilt
Ifglh < 1f 1l - l1glloo-

(ii) Die Menge L, ist ein R-Vektorraum, der C, als Untervektorraum enthalt, und || -|| ist eine
Halbnorm auf Z,,.

Kommen wir nun zum entscheidenden Hilfsmittel,dass bei unserer Konstruktion die Rolle des Satzes von Dini iiber-
nehmen wird. Den Satz von Dini kdnnen wir in unserer Situation nicht anwenden, weil die Elemente aus R, in der
Regel keine stetigen Funktionen sind.

Satz 6.30 (monotone Konvergenz des Riemann-Integrals)

Sei Q € R" ein Quader und (f,,)en €ine monoton fallende Folge nicht-negativer Riemann-
integrierbarer Funktionen auf Q, die punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert. (Dies soll
bedeuten, dass die Bedingungen f,,, > f,,,..; = O fiir alle m € IN und lim,,, f,,,(x) = O fiir alle x € Q
erfiillt sind.) Fiir die Folge der Riemann-Integrale gilt dann lim,, fQ fm(x)dx =0.

Beweis: Fiir jedes m € IN sei N,,, € Q jeweils die Menge der Unstetigkeitsstellen von f,,,. Auf Grund des Lebesgueschen
Integrierbarkeitskriteriums, Satz ist N,,, jeweils eine Nullmenge. Also ist auch N = | J, .y N,,, eine Nullmenge. Sei
¢ € R* beliebig vorgegeben. Fiir jedes x € Q \ N sei m(x) jeweils der kleinste Index m € IN mit der Eigenschaft, dass
fm(x) < € erfiillt ist. Auf Grund der Monotonie gilt dann f,,(x) < ¢ fiir alle m > m(x). Weil jedes f,, in x stetig ist,
existiert jeweils ein offener Quader A, € R" mit x € A,, so dass die Ungleichung f,,(y) < ¢ sogar fiir alle y € A, NQ
und alle m > m(x) erfiillt ist.

Nach Definition der Nullmengen existiert aul’erdem eine Folge (B,,) e Offener Quade“r, so dass | e Bm 2 N und
Z:lozl v(B,,) < ¢ erfiillt ist. Nun ist durch (A, ) eq\y Zusammen mit (B, ),y €ine offene Uberdeckung von Q gegeben.
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Auf Grund der Kompaktheit von Q kann aus dieser offenen Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gewéhlt

werden, bestehend aus A, ,...,A, und B,, ,...,B, . Wir setzen m; = max{m(x;) | 1 < i < r}. Die angegebenen

Eigenschaften bleiben offenbar erhalten, wenn wir die offenen Quader durch ihren Abschluss ersetzen, und diesen
Abschluss jeweils mit Q schneiden.

Insgesamt kommen wir damit zu folgendem Ergebnis: Es existieren kompakte Quader A, ...,A, € Qund By, ...,B, €Q,
so dass f,,(x) < ¢ fiir alle m > m, und alle x € A; mit 1 < i < r gilt und auflerdem die Bedingungen U;=1Bj 2N
und 3, v(B;) < ¢ erfiillt sind. Wir setzen F = | J;_, A;; dann gilt f,,(x) < ¢ fiir alle x € F und alle m > m,. Weil f;
als Riemann-integrierbare Funktion beschrénkt und die Folge (f,,,) ey monoton fallend ist, existiert aulerdem ein
¢ € R* mit f,,(x) < c fiir alle x € Q und alle m € IN. Fiir jedes m > m,, erhalten wir nun wegen Q = F U Uj.lej die
Abschétzung

S

me(x)dx < ffm(x)dx+2f fm()dx < sv(F)+ch(Bj) < ev(F)+ce < @w(Q)+c)e.
Q F j=1JB;

j=1

Weil ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, ist damit lim,, fQ fm(x)dx = 0 nachgewiesen. O

Proposition 6.31
(i) Fir jedes f € R, mit f >0 gilt I(f) = ||f |-

(ii) Das positive lineare Funktional I : R,, — R ist stetig beziiglich der Halbnorm || - ||;.

Beweis: zu (i) Definieren wir die Folge (f;,)men in R, durch f; = f und f,, = O fiir alle m > 2, dann ist Z;o:l fm
offenbar eine Majorante von f, und Z:f:l fn = f eine Obersumme. Daraus folgt ||f||; < I(f). Wir beweisen nun die
Ungleichung I(f) < ||f]|; und bezeichnen dazu mit Zslozl gm eine beliebig vorgegebene Majorante von f. Fiir jedes
m € IN definieren wir h,, = f A (ka=1 gk). Nach Proposition (ii) ist auch h,, jeweils in R, enthalten. Offenbar
gilt supp(h,,,) € supp(f) fiir alle m € IN, und die Folge (h,,)men ist monoton wachsend. Aullerdem konvergiert sie
punktweise gegen f. Sind ndmlich x € R" und ¢ € R" vorgegeben, dann existiert wegen Z;o: 1&m(x) = f(x) ein
M € N mit Y, gx(x) > f(x) — ¢ fiir alle m > M, und es folgt f (x) — & < h,,(x) < f(x) fiir diese m.

Definieren wir eine neue Funktionenfolge (k) durch k,,, = f —h,,, dann gilt supp(k,,) € supp(f) fiir alle m € IN,
die Folge konvergiert monoton fallend punktweise gegen null, und sie besteht aus nicht-negativen Funktionen. Wir
kénnen somit Satz[6.30]iiber die monotone Konvergenz des Riemann-Integrals anwenden, und es folgt lim,, I(k,,) =
0, was zu lim,, I(h,,) = I(f) 4quivalent ist. AuRerem gilt h,, < > | g; und somit I(h,,) < D 1(g) < oo, 1(8k)
fiir alle m € IN. Daraus wiederum folgt I(f) < Z:lozl I(g,,)- Weil die Majorante Z:;l gm von f beliebig vorgegeben
war, erhalten wir I(f) < ||f||;, wie gewiinscht.

zu (ii) Dass dies unmittelbar aus Teil (i) folgt, zeigt man wortwortlich wie im Beweis von Proposition (). O

Damit sind wir erneut an unserem Ziel angekommen: Wir definieren den Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktio-
nen £, als den Abschluss, diesmal von R,,, im halbnormierten Raum (Zn, |I-l;). Wieder kénnen wir Satzanwenden
und erhalten eine eindeutige stetige Fortsetzung I der Funktion I : R,, — R" auf £,. Nach dieser Definition ist eine
Funktion f : R" — R nun genau dann in £, enthalten, wenn f in £, liegt und eine Folge (f,,)men in R, (an Stelle
von C,,) mit ||f,, — f|l; = O existiert. Das Lebesgue-Integral ist dann definiert durch f . f(x)dx =lim, I(fy).
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Durch Proposition ist sichergestellt, dass unsere neue Konstruktion basierend auf dem Raum R, denselben
Raum £, der Lebesgue-integrierbaren Funktionen liefert wie die Konstruktion im Hauptteil dieses Kapitels basierend
auf dem Raum C,;, und dass auch fiir jedes f € £, die zugeordneten Lebesgue-Integrale iibereinstimmen.

Im Gegensatz zur C,-basierten Konstruktion ist bei unserem neuen Ansatz von vornherein klar, dass jede Riemann-
integrierbare Funktion Lebesgue-integrierbar ist, und dass die beiden Integrale {ibereinstimmen. Ist ndmlich f € R,
vorgegeben, und betrachten wir in R, die konstante Folge (f,,,)nen gegeben durch f,, = f fiir alle m € N, dann
gilt trivialerweise lim,, ||f,, — f|l; = lim,,0 = 0 und fﬁf(x) dx = lim,, I(f,) = lim,, I(f) = I(f). Der ziemlich
komplizierte Beweis von Lemma ebenso wie der Beweis von Satz werden dadurch obsolet.
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