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Zusammenfassung

Gegenstand der Funktiontheorie sind die komplex differenzierbaren Funktionen. Die Definition der
komplexen Ableitung einer Funktion verhalt sich rein von ihrer Formulierung her vollkommen analog
zur gewohnlichen reellen Ableitung, die wir bereits im ersten Semester kennengelernt haben. Umso er-
staunlicher ist es, wie fundamental sich holomorphe Funktionen, wie komplex differenzierbare Funk-
tionen auch genannt werden, in ihren Eigenschaften von den reell differenzierbaren unterscheiden.
Beispielsweise besagt das sog. Permanenzprinzip, dass eine holomorphe Funktion aus einem winzigen
Teil ihrer Werte vollstdndig rekonstruiert werden kann (wodurch sich die Namensgebung “holomorph”
erklaren lasst). Eine weitere Besonderheit der holomorphen Funktionen besteht darin, dass sie sich in
der Umgebung jedes Punktes ihres Definitionsbereichs in eine Potenzreihe entwickeln lassen.

Wir beginnen diesen Teil der Vorlesung mit der Definition der komplexen Differenzierbarkeit, wobei
auch den Zusammenhang mit dem Begriff der totalen Ableitung untersuchen, der im letzten Seme-
ster eingef'uhrt wurde. Eine ganze wichtiger holomorpher Funktionen werden vorgestellt, darunter
die komplexe Exponential- und Logarithmusfunktion, komplexe Wurzeln, die komplexen trigonome-
trischen Funktionen und die Arkusfunktionen. Neben der Potenzreihendarstellung werden wir eine
weitere "aquivalente Charakterisierung der komplexen Differenzierbarkeit kennenlernen, die im sog.
Cauchyschen Integralsatz zum Ausdruck kommt.

Aus dieser Charakterisierung leiten sich weitere wichtige Sétze der Funktionentheorie ab, namlich die
Cauchysche Intgegralformel, der Satz von Liouville, das Maximumsprinzip und der Satz von der Ge-
bietstreue. Weitere wichtige Themen dieses Vorlesungsteils sind holomorphe Funktionen mit isolierten
Singularitdten und der Residuensatz. Durch Letzteren wird uns unter anderem ein neuer Ansatz zur
Berechnung reellwertiger Integrale zur Verfiigung gestellt.
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§ 1. Komplexe Differenzierbarkeit

Zusammenfassung. Eine Funktion f : C — C wird komplex differenzierbar an einer Stelle w € C genannt,
wenn der Differenzialquotient (f (z) — f (w))/(z — w) einen Grenzwert fiir z — w besitzt. Zur Unterschei-
dung spricht man von lediglich reeller Differenzierbarkeit, wenn f als Funktion auf dem zweidimensionalen R-
Vektorraum C total differenzierbar im Sinne der Analysis mehrerer Variablen ist. Ob eine reell differenzierbare
Funktion auch komplex differenzierbar ist, lasst sich an den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
erkennen. Eine Funktion, die in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs komplex differenzierbar ist, nennt man
auch holomorph.

Viele wichtige Beispiele komplex differenzierbarer Funktionen sind durch Potenzreihen gegeben. Spéter wer-
den wir sehen, dass dariiber hinaus jede komplex differenzierbare Funktion auf einer offenen Teilmenge von
C zumindest lokal in eine komplexe Potenzreihe entwickelt werden kann. Wir wiederholen kurz den Begriff
der Potenzreihe und die Definition ihres Konvergenzradius; diese Dinge sind im Wesentlichen schon aus der
Analysis einer Variablen bekannt, wenngleich wir uns dort auf reellwertige Funktionen konzentriert haben. An-
schlieBend zeigen wir, dass Funktionen, die durch eine konvergente komplexe Potenzreihe definiert sind, stets
komplex differenzierbar sind, und dass dann auch die Ableitung als Potenzreihe darstellbar ist. Zum Abschluss
betrachten wir eine bekannter Beispiele holomorpher Funktionen.

Wichtige Grundbegriffe

— Argument und Polarkoordinaten von z € C
— Folgenkonvergenz und Cauchyfolgen in C

— Funktionsgrenzwerte und Stetigkeit bei kom-
plexen Funktionen

— komplexe Differenzierbarkeit in einem Punkt,
holomorphe Funktion

— reelle Differenzierbarkeit in einem Punkt
— partielle Ableitungen und Wirtinger-Ableitungen
— formale Ableitung einer Potenzreihe

— Exponential-, Logarithmus-, Wurzel-, Sinus-,
Kosinus- und Arkusfunktionen im Komplexen

Zentrale Sdtze

— Vollstandigkeit von C
— komplexe Ableitungsregeln
— Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

— komplexe Differenzierbarkeit von Potenzreihen-
funktionen

— Funktionen, die sich durch komplexe Potenzreihen
definieren lassen, sind komplex differenzierbar.

— Die komplexe Ableitung ist dann ebenfalls durch ei-
ne Potenzreihe darstellbar.

— formale Ableitung einer Potenzreihe

— Anwendungsbeispiel: Expontential-, Sinus und Kosi-
nusfunktion im Komplexen




Zu Beginn wiederholen wir die bekannten Fakten {iber komplexe Zahlen aus der Analysis einer Variablen.

(i) Der Korper C der komplexen Zahlen bilden einen Erweiterungskorper von R.
(ii) Es gibt ein ausgezeichnetes Element i € C \ R mit i2 = —1, die sogenannte imaginére Einheit.

(iii) Jedes Element z € C kann auf eindeutige Weise in der Form z = a + ib mit a, b € R dargestellt werden. Man
nennt a den Real- Re(z) und b den Imaginérteil Im(z) von z.

(iv) Auf C ist eine Abbildung ¢ : C — C gegeben durch t(a + ib) = a —ib fiir alle a,b € R, die sogenannte
komplexe Konjugation. Es gilt (z+w) = 1(z) + t(w), t(zw) = 1(z)e(w) und ¢(¢(2)) = 2 fiir alle z,w € C sowie
t(x) = x fiir alle x € R. Fiir jedes z € C nennt man ((z) die zu z konjugierte komplexe Zahl. An Stelle von
() ist auch die Schreibweise 2 fiir die konjugierte komplexe Zahl gebrduchlich.

(v) Fiir jedes z € C nennt man |z| = V2z € R, den komplexen Absolutbetrag (kurz Betrag) von z. Ist z = a +ib
mit a, b € R, dann gilt |z|2 = a® + b2. Weiter gilt |z| =0 < 2z =0, |zw| = |z||w| und |z + w| < |z| + |w/ fiir alle
z,weC.

Satz 1.1 Fiir jede komplexe Zahl z € C\ {0} gibt es ein eindeutig bestimmtes ¢ € R mit
0 < ¢ < 2m, das sogenannte Argument arg(z) von z, mit der Eigenschaft

z = |z|(cosp +isine).

Das Paar (|z|, ¢) bezeichnet man als die Polarkoordinaten von z.

Beweis: Sei p : R x [0,2n] — R\ {(0,0)}, (r,¢) — (rcosyp,rsiny) die Polarkoordinaten-Abbildung aus der
Analysis mehrerer Variablen. Wie dort gezeigt wurde, ist p eine Bijektion. Ist 2 = a +ib mit a, b € R, dann gibt es
also Paar (r, ) mit a = rcos¢ und b = rsin ¢, und es gilt

2 = (rcosp)+(rsing)> = a*+b* = |z* ,

also r = |z|. Dies beweist die Existenz von ¢. Ist nun v € [0,27[ ein weiteres Element mit z = |z|(cos) + isiny)),
dann liefert der Vergleich von Real- und Imaginérteil |z| cos ¢ = Re(z) = |z|cosp und |z|sin ¢ = Im(z) = |z|sin,
also p(|z], ¢) = p(|z],4). Auf Grund der Injektivitat von p folgt ¢ = 1. Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen. m|

Bereits in der Analysis einer Variablen wurde definiert, dass eine Folge (2, ) e in C gegen eine Zahl z € C konver-
giert, also
z = lim g,

n—oo

gilt, wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass |z, — 2| < ¢ fiir alle z, mit n > N erfiillt ist. Von einer
Cauchyfolge in C spricht man, wenn es fiir jedes ¢ € R* ein N € IN gibt, so dass |z,, — z,| < ¢ fiir alle m,n € IN mit
m,n > N gilt.




Proposition 1.2 Sei(z,),cy eine Folge in C und z € C ein weiteres Element. Es sei z, = a,+ib,
und z = a + ib die Zerlegung der Zahlen in Real- und Imaginérteil, mit a,, b,,a, b € R. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Folge (z,)nen konvergiert in C gegen z.

(i) Es gilt lir(r>1o a,=aund lim b, =b.

n—oo
Ebenso ist (2,,),e genau dann eine Cauchyfolge in C, wenn (a,,) e und (b, ) ey beides Cauchy-
folgen in R sind.

Beweis: “=“ Sei ¢ € R* vorgegeben. Dann gibt es ein N € IN mit |z, —z| < ¢ fir alle n > N. Es gilt 2, —2 =
(a, —a)+i(b,— b), also |z, —z|> = (a, —a)* + (b,, — b)? und somit |a, —a| < |z, —z| und |b, — b| < |z,, — 2| fiir alle
n € IN. Daraus folgt |a, —a| < € und |b,, — b| < ¢ fiir alle n > N.

“<“ Auch hier sei ¢ € R* beliebig vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung gibt es N € IN mit |a, —a| < %5 und
|b,—b| < %6 fiir alle n > N. Wegen |z, — 2| < |a, — a| + |b,, — b| folgt |z, — 2| < ¢ fiir alle n > N. Also konvergiert
(2,)nen in C gegen die Zahl z.

Der Beweis fiir die Cauchyfolgen verlduft analog, weshalb wir auf die Ausfithrung der Details verzichten. m|

Aus der Analysis I ist bekannt, dass die Cauchyfolgen in R genau die konvergenten Folgen in R sind. In Verbindung
mit dem soeben bewiesenen Satz folgt daraus unmittelbar

Satz 1.3 Der Korper C der komplexen Zahlen ist vollstindig, d.h. die Cauchyfolgen in C sind
genau die konvergenten Folgen.

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffs konnen wir nun Stetigkeit und Grenzwerte fiir Funktionen f : U — C definieren,
wobei U eine beliebige Teilmenge von C bezeichnet. Wir sagen, die Funktion f ist stetig im Punkt z € U, wenn fiir
jede Folge (z,)nen in U, die gegen z konvergiert, jeweils

lirgo flz,) = f(=) erfiillt ist.

Seinunw € C\U und b € C. Wir bezeichnen b als Grenzwert der Funktion f fiir z — w und schreiben lim,_,,, f (2) =
b, wenn eine Folge (2,),cn mit linolO 2, = w exisitiert und fiir jede solche Folge jeweils linolo f(z,) =D gilt.

Fiir jedes w € C und r € R* bezeichnen wir die Menge B,(w) = {z € C | |w —z| < r} als offenen Ball vom Radius
r um den Punkt w. Wird in der Ungleichung |w — z| < r das “<“ durch “<“ ersetzt, dann sprechen wir von einem
abgeschlossenen Ball, der mit B,(w) bezeichnet wird. Wir bezeichnen eine Teilmenge U C C als offen, wenn fiir
jedes z € U ein ¢ € R mit B,(z) C U existiert.

Als néachstes werden wir nun den Begriff der Differenzierbarkeit von den reellen auf die komplexen Zahlen tibertra-
gen. Sei U C C eine offene Teilmenge und w € U. Dann kénnen wir fiir jede Funktion f : U — C den Differenzial-
quotienten

f)—f(w)

z—Ww

glz) =

als komplexwertige Funktion auf U \ {w} betrachten.




Definition 1.4 Sei U C C offen und w € U. Wir bezeichnen eine Funktion f : U — C als
komplex differenzierbar im Punkt w, wenn der Grenzwert

o @£ ()

z2-ow zZ—WwW

existiert. Wir bezeichnen diese gegebenenfalls als die komplexe Ableitung f’(w) von f im Punkt
w. Ist f in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar, dann bezeichnen wir f als holomorphe
Funktion auf der Menge U.

Genau wie in der Analysis einer Variablen beweist man die folgenden Rechenregeln fiir komplexe Ableitungen. Fiir
die Abbildung id : C — C, z — z gilt id’(z) = 1, fiir alle z € C. Ist f : C — C konstant, gibt es also ein w € C mit
f(2) = w fiir alle z € C, dann folgt f’(z) = 0 fiir alle z € C. AuRerdem gilt

Proposition 1.5 Sei U C C offen, und seien f, g : U — C Abbildungen. Sind f und g in einem
Punkt z € U komplex differenzierbar, dann auch die Funktionen f + g und f g. Es gilt

(f+8)@)=f(2)+g'(z) und (fg)(z)=f'(z)g(z)+f(2)g'(2).

Gilt dariiber hinaus g(z) # O fiir alle z € U, dann ist auch g im Punkt z komplex differenzierbar,
und es gilt

Y _ f(2)g(@)—f(2)g'(2)
(g)(z) B g(z)? '

Die Beweise sind wortwdortlich dieselben wie in der reellen Analysis, weshalb wir auf eine erneute Wiedergabe verzich-
ten. Aus der Giiltigkeit der Regeln ergibt sich unter anderem, dass alle Polynomfunktionen komplex differenzierbar
sind.

3

Darstellung der komplexen Polynomfunktionen x — x und x — x3 —1.

Die Helligkeit gibt jeweils den Absolutbetrag, die Farbe das Argument des Funktionswertes an. Punkte mit arg f (z) ~
0 werden rot, Punkt mit arg f (z) ~ %n hellgriin, Punkte mit arg f(z) ~ 7 tiirkis und Punkte mit arg f(z) ~ %TC
blauviolett dargestellt. Auf dem rechten Bild sind die drei Nullstellen des Polynoms, die dritten Einheitswurzeln 1,
eim = —3+3iv/3und eim = —3 — 31v/=3 deutlich zu erkennen.

— 6 —



Fiir die komplexe Differenzierbarkeit existiert auch eine Kettenregel.

Proposition 1.6 Seien U,V C C offene Teilmengen und f : U — C und g : V — C Abbildun-
gen, wobei wir f(U) C V voraussetzen. Ist f in einem Punkt z € U und g im Punkt w = f(z)
komplex differenzierbar, dann ist auch g o f in z komplex differenzierbar, und es gilt

(gofV®) = gUE) f'(@).

Beweis: Auch hier ergeben sich keine Anderungen im Vergleich zum Reellen, anderseits kann aber etwas Wiederho-
lung nicht schaden. Die wesentliche Beweisidee besteht darin, dass man fiir jeden Punkt w € U mit f (w) # f(z) den
Differenzialquotienten von g o f in der Form

(gof)w)—(gof)z) _ (gof)w)—(gof)z) fw)—f(2)

w—g fw)—f(z) w—g

schreiben kann. Allerdings muss die Moglichkeit mitberiicksichtigt werden, dass in unmittelbarer Umgebung von z
auch Punkte w € U mit f (w) = f(z) existieren. Definieren wir nun eine Hilfsfunktion g : V. — C durch

g —g(f =) o, £ ()
gv) = v—f(2)

g'(f(=) fallsv=f(z) ,

dann ist ¢ auf Grund der komplexen Differenzierbarkeit von g im Punkt f(z) stetig, und fiir alle w € U \ {2},
gleichgtiltig ob f(w) = f(2) oder f(w) # f(2), gilt jeweils

(gof)w)—(gof)z)

w—2z

2wy =S,
=

Z

Ist nun (w,),en eine Folge in U \ {z} mit lim, w, = z, dann folgt

i, EDD=GoND (4 50,) sy LS E)

n—oo WH_Z n—oo Wn—z

= FUE)-f') = gUE) k)
Dies zeigt, dass g o f im Punkt z differenzierbar ist, und dass g’'(f (2)) - f'(z) die komplexe Ableitung an der z. O

Wir untersuchen nun, wie die komplexe Differenzierbarkeit mit dem Ableitungsbegriff aus der Analysis mehrerer
Variablen zusammenhéngt. Dazu betrachten wir C nun als zweidimensionalen R-Vektorraum und die komplexen
Zahlen 1 und i als Richtungsvektoren. Ist U C C offen, f : U — C eine Funktion und w = u+iv € U ein vorgegebener
Punkt, dann bezeichnen wir mit

af

z_f(w) = oafw) , —Ww) = af(w)
X oy

die Richtungsableitungen von f im Punkt w beziiglich der Richtungen 1 und i. Nach Definition gilt

of
Jdx

H%M — limf(x+iv)—f(u+iv)

t x—=u X—u

(w) =




und . | |
%(W) = hm’w lim f(u+ly)—f(u+lv)
dy t—0 t m v

wobei die Grenzwerte jetzt beziiglich einer reellen Variablen (t bzw. x oder y) gebildet werden. Schreiben wir f in
der Form f = g + ih mit reellwertigen Funktionen g,h : U — R, dann gilt offenbar

af dg .0h af dg .oh
= = —=+4i— d - = —=+4+i—.
dx dx lax H dy dy lay

Diese Richtungsableitungen lassen sich auch als gewohnliche partielle Ableitungen interpretieren. Dazu betrachten
wir die Abbildung ¢ : C — R? gegeben durch x + iy — (x,y). Es handelt sich bei ¢ um einen Isomorphismus von
R-Vektorrdumen. Setzen wir nun

fo = tofort
dann erhalten wir eine Abbildung von der offenen Teilmenge U = 1(U) € R? nach R?. Fiir alle (x, y) € «(U) gilt
frGe,y) = (ofor™x,y) = (of)x+iy) = uglx+iy)+ih(x+iy))

= (glx+iy),h(x+iy)).

Die Komponenten von fj sind also gegeben durch

(fr(xe,y)=glx+iy) und  (frlalx,y)= = h(x+iy).

Setzen wir w = u+iv, dann sind die partiellen Ableitungen der Komponenten von f im Punkt (i, v) gegeben durch

Afah(wy) = limIRNEHEN=Urhy) o, swr=gw) 28,
t—0 t {50 t 8){
und
afny) = lim ST -, 0280 B8,
t— (> y

Genauso beweist man die Gleichungen
oh dh
01 (fr)2(w,v) = 5—(w) und A (fr)2(w,v) = o—(w).
dx oy
Ist fi an der Stelle (u, v) sogar total differenzierbar, dann gilt mit w = u+ iv also

ag dg
/ ~ E(W) E(W)
e = iy 2w
dx v dy v

Definition 1.7 Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C wird reell differenzierbar im Punkt
w € U genannt, wenn sie als Funktion auf dem R-Vektorraum C in w total differenzierbar ist.




Aus der mehrdimensionalen Kettenregel folgt unmittelbar, dass eine Funktion f : U — C genau dann im Punkt w € U
reell differenzierbar ist, wenn die Funktion f =t o f ot~ im Punkt +(w) total differenzierbar ist.

Wir illustrieren die bisher durchgefiihrten Herleitungen an zwei konkreten Beispielen. Sei f : C — C gegeben durch
z — 22, Wegen

(x+iy)? = x%+2x(iy)+i2y? = (*—y>)+i(2xy) firalle x,yeR

gilt f = g + ih mit den Funktionen g(x +iy) = x? — y? und h(x + iy) = 2xy. Die Ableitung von fp im Punkt
(x,y) € R? ist somit gegeben durch
2x =2 y)

frley) = (Zy oy

Seinun f : C — C gegeben durch f (z) = £, die komplexe Konjugation. In diesem Fall gilt f = g+ih mit g(x+iy) = x
und h(x +iy) = —y. Fiir alle (x, y) € R? erhalten wir diesmal

frle,y) = ((1) _01)

Beide angebenen Funktionen f sind reell differenzierbar, denn fj; ist in beiden Féllen offenbar stetig differenzierbar,
woraus die totale Differenzierbarkeit von fi und f in jedem Punkt des Definitionsbereichs folgt.

Proposition 1.8 Ist f : U — C im Punkt w € U komplex differenzierbar, dann ist sie im selben
Punkt auch reell differenzierbar. Die totale Ableitung von f in w ist durch die lineare Abbildung
C - C, z— f'(w)z gegeben.

Beweis: Nach Definition der komplexen Differenzierbarkeit gilt 1i1‘1(l) (2) = 0 fiir die Funktion
Z—

o(z) = w_ﬁ(w)‘

Es gilt also f(z +w) = f(w) + f'(W)z + ¢(2)z, wobei der ,Fehlerterm“ 1(z) = ¢(z)z auch nach Division durch |z|
noch gegen Null 1duft. AuRerdem ist die Abbildung z — f’(w)z ein Endomorphismus im R-Vektorraum C. Insgesamt
haben wir damit gezeigt, dass f im Punkt w total differenzierbar ist. m|

Wir formulieren nun ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir komplexe Differenzierbarkeit.

Satz 1.9 Sei U C C offen, f : U — C eine Funktion und w € U ein Punkt, in dem f reell
differenzierbar ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Funktion f ist in w komplex differenzierbar.

(ii) Es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
oh dg oh g
—w)=—=— d —(w) =—==(w).
5, W=55m  wd ) =—2Ew
Sind diese Bedingungen erfiillt, dass ist die komplexe Ableitung von f im Punkt w gegeben durch

1%
Fw = e ristm.




Beweis: (i) = (ii)“ Nach Satz ist die totale Ableitung von f an der Stelle w die R-lineare Abbildung C — C,
z — f’(w)z. Sei f/(w) = a+ib mit a,b € R. Wie aus der Analysis mehrerer Variablen bekannt, erhilt man die
Richtungsableitungen einer Funktion, indem man die Richtungsvektoren in die totale Ableitung einsetzt. Deshalb

gilt
a—g(w)+i@(w) = a—f(w) = f'w)-1 = (a+ib)-1 = a+ib.
dx dx dx
Es folgt
og oh
a(w)—a , a(w)— b.
Durch Einsetzen des Richtungsvektors i erhalten wir
0 h 5}
—g(w)+ia—(w) = —f(w) = f'W@E) = (a+ib)-i = (=b)+ia
dy dy dy
und somit 5 ok
g = — B — =
ay(W)— b, ay(W) a.
Ingesamt erhalten wir somit
oh og oh og
_ = = — —_— — b _ ——
ay(W) a aX(W) , aX(W) 3y(W) ,

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also im Punkt w erfiillt.

,(ii) = (1)“ Da f im Punkt w reell differenzierbar ist, gibt eine R-lineare Abbildung ¢ : C — C und eine Abbildung
Y : U — C mit
fw+z) = fw)+¢(z)+(z) (1.1
fiir alle z in einer Umgebung vom Nullpunkt und liné Y (2)/|z| = 0. Dann gilt auch liné Y(2)/z =0.
Sei nun P . oh p
g g
=28y =2= d  b=—(w)=—=2(w).
a aX(W) 8y(w) un ax(W) ay(W)

Weil die Richtungsableitungen von f durch Einsetzen der Richtungsvektoren 1 und i zu Stande kommen, gilt

T SO V) P
(1) = ax(w) = 8x(w)+lax(w) = a+ib
und 0 d Jh
o) = Ly = B+l = hyria = ia+iv).
oy oy oy

Weil ¢ eine lineare Abbildung auf dem R-Vektorraum C ist, erhalten wir fiir jedes z = x +iy € C die Gleichung

¢(z) = ox+iy) = x¢(M)+ye@)

= x(a+ib)+yi(a+ib) = (x+iy)la+ib) = z(a+ib).

Durch Divison von durch z und Einsetzen von ¢ (z) = (a + ib)z erhalten wir fiir alle z in einer Umgebung von
Null die Gleichung
P (z) fw+z)—f(w)

— = ——————=—(a+ib).
Zz Zz




Aus lirré Y (z)/z = 0 folgt also
2>

i LW t2) — f(w)
im

z—0 b4

= a+ib.
Also ist f im Punkt w komplex differenzierbar, und die Ableitung f’(w) hat den angegebenen Wert.

Haufig werden zur Untersuchung der komplexen Differenzierbarkeit die Wirtinger-Ableitungen

‘Z_f; - %(%—l%) und % - %(%-H%)

Durch Einsetzen der Komponenten f = g + ih erhélt man

0 %, 0 o 0
2 438,y fh, 00 goh (28 Oh), 0k, 2
2z dx dx dy dy dx 0Jy dx 0dy
Nach[L.9]ist f in einem Punkt w also genau dann komplex differenzierbar, wenn
0
Py = 0 i
2z

Die komplexe Ableitung ist in diesem Fall gegeben durch

5} %, 0
Fo = ZEerigin = 3(FEm+ )+ di( Fm-FEw)

Fiir die Funktion f(z) = 22 gilt beispielsweise in jedem Punkt z = x + iy jeweils

of . of .

3 (2)=0 und Er (2) = 2z.
Fiir die Funktion f(z) = £ gilt

8_{(2) =1 und a—f(z) =0.

0z 2z

9w,

Jz

Zu beachten ist, dass die Wirtinger-Ableitungen keine Richtungsableitungen im Sinne der Analysis mehrerer Varia-

blen sind. Insbesondere ist g—ﬁ nicht die Ableitung von f in Richtung des Vektors z, wie man auf Grund der Notation

vermuten konnte. Es handelt sich um ein rein formales Hilfsmittel.

Wir erginzen die bisher aufgestellten komplexen Ableitungsregeln noch um eine weitere.

Satz 1.10 (komplexe Umkehrregel)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine injektive, komplex differenzierbare Funktion mit

stetiger, nichtverschwindender Ableitung, d.h. es gelte f’(z) # O fiir alle z € G. Dann ist auch
U = f(G) ein Gebiet in C, die Umkehrfunktion g : U — C von f ist auf ganz U komplex

differenzierbar, und fiir alle w € U gilt g’(w) = f'(g(w)) L.

Beweis: Wir betrachten C als zweidimensionalen normierten R-Vektorraum, mit dem komplexen Absolutbetrag als

Norm. Die Voraussetzung f’(z) # O impliziert fiir alle z € G, dass die lineare Abbildung auf dem R-Vektoraum C

gegeben durch ¢, : C — C,u — f’(2)u jeweils invertierbar ist, mit v — f’(z)"'v als Umkehrabbildung. Aus dem




Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit hatten wir gefolgert, dass die Bildmenge f (G) von G unter einer solchen Abbil-
dung wiederum offen, und dass durch f ein C!-Diffeomorphismus zwischen G und f(G) gegeben ist. (Die Aussage
hatten wir seinerzeit nur fiir offene Teilmengen des R" formuliert, aber offensichtlich gilt die Aussage genauso fiir
beliebige endlich-dimensionale normierte IR-Vektorrdume.) Dies zeigt, dass die Umkehrfunktion g jedenfalls reell
differenzierbar ist. Als Bildmenge einer zusammenhéingenden Menge unter einer stetigen Abbildung ist auch f(G)
zusammenhéngend, insgesamt also ein Gebiet.

Die Umkehrregel aus der Analysis mehrerer Variablen besagt, dass fiir jedes w € U und jedes z € G mit f(z) = w
jeweils g'(w) = q&z_l gilt, wobei ¢, die totale Ableitung von f im Punkt z bezeichnet. Die Umkehrabbildung von ¢,
ist, wie wir bereits oben festgestellt haben, gegeben durch C — C, v — f’(2)~. Diese Abbildung ist nicht nur eine R-
lineare Abbildung, sondern eine C-lineare Abbildung, und wie wir im Beweis von Satz gesehen haben, ist diese
C-Linearitét bei bereits vorhanderener reeller Differenzierbarkeit in w jeweils gleichbedeutend mit der Giiltigkeit
der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, also mit der komplexen Differenzierbarkeit. Desweiteren ist die
bestimmte Zahl A € C mit ¢Z_1(v) = Av dann die komplexe Ableitung im Punkt w, im vorliegenden Fall also die
komplexe Zahl A = f(z) . O

Wir werden in Kiirze sehen, dass die komplexe Ableitung einer komplex differenzierbaren Funktion auf einer offenen
Menge automatisch stetig ist. Es geniigt also, bei der Formulierung der Umkehrregel die komplexe Differenzierbar
zu fordern.

Bisher haben wir, abgesehen von Polynomfunktionen, noch keine konkreten Beispiele fiir komplex differenzierbare
Funktionen zu sehen bekommen. Wir werden nun aber zeigen, wie man mit Hilfe komplexer Potenzreihen eine Vielzahl
von Beispielen erhélt.

Sei (a,)nen €ine Folge komplexer Zahlen. Wie in der Analysis einer Variablen verwenden wir die Notation Z:zl a,
fiir die Folge (s,)pen der Summen s, = ZZ=1 a; und nennen sie die Reihe tber (a,),en. Die Zahlen s, werden
die Partialsummen der Reihe genannt. Konvergiert die Folge (s,),en gegen eine komplexe Zahl a, dann wird die
Bezeichnung Z:il a, auch fiir den Grenzwert a verwendet. Man nennt die Reihe absolut konvergent, wenn die
Reihe Z:Zl |a,| in den reellen Zahlen konvergiert. Wie in der Analysis einer Variablen beweist man auch hier, dass
jede komplexe absolut konvergente Reihe konvergent im herkémmlichen Sinn ist.

Die Potenzreihen wurden bereits in der Analysis mehrerer Variablen definiert. Ist a € C und (a,, ),y eine Folge kom-
plexer Zahlen, dann bezeichnet der Ausdruck ZSZO a,(z—a)" die Potenzreihe iiber (a,),e im Entwicklungspunkt
a. Sei a = limsup, {/|a,| € R, U{+00}. Dann nennt man

0 falls a = +o00
p = a! fallsaeR*

+oo fallsa=0

den Konvergenzradius der Potenzreihe. Der folgende Satz aus der Analysis mehrerer Variablen gilt auch im Kom-
plexen; beim Beweis ergeben sich keine wesentlichen Anderungen.




Satz 1.11 Sei (a,),en eine Folge komplexer Zahlen, a € C und f(z) = Z::io a,(z —a)" die
zugehorige komplexe Potenzreihe im Entwicklungspunkt a. Sei p der Konvergenzradius der Po-
tenzreihe.

(i) Im Fall p = 0 konvergiert f nur im Punkt a.
(i) Im Fall p = +o00 konvergiert f in jedem Punkt z € C absolut.

(iii) Seinun 0 < p < +00. Dann ist f in allen Punkte z € B,,(a) absolut konvergent und in
allen Punkten z ¢ B »(a) divergent.

Gilt (iii), dann definiert f auf B o (a) eine stetige C-wertige Funktion. Im Fall (ii) ist diese Funktion
sogar auf ganz C definiert.

Die sogenannte formale Ableitung einer Potenzreihe f(z) wie oben ist gegeben durch die Potenzreihe

f'lz) = Z na,(z—a)" ! = Z(n + a1 (z—a)™.
n=1 n=0

Wie in der reellen Analysis zeigt man auch hier, dass f und f’ denselben Konvergenzradius besitzen. Der folgende
Satz zeigt, dass die formale Ableitung zugleich die komplexe Ableitung der durch f definierten C-wertigen Funktion
liefert.

Satz 1.12 Seir € R und f : B,(a) — C eine Funktion, deren Werte durch eine Potenzreihe
im Entwicklungspunkt a € C mit Konvergenzradius p > r gegeben sind. Dann ist f auf B,(a)
eine holomorphe Funktion, und die Ableitung von f ist in jedem Punkt z € B,.(a) der Wert der
formalen Ableitung.

Beweis:  Zur Vereinfachung der Notation beschrinken wir uns beim Beweis auf den Entwicklungspunkt a = 0.
Sei z € B,(0) vorgegeben. Die komplexe Differenzierbarkeit von f und die Aussage {iber den Wert der Ableitung
ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass die Differenz zwischen dem Differentialquotienten und dem Wert der
formalen Ableitung

f(z +h2—f(z) _inanzn—l - % (i a,(z +h)" —ianzn) —inanzn_l =

n=1 n=0 n=0

%(ian(z+h)n_i ) ina g™ ian(%(z‘i‘h)n—%zn—nz”l)

n=1 n=1

fiir h — 0 gegen Null konvergiert. Fiir den Ausdruck im Inneren der Klammer gilt nach dem Binomischen Lehrsatz

1 1 1
E(z+h)”—ﬁz”—nz = —Z( )hk = k——z —nz"! =
1 1< 1 1<

2 " g 1+hZ:( )hk nk _ z —nzg™ ! = szz (Z)hkz"*k.




Diese Summe konnen wir weiter abschétzen. Fiir 0 < k < n—2 gilt

! n n! n!
< k+1)(k+2 = k+1D(k+2 _
(n—2)! (n—z)
= -1)— = -1
"= 2= =1\
und somit
& n n—2
1 (Tl) k_n—k -1 (n) k|, n—k -1 n k21 1n—(k+2)
- heg™ = | h|K|z|" S I [<2)z]
hig\k ; k ; k+2
n—2 n n—2 I
= |h| ( )|h|klz|(n—2)—k < n(n—1)|h| ( )|h|klz|(n_2)_k
=0 k+2 P k

= n(n—DkI(Ikl+|z))"2.

Wir erhalten also die Abschétzung

flz+h)—f(2) —ina 1

A < 2 (= Dlag (1Al 4121 Y72

n=1

Seien nun 6,s € R" so gewdhlt, dass |z| + & < s < r erfiillt ist. Dann erhalten wir insgesamt fiir 0 < |h| < & die

Abschitzung
< |n (Z n(n—l)lanlsnz). (1.2)

n=2

fEtD=1) $

n=1
Die zweite formale Ableitung von f ist gegeben durch

[ee]

f’ o= Z n(n—1)a,z"2.
n=2
Weil die Konvergenzradien von f, f’ und f” {ibereinstimmen, ist f”/ im Punkt s absolut konvergent. Deshalb ist auch
der Ausdruck in der Klammer auf der rechten Seite von (1.2)) konvergent, und wir erhalten fiir h — 0 die gewiinschte
Konvergenz gegen Null. |

Definition 1.13 Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist definiert durch

(ee] n

exp(z) = Z % fir alle z € C.
n=0

Wie man mit dem Quotientenkriterium leicht {iberpriift, hat die angegebene Reihe einen unendlichen Konvergenzra-
dius. Somit ist die komplexe Exponentialfunktion tatsachlich auf ganz C definiert. Wie in der Analysis einer Variablen
beweist man mit Hilfe von Cauchyprodukten, dass exp(z + w) = exp(z) exp(w) fiir alle z,w € C erfiillt ist. Insbeson-
dere gilt exp(z) exp(—z) = exp(z + (—2z)) = exp(0) = 1 fiir alle z € C. Dies zeigt, dass exp nur Werte in C* annimmt.
Auf




R stimmt die komplexe Exponentialfunktion mit der bereits bekannten (reellen) Exponentialfunktion iiberein. Statt
exp(z) verwendet man die etwas komfortablere Schreibweise e fiir alle z € C. Desweiteren ist die Exponentialreihe
identisch mit ihrer eigenen formalen Ableitung. Dies zeigt, dass die Exponentialfunktion gleich ihrer komplexen
Ableitung ist, dass also exp’(z) = exp(z) fiir alle z € C gilt.

Darstellung der komplexen Exponentialfunktion

In der Analysis einer Variablen hatten wir die Kosinus- und die Sinusfunktion durch die auf ganz IR konvergenten

Reihen
2n+1

2n+1)!

cos(x) = Z(— )" und sin(x) = Z(— ) ——

(2n)!

definiert. Auch diese Funktionen werden nun auf ganz C ausgedehnt.

Definition 1.14 Die komplexe Kosinus- und Sinusfunktion sind auf ganz C definiert durch

cos(z) = L(e" +e®)  und  sin(s) = L(eF — e ).

Die Reihendarstellung der komplexen Exponentialfunktion liefert unmittelbar eine komplexe Reihenentwicklung fiir
Kosinus- und Sinusfunktion. Ist n gerade, n = 2k mit k € IN,, dann gilt jeweils %((iz)" + (—iz)") = (iz)?* = (=1)kz2k,
und fiir ungerades n erhalten wir %((iz)" + (—iz)") = 0. Fiir alle z € C gilt somit

cos(z) = i%((i:!)” (IZ)H) Z( (Zn)'

n=0

Eine dhnliche Rechnung liefert sin(z) = Zzo(—l)" (Z‘i =T fiir alle z € C. Dies zeigt, dass die Funktionen tatséchlich

die bereits bekannten reellen Kosinus- und Sinusfunktionen auf ganz C fortsetzen. Fiir alle z € C gilt wie im Reellen
sin’(z) = 2-ie® — (3 (—i)e ) = (e + e ™), und ebenso cos'(z) = —sin(z). AuRerdem gilt jeweils

cos(z) +isin(z) = (%(eiZ + e_iz)) +i- (%(eiZ —e_iz)) = %eiz + %e_iz + %eiz - %e‘iz = e

Fiir x € R erhalten ist e’ = cos(x) + i sin(x) die berithmte Eulersche Formel.




Darstellung der komplexen Sinus- und Cosinusfunktion

(Wie man sieht, sind auch die komplexen Funktionen 27-periodisch.)

Unmittelbar anhand der Definition konnen auch die Additionstheoreme sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)
und cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w) fiir alle z,w € C nachgerechnet werden. Insbesondere folgt daraus,
wie im Reellen, sin(z + %TC) = sin(z) COS(%TE) + cos(z)sin(%ﬂ:) = sin(z) - 0 + cos(z) - 1 = cos(z), und 1 = cos(0) =
cos(z + (—z)) = cos(z) cos(—z) — sin(z) sin(—z) = cos(z)? + sin(z)?, fiir alle z € C.

Proposition 1.15 Die komplexe Exponentialfunktion wird injektiv, wenn man sie auf D =
{z € C| —n < Im(z) < 7t} einschrédnkt, und sie bildet die Menge D bijektiv auf C \ {0} ab. Die
Umkehrfunktion In : C\ {0} — D wird der komplexe Logarithmus genannt.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Injektivitit. Seien a, b,c,d € R mit —m < b,d < m und e®*® = e“*¢_ Auf Grund
der Eulerschen Formel folgt daraus

e“(cos(b) +isin(b)) = e°(cos(d)+isin(d)).

Bildet auf beiden Seiten den komplexen Absolutbetrag, dann folgt e® = e und a = c. Aus cos(b)+isin(b) = cos(d) +
isin(d) erhalten wir cos(b) = cos(d) und sin(b) = sin(d). Dies zeigt, dass sich b und d hochstens um ganzzahlige
Vielfache von 27 unterscheiden kénnen. Da aber —nt < b, d < 7 vorausgesetzt wurde, folgt b =d.

Die Surjektivitét ergibt sich direkt aus der Polarkoordinaten-Darstellung komplexer Zahlen, wie sie in Satz[1.1] be-
schrieben wurde: Jedes z € C* hat die Form z = re!¥ mit r € R* und 0 < ¢ < 27. Die Gleichung bleibt erhalten,
wenn wir ¢ um ein ganzzahliges Vielfaches von 27t abdndern; wir kénnen deshalb —m < ¢ < 7 annehmen. Setzen
wir a = In(r), wobei In den reellen natiirlichen Logarithmus bezeichnet, dann gilt z = % - ¢! = ¢*™¥ und a +i¢ ist
in D enthalten. Damit ist die Surjektivitit nachgewiesen. m|

Genauer spricht man vom Hauptzweig des komplexen Logarithmus, denn es gibt viele weitere Moglichkeiten, eine
lokale Umkehrung der komplexen Exponentialfunktion zu definieren. Entfernen wir aus D die Menge aller z € C mit
Im(z) = 7, so erhilt man eine offene Teilmenge von C, die bijektiv auf C \ R_ abgebildet wird, mit R_ = {x € R |
x < 0}. Auf Grund der komplexen Umkehrregel, Satz ist die Ableitung des komplexen Logarithmus fiir alle

z € C\ R_ definiert durch

W) = s = = -
el = exp/(In(z)) ~ exp(In(z)) =~ 2z’




Darstellung der komplexen Logarithmusfunktion und der Funktion z — z — /210

(Die Nullstelle der Logarithmusfunktion im Punkt 1 ist deutlich zu erkennen. Weniger deutlich
zeigt sich die Singularitdt im Nullpunkt. Da In(z) fiir 2 — 0 nur logarithmisch gegen —oo
lauft, nimmt die Helligkeit in der Ndhe des Nullpunkts nur geringfiigig zu. Der Farbwechsel
am linken Rand von griin nach blau zeigt den Sprung des Imaginérteils von In(x) von %ni
nach —%TC beim Uberqueren der negativen reellen Achse an.)

Definition 1.16 Fiir jedes n € IN mit n > 2 ist die komplexe n-te Wurzelfunktion definiert
durch
1
RV en"®)  fallsz #£0 .
0 falls z =0

Im Fall n = 2 schreibt man an Stelle von z/2 auch 4/z.

Aus der Gleichung e**" = e®e" fiir alle z,w € C folgt durch vollstindige Induktion iiber n € IN die Gleichung
1

e™ = (e*)" fiir alle z € C und n € IN. Dies zeigt, dass fiir alle z € C* jeweils ({/2)" = (e%h‘(z))” =M@ = () — 4

gilt, und natiirlich ist diese Gleichung auch fiir z = 0 erfiillt. Dies zeigt, dass z'/" fiir jedes z € C tatsichlich stets eine

n-te komplexe Wurzel von z ist. Auf C* erhalten wir fiir die Funktion z — z'/" mit Hilfe der Kettenregel die Ableitung
-1 e%ln(z) — %
positiven reellen Zahlen fiir w,z € C im Allgemeinen nicht erfiillt ist.

1 . . . . . . .
z - iz 27, Zu beachten ist, dass die Gleichung (wz)/" = w'/"z'/" im Gegensatz zur Situation bei

Proposition 1.17

(i) Die komplexe Sinusfunktion wird injektiv, wenn man sie auf die Teilmenge D’ = {z €
C —%n < Re(z) < %TL'} einschrénkt, und sie bildet diese Menge bijektiv auf das Gebiet
G =C\{x € R||x| = 1} ab. Die Umkehrfunktion arcsin : G — D’ wird der komplexe
Arcus sinus genannt.

(ii) Die komplexe Kosinusfunktion wird injektiv, wenn man sie auf die Teilmenge D" = {z €
C | 0 < Re(z) < 7t} einschréankt, und sie bildet diese Menge bijektiv auf das Gebiet G
aus Teil (i) ab. Die Umkehrfunktion arccos : G — D” wird der komplexe Arcus cosinus
genannt.




- 5
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Darstellung des komplexen Arcus sinus und Arcus cosinus

Beweis: Auf Grund der Gleichung sin(z + %n) = cos(z) fiir alle z € C geniigt es, die Aussagen fiir die komplexe
Sinusfunktion zu beweisen. Wie man leicht iiberpriift, wird durch die Funktion z — e die Menge D’ bijektiv auf
D, = {z € C | Re(z) > 0} abgebildet. Die Umkehrfunktion dieser Abbildung ist gegeben durch D; — D’, z —
(=) In(2).

Die komplexe Sinusfunktion ist die Komposition dieser Funktion mit f : D; — C, 2 — %(z —z71). Offenbar gilt
f(2) € R mit z € D; nur dann, wenn z —z~" rein imaginér ist. Schreiben wir z = a +ib mit a € R*, b € R, dann gilt
Re(z—z71) = a— %5. Aus Re(z —z7!) = 0 folgt also a® + b2 = 1, und dann ist f(z) = (2 —%) = %.-'Zi -b=bund
|b| < 1. Dies zeigt, dass f die Menge D; nach G abbildet. Fiir alle z € D; und alle w € G gilt nun die Aquivalenz

2

wzé(z—z_l) & 2izw=2z2—-1 & 222imz—wl=1-w? & (E—-iw)P=1-un?

S z—iw=V1—-w?2 S zg=iw+Ev1—w2

Wir betrachten nun die Abbildung g : G — C, w — iw++/1—w2. Es gilt g(0) = 1. Hitte g(w) fiir ein w € G negativen
Realteil, dann miisste es aus Stetigkeitsgriinden auch ein w € G mit Re g(w) = 0 geben. Die Umformung zeigt, dass
aus z = g(w) jeweils w = %(z —z 1) folgt. Wegen z = it mit t € R wire w = % (it +it™1) = 2(t + t~1). Aber auf
Grund der Aquivalenz 3(t+t™) > 1< t2+1 > 2t < (t—1)? > 0 wiirde |[w| > 1 gelten, im Widerspruch zu w € G.
Damit ist gezeigt, dass g(G) € D, gilt.

Aus der Umformung ergibt sich auch, dass f o g = id; gilt. Also ist die Abbildung f surjektiv. Dariiber hinaus ist f
injektiv. Sind ndmlich z,2; € D; mit f (2) = f (2,), dann folgt z+2~! =z, +2,', was zu (z—z,)(1+ %) = 0 umgeformt
werden kann. Aus z # z; wiirde also zz; = —1 folgen. Ist z = a + ib die Zerlegung von z in Real- und Imaginérteil,

dann wire z; = —z~! = —a”;:lfz. Aber dies ist unmoglich, weil z und z; als Elemente von D; beide einen positiven

Realteil haben. Insgesamt ist damit nachgewiesen, dass g : G — D; die Umkehrfunktion von f : D; — G ist. |

Auch hier kdnnen wir mit der komplexe Umkehrregel die Ableitungsfunktionen bestimmen. Fiir alle w € C gilt wegen
cos(w)? + sin(w)? = 1 jeweils cos(w) € {£4/1 —sin(w)2}. Fiir alle z € G erhalten wir somit
1 1 1 1
+

arcsin(z) = —mmmM— = —————— = & = .
sin’(arcsin(z)) cos(arcsin(z)) +/1 —sin(arcsin(z))? 1—22




Fiir reelles z € G wissen wir bereits aus der Analysis einer Variablen, dass die Gleichung mit einem Pluszeichen erfiillt
ist. Weil G wegzusammenhéngend und arcsin’ stetig ist und fiir kein z € G den Wert null annimmt, muss somit

1
arcsin’(z) =
1—22
fiir alle z € G gelten. Durch eine dhnliche Uberlegung zeigt
arccos’(z) = ! fiirallez € G
V1—322 '

Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, die Ableitung des komplexen Arcus sinus zu bestimmen. Aus dem Beweis
von Prop. geht hervor, dass arcsin : G — D’ explizit gegeben ist durch die Komposition der dort definierten
Abbildung g mit z — (—i)In(z). Es gilt also

arcsin(z) = (—i)ln(iz +v1 —zz) fiir alle z € G.

Bestimmt man die Ableitung dieses Ausdrucks mit Hilfe der komplexen Ableitungsregeln, so erhélt man

i— == iv/1—22— V1—22 +
arcsin(z) = (—i) — A= = (=) — S = TTE
iz++v1—22 izv1—22+1—22 izv1—22+1—22
(V1—22+2)(V1—22—iz) _ 1

(izv/1—224+1—22)(V1—22—iz) G

Darstellung der Ableitung z — der komplexen Arcus sinus-Funktion

1—3g2
Hier erkennt man den hellen Punkten deutlich die Singularitdten bei —1 und 1.




§ 2. Der Cauchysche Integralsatz

Zusammenfassung. Den Begriff des komplexen Wegintegrals haben wir bereits im ersten Teil der Vorlesung,
der mehrdimensionalen Integrationstheorie, eingefiihrt. Fiir diese Integrale werden wir nun den Cauchyschen
Integralsatz beweisen, der in der Funktionentheorie eine ganz zentrale Rolle spielt. Im nichten Kapitel werden
wir eine Vielzahl von Anwendungen zu sehen bekommen.

Ist f : G — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge G C C, dann besagt dieser Satz, dass
Integrale von f iiber geschlossene Wege in G gleich null sind, vorausgesetzt die Menge G erfiillt gewisse topo-
logische Bedingungen. Wir beschiftigen uns zunichst mit diesen Bedingungen; die Eigenschaften, die wir hier
betrachten, sind Konvexitdt, Sternférmigkeit und einfacher Zusammenhang, in aufsteigender Allgemeinheit. Ein
weiteres wichtiges Thema ist die Definition komplexer Stammfunktionen mit Hilfe komplexer Wegintegrale.
Wir beweisen wir den Cauchyschen Integralsatz zunéchst fiir Dreieckskurven und verallgemeinern ihn dann
schrittweise.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze

— konvexes bzw. sternformiges Gebiet — Cauchyscher Integralsatz
— Homotopie (von Kurven mit festen Endpunkten)

— freie Homotopie

— zusammenziehbare Kurve

— einfach zusammenhé&ngendes Gebiet

Wir wiederholen kurz die Definition der komplexen Kurvenintegrale. Unter einem Integrationsweg in C verstehen
wir in diesem und den nachfolgenden Kapiteln eine stetige, stiickweise stetig differenzierbare Abbildung y : [a, b] —
C auf einem endlichen Intervall [a, b] € R (mita,b € R, a < b). Ist f : U — C eine stetige Funktion und y : [a, b] —
C ein Integrationsweg mit y([a, b]) € U, dann hatten wir das komplexe Kurvenintegral von f iiber y definiert durch

b
Jf(z)dz = f (f o))y () dt.
Y a

Fiir die Berechnung dieser Integrale wird jeweils eine Stammfunktion von t — (f o y)(t)y’(t) benétigt, also eine
stiickweise stetig differenzierbare Funktion f, : [a, b] — C mit der Eigenschaft, dass fy’ (£) = (f oy)(t)y'(¢) fiir alle
bis auf endlich viele t € [a, b] erfiillt ist. Es gilt dann

ff(Z)dZ = f,(b)—f(a).
Y




Wir notieren einige Rechenregeln fiir das komplexe Kurvenintegral.

Satz 2.1 SeiU CC, f : U — C eine stetige Funktion, und seien y : [a,b] > U und 6 : [c,d] —
U zwei Integrationswege, wobei wir y(b) = &(c) voraussetzen.

(i) Fiir die Summe y + 6 und die Umkehrung —y gilt

J f(z)dz=ff(z)dz+ff(z)dz und ff(z)dz=—ff(z)dz.
r+6 Y g = Y

(i) Ist C € R, eine Konstante mit |f(z)| < C fiir alle z € y([a, b]), so gilt fiir das komplexe
Kurvenintegral die Abschatzung
f f(z)dz
Y

wobei £(y) = fab ly/(¢)|dt die Liange des Integrationsweges y bezeichnet.

< Cly)

(iii) Ist U € C offen und F : U — C eine komplexe Stammfunktion von f, dann ist das
komplexe Kurvenintegral gegeben durch

Jf(Z)dZ = (Foy)(b)—=(For)(a).
Y

Insbesondere gilt fY f(2)dz =0, wenn der Integrationsweg y geschlossen ist, also y(a) =
y(b) gilt.

Beweis: zu (i) Wir beschranken uns auf den Beweis fiir die Umkehrung und hierbei auf den Fall, dass y auf das
Intervall [0, 1] normiert ist. Zunéchst bemerken wir, dass die (eindimensionale) Substitutionsregel problemlos von
reell- auf komplexwertige Funktionen iibertragen werden kann. Ist ndmlich f; : I — C eine stetige Funktion auf
einem offenen Intervall I € R mit Zerlegung f = g; + ih; in Real- und Imaginérteil, und ist u : J — I eine stetig
differenzierbare, streng monoton wachsende oder fallende Funktion auf einem offenen Intervall J C R, dann gilt fiir
alle a, b € J mit a < b auf Grund der reellwertigen Substitutionsregel

@(b) p(b) »(b) b b
J AG)dx = f gl(x)dx+if hi(x)dx = f(glonp)(t)so’(t)dtﬂf (hy o @)(D)e'(t) dt

v(a) p(a) v(a)

b
- f (0 9)(D)¢'(0) dt.




Wenden wir dies aufu : R — R, u(t) = 1—t und die Funktion t — (f oy)(t)y’(t) an, so erhalten wir wegen —y = you
fiir das komplexe Kurvenintegral

1 1
J fle)dz = J (fo(=MO(-r)()dt = J (foyow)(t)(yow'()dt =
-y 0 0

u(1) 0 1
J (fop)()Y'(t)dt = f (foy))(t)dt = —f (fop)()Y(t)dt = —ff(z) dz.
u(0) 1 0 Y

zu (ii) Wir zeigen zunéchst, dass fiir jede stetige Funktion g : [a, b] — C die Abschétzung | fab g(t)dt| < f ab lg(t)|dt
gilt. Wir haben in den Ubungen gezeigt, dass auch fiir Integrale C-wertiger Funktionen die Produktregel der Diffe-
rentiation giiltig ist. Daraus folgt fab(kg)(t) dt=2A f ab g(t)dt fir alle A € C. Damit erhalten wir fiir jedes s € R die

Abschitzung
b b b b
Re(eisf g(t)dt) = f Re(e®g(t))dt < f leg(t)|dt < J lg(t)|dt.

Sei nun z = f ab g(t)dt. Ist z = 0, dann ist die behauptete Abschéitzung offensichtlich erfiillt. Ansonsten sei s =

—arg(z). Dann ist e f ab g(t)dt reell und positiv, und wir erhalten

b b b b b
fg(t)dt eisf g(t)de| = eisf g(t)dt = Re(eisf g(t)dt) < flg(t)|dt s

wodurch die Behauptung bewiesen ist. Die Aussage (ii) selbst erhdlt man nun durch die einfache Rechnung

f f(z)dz
Y

zu (i) Sei Z = {ty,...,t;_1} eine Zerlegung des Intervalls [a, b] derart, dass vl , ., jeweils stetig differenzierbar

b b b
= f(fOY)(t)Y'(t)dt < j|(f°}’)(f)||)’/(t)|dt < CJ ly'(Olde = Cey).

ist, flir 1 < k < n. Es ist leicht zu {iberpriifen, dass die Kettenregel fiir R-wertige Funktionen aus der Analysis einer
Variablen auch fiir C-wertige Funktionen giiltig ist. Damit erhalten wir (F o v)'(t) = F/(y(£))y'(t) = (f o y)()Y'(t)
fiir alle t € [a, b] mit t # t; fiir 0 < k < m, und es folgt fyf(z) dz = (Fov)(b)—(F oy)(a). Offenbar ist die Differenz
im Fall y(a) =v(b)=0. |

Unser wichtigstes Ziel in diesem Abschnitt ist der Nachweis, dass Integrale holomorpher Funktionen f : G — C auf
einem konvexen Gebiet G {iber geschlossene Integrationswege (also Integrationswege y : [a,b] — G mit y(a) =
y(b)) stets gleich null sind. Der Begriff der Konvexitét ist bereits aus der Analysis mehrerer Variablen bekannt: Eine
Teilmenge U C C heilst konvex, wenn fiir je zwei Punkte p,q € U auch die Spur der Verbindungsstrecke [p,q] in U
enthalten ist. Wir ergénzen dies um einen weiteren Begriff.

Definition 2.2 Eine Teilmenge U C C heil3t sternformig beziiglich eines Punktes z € U, wenn
fiir alle w € U die Spur der Verbindungsstrecke [z, w] in U enthalten ist.

Offenbar ist eine konvexe Teilmenge sternférmig beziiglich all ihrer Punkte. Wir benétigen im weiteren Verlauf noch
die folgende topologische Aussage.




Satz 2.3 In einem Gebiet G C C konnen je zwei Punkte p, q jeweils durch einen Polygonzug
in G, also durch eine Summe von Verbindungsstrecken, miteinander verbunden werden.

Beweis: Sei G C C ein Gebiet und a € G ein beliebig gewahlter Punkt. Wir miissen zeigen, dass fiir jeden Punkt z € G
ein Polygonzug von a nach gz existiert. Sei U C G die Teilmenge aller Punkte z, fiir die ein solcher Weg tatsichlich
existiert. Zu zeigen ist, dass U = G gilt.

Um dies zu erreichen, beweisen wir zunéchst, dass U offen ist. Sei z; € U und r € R" mit B,(z;) C G; ein solches
r existiert auf Grund der Offenheit von G. Da B,(z;) als offene Kreisscheibe konvex ist, liegt fiir jedes z € B,(z;) die
Spur der Verbindungsstrecke [z;,z] in B,(z;). Wegen 2z, € U existiert ein in G verlaufender Polygonzug y von a nach
2. Insgesamt ist dann durch die Summe y + [2;,2] ein in G verlaufender Polygonzug von a nach z definiert. Es folgt
z € U, und insgesamt ist damit B,(z;) € U nachgewiesen. Die Teilmenge U C G ist also tatséchlich offen.

Nun zeigen wir, dass auch das Komplement G\ U von U offen ist. Sei dazu 2, € G\ U und s € R* mit B,(z,) C G. Wére
ein Punkt z € B,(z,) in U enthalten, dann wiirde ein Polygonzug § in G von a nach z existieren, und & + [z, 2, ] wére
ein Polygonzug in G von a nach z,. Aber dies wiirde bedeuten, dass z, in U liegt, im Widerspruch zur Annahme. Die
Teilmenge U C G ist wegen a € U nicht leer. Wire auch G \ U nichtleer, dann wiirden wir durch G = UU(G \ U) eine
disjunkte Zerlegung von G in nichtleere und offene (und damit auch in G relativ offene) Teilmengen erhalten. Weil
aber G als Gebiet zusammenhéngend ist, existiert eine solche Zerlegung nicht. Somit muss G\ U =@ und U = G
gelten. |

Aus dem Satz folgt somit, dass zwischen zwei Punkten ein in G verlaufender Integrationsweg existiert, denn Poly-
gonziige sind stiickweise stetig differenzierbar. Insbesondere sind Gebiete in C also stets wegzusammenhéngend.

Definition 2.4 Seien u,v,w € C drei Punkte, die nicht auf einer gemeinsamen affinen Geraden
liegen. Dann bezeichnen wir die Menge

A = Alwv,w) = {Au+uv+w|Au,ve[0,1,A+u+v=1}

als Dreieck mit den Eckpunkten u, v, w. Als Randkurve des Dreiecks definieren wir die zusam-
mengesetzte Kurve d A = [u, v] + [v,w] + [w,u].

Aus der Definition der Konvexitét folgt unmittelbar, dass fiir jede konvexe Teilmenge U € C mit u,v,w € U auch das
Dreieck A = A(u, v,w) in U enthalten ist. Ist f : U — C eine stetige Funktion, dann gilt auf Grund der Rechenregel
fiir die Summe von Integrationswegen jeweils

f flz)dz = Jf(z)dz+f f(z)dz+f f(z) dz.
IA u v w

Die Linge von d A, also die Zahl |v —u| + |w —v| + |u — w/|, bezeichnen wir als Umfang des Dreiecks.




Proposition 2.5 Sei U C C ein konvexes Gebiet, und seien u,v,w € U Punkte, die nicht auf
einer affinen Geraden liegen. Sei A = A(u,v,w), und seien u’ = %(v +w), v = %(u +w),
w = %(u + v) die Seitenmittelpunkte von A. Dann kénnen wir A in die vier kleineren Dreiecke

A =Aww,v) , A,=AWu, W) , A=A,V u) und A, =AW,V W)

zerlegen. Fiir jede stetige Funktion f : U — C gilt

jf(z)dz = ff(z)dz+ j flz)dz+ J. f(z)dz+ff(z)dz.
A oA, oA, 9,

oA,

Beweis: Die Gleichung erhdlt man durch mehrfache Anwendung der Rechenregeln fiir Konkatenation und Inversion.

Nach Definition der Verbindungsstrecken gilt allgemein f MV}V; f(@)dz= f wyw] fl®)dz = -— f ;Vf f@)dzwy,wy €
U. Daraus folgt

f f(z)dz+ J f(z)dz+ J f(z)dz+ f flz)dz =

an, aA, a1, an,

(J f(z)dz+f f(z)dz+J. f(z)dz)+(J. f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz)+
(J f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz)—k(f f(z)dz+J f(z)dz+f f(z)dz) =
f f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz+f fl®)dz =

ff(z)dz+f f(z)dz+f fl®)dz = ff(z)dz. m|
u v w aA

Satz 2.6 (Cauchyscher Integralsatz fiir Dreiecke)

Ist U C C offen, f : U — C eine holomorphe Funktion und A € U ein Dreieck, dann gilt

f flz)dz = 0.
aA

Beweis: Wie in Prop. unterteilen wir das Dreieck A in vier Dreiecke Ay, Ay, Ag, A,. Sei AD von diesen vier
Dreiecken dasjenige mit dem maximalen Betrag

J flz)dz| , i€{1,2,3,4}
A,




des Kurvenintegrals. Setzen wir A©® = A, dann gilt A® > A® und

J f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dz+f f(z)dsz
FINC) an, oA, aA, an,

f f(z) dz f f(z) dz f f(z) dz J f(z)dz
9, N, A A,

Indem wir dieselbe Konstruktion wie zuvor auf A auf das Dreieck A" anwenden, erhalten wir ein Dreieck A® C
AW und Iteration dieses Vorgangs liefert eine Folge A©® 2 AM > A® > A®) > | von Dreiecken mit

<

f(z)dz

+ + + < 4 f(z)dz

oAM

< 4 .

f(2)dz

oA

f(z)dz

oAm

Bezeichnen wir jeweils mit £,, den Umfang und mit 6,, den Durchmesser von A, dann gilt ¢, = 27"¢, und 6,, = 27§,
fiir alle n € IN,,. Weil die Dreiecke kompakt sind und sich gegenseitig enthalten, gibt es nach dem Schachtelungs-
prinzip aus der Analysis mehrer Variablen einen Punkt w € C mit der Eigenschaft ﬂ;io A™ = {w}. Auf Grund der
komplexen Differenzierbarkeit von f im Punkt w existiert eine Funktion h : U — C mit

f(z) = fWwW)+@E—w)f'(w)+h(z) mit  lim h(z)

wlz—w]

Die Funktion g(z) = f(w) + (z —w)f’(w) besitzt G(z) = f(w)z + %(z —w)?f’(w) als komplexe Stammfunktion. Mit
Satz (iii) erhalten wir somit

fl®)dz = f (g+h)z)dz = f g(z) dz +J h(z) dz
2AM EINQ EINQ)

= 0 +J h(z)dz = J h(z) dz.
aAm AAm

Sei nun ¢ € R* beliebig vorgegeben. Auf Grund der Grenzwerteigenschaft der Funktion h gilt |h(z)| < €|z — w| fiir

aAm

z in einer hinreichend kleinen Umgebung V C U von w. Da der Durchmesser &, von A™ fiir n — oo gegen Null
konvergiert, ist das Dreieck A fiir hinreichend groRes n in V enthalten. Fiir alle z € A™ gilt dann |z —w| < §, und
somit |h(z)| < €8,,. Weil der Dreiecksumfang zugleich die Lange des Integrationsweges ist, erhalten wir mit Satz
(ii) die Abschitzung

f(z)dz

aAm

< 85nfn = 4_n50€08.

J h(z) dz
aAm

Es folgt UaA(OJ f(2) dz| < 4" UaA(n) f(2) dz\ < 6ylye. Da ¢ € R* beliebig klein gewéhlt werden kann, erhalten wir
schlieBlich [, , f(z) dz=0. O

Beim Beweis der Verallgemeinerungen des Cauchyschen Integralsatzes stellt es sich héufig als giinstig heraus, wenn

man auf die Holomorphie der Funktion f in einem Punkt des Definitionsbereichs verzichten kann.

Proposition 2.7 Sei A = A(u,v,w) ein Dreieck, a € A ein Punkt, U C C offen mit U 2 A und
f :U — C eine stetige und auf U \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt fa Af)dz=0.




Beweis: Zunichst betrachten wir den Fall, dass a mit einem der Eckpunkte des Dreiecks iibereinstimmt; sei etwa
a = u. Seien ferner v; und w; zwei beliebige Punkte auf den an u anliegenden Dreiecksseiten [u,v] bzw. [u, w].
Definieren wir A; = A(u, v, w1), Ay = A(w,wq,v;) und Az = A(v;,v,w), dann erhalten wir eine Unterteilung des
Dreiecks A in drei kleinere Dreiecke. Wie im Beweis von Prop. [2.5]rechnet man nach, dass

ff(z)dz = f f(z)dz+f f(z)dz+f f(2)dz
oA an, an, aA,

erfiillt ist. Weil f auf A, und A5 holomorph ist, verschwindet das Integral fiir diese beiden Dreiecke, und es folgt

ffdz = f f dz. 2.1
CIN N

Weil A kompakt ist, nimmt die stetige Funktion z — |f(2)| auf A ein Maximum m € R, an. Auf Grund von [2.1] (i)
gilt die Abschétzung
f f(z)dz
an,

Nach Gleichung (2.1) ist das Integral {iber d A; von der Lage der Punkte v;,w; auf den Dreiecksseiten unabhingig.

< (8A)m.

Lassen wir nun v; und w; gegen a = u laufen, dann konvergiert der Umfang £(8 A;) von A; gegen Null. Es folgt

Jf(z)dz = f flz)dz = 0.
aA an,

Als néchstes betrachten wir den Fall, dass a zwar auf einer Seite des Dreiecks liegt, etwa in [u, v], aber mit keinem
der Eckpunkte iibereinstimmt. Wir bilden dann die Dreiecke A; = A(u,a,w) und A, = A(v,w, a). Wieder zeigt man
durch eine Rechnung wie in Prop. dass

ff(z)dz = f f(z)dz+f f(z)dz gilt.
A N an,

Nach Konstruktion ist a ein Eckpunkt sowohl von A; als auch von A,. Wir kénnen also die Aussage im bereits
bewiesenen Fall anwenden und erhalten

ff(z)dz = f f(z)dz+f fl@)dz = 0+0 = 0.
JdA an, aA,

Schliel8lich betrachten wir noch den Fall, dass a im Inneren des Dreiecks enthalten ist. Dann gibt es A, u, v € 10, 1]

mit A+ u+v=1und a = Au+ uv + yw. Der Punkt b = ﬁu + 74V liegt dann auf der Verbindungsstrecke [u, v],

stimmt aber weder mit u noch mit v {iberein, und a ist wegen

A=vb+wvw = (1—v)(Lu+

U A
- = (A+w)|—u+
A+u A-i—,uv) w ( “)(l-kuu

v)+vw
w
= Aut+uv+wyw = a

in der Verbindungsstrecke [ b, w] enthalten. Es sind dann A; = A(u, b,w) und A, = A(v,w, b) Dreiecke mit der
Eigenschaft, dass a auf einer ihrer Seiten liegt. Wiederum ist die Aussage damit auf einen bereits bewiesenen Fall
zuriickgefiihrt, und wir erhalten

Jf(z)dz = f f(z)dz+f fle)dz = 040 = 0. O
oA A, aA,




Wie wir weiter oben gesehen haben, spielen komplexe Stammfunktionen bei der Berechnung komplexer Wegintegrale
eine wichtige Rolle. Wir sehen uns nun an, wie umgekehrt mit Hilfe von Wegintegralen komplexe Stammfunktionen
gewonnen werden konnen.

Proposition 2.8 Sei G ein beziiglich des Punktes a € G sternférmiges Gebiet, undsei f : G — C
eine stetige und auf G \ {a} holomorphe Funktion. Dann ist durch F : G - C, z — faz fw)dw
eine komplexe Stammfunktion von f definiert.

Beweis: Sei b € G vorgegeben. Weil G offen ist, gibt es ein ¢ € R" mit B,(b) C G. Wir zeigen nun, dass fiir jedes
2z € B,(b) das Dreieck A mit den Eckpunkten z,a,b in G enthalten ist. Jeder Punkt p im Dreieck hat die Form
p=Aa+ub+ vz mit A,u,v<€[0,1] und A+ u+ v =1. Dabei konnen wir A < 1 voraussetzen, denn ansonsten wére
p = a, und dieser Punkt liegt auf jeden Fall in G. Weil B,(b) konvex ist, liegt der Punkt w = %b + 1232 auf der
Strecke sp([b,2]) in B,(b) € G. Auf Grund der Sterneigenschaft ist auch die Strecke sp([a,w]) in G enthalten, und
deshalb liegt der Punkt p = Aa + (1 — A)w in G. Damit ist die Inklusion A € G nachgewiesen.

Wir wenden nun den Cauchyschen Integralsatz, Satz auf das Dreieck A an. Wir erhalten f oA f(w) dw =0, also

z b z a
F(b)+f fw)dw—F(z) = f f(w)dw+f f(w)dw+f fw)ydw = 0
b a b z

und somit

z 1
F(z)—F(b) = ff(w)dw = Jf((l—t)b+tz)(z—b)dt = (z—0b)g(2)
b 0

1
mit g(z) = f f((1—1t)b + tz) dt. Wenn wir nun zeigen, dass diese Funktion g im Punkt b stetig ist, dann folgt
0

. F(z)=F(b)
lim ———
z—b z—Db

1
= limg(x) = g(b) = ff(b)dt = f(b) ,
0

und der Beweis ist abgeschlossen. Sei (z,),en €ine Folge in B,(b) mit lim, 2, = b. Es geniigt zu zeigen, dass die
Folge der Funktionen gegeben durch t — f((1—t)b + tz,)dt auf [0, 1] gleichm&Rig gegen die konstante Funktion
t — f(b) konvergiert, denn dann konvergiert das Integral, durch das g(z,) definiert ist, gegen das Integral iiber die
konstante Funktion t — f(b), also gegen den Wert f(b) = g(b).

Ist nun &; € R* vorgegeben, dann gibt es auf Grund der Stetigkeit von f ein & € R* mit |f(z) — f(b)| < & fiir
alle z € G mit |z —b| < §. Ist nun N € IN so grol} gewahlt, dass |z, — b| < 6 fiir alle n > N gilt, dann gilt auch
[((1—1¢t)b+tz,)—b| < 6 fur alle t € [0,1], denn (1 —t)b + tz, liegt in der Spur der Verbindungsstrecke [b,z,].
Daraus wiederum folgt |f ((1—t)b + tz,)— f(b)| < g, fiir alle t € [0,1] und alle n > N, wodurch die gleichméfRige
Konvergenz nachgewiesen ist. O




Satz 2.9 (Cauchyscher Integralsatz fiir sternformige Gebiete)

Sei G ein beziiglich a € G sternférmiges Gebiet, und sei f : G — C eine stetige und auf G \ {a}
holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jeden in G verlaufenden, geschlossenen Integrationsweg y

ff(z) dz =0.
T

jeweils

Beweis: Weil f auf G nach Prop. eine komplexe Stammfunktion F besitzt, kénnen wir Satz [2.1] (iii) anwenden.
Fiir jeden geschlossene Kurve y : [a,b] — G gilt demnach fyf(z)dz =F(y(b))—F(y(a)) = F(y(a)) —F(y(a))=0.
O

Folgerung 2.10 Sei G € C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. Genau
dann existiert fiir f eine komplexe Stammfunktion F : G — C, wenn fy f(z)dz = 0 fiir jeden
geschlossenen Integrationsweg y in G gilt.

Beweis: Die Giiltigkeit der Implikationsrichtung ,,=* haben wir bereits in Satz (v) festgestellt. Zum Beweis von
,&" setzen wir nun umgekehrt voraus, dass fy f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg gilt. Um eine
komplexe Stammfunktion auf G zu definieren, wéhlen wir einen Punkt a € G. Nach Satz existiert fiir jeden
Punkt z € T ein Polygozug v, von a nach z, und wir definieren F : G — C, in dem wir jeweils F(z) = fn fw)dw
setzen. Sei nun z € G vorgegeben. Wir miissen zeigen, dass F in z komplex differenzierbar ist und F’(z) = f(z) gilt.
Dazu wéhlen wir fiir z eine beziiglich z sternférmige (oder konvexe) Umgebung G, € G. Nach Proposition ist
F:G—-C, 2~ fzzl f(w)dw eine komplexe Stammfunktion von f, insbesondere gilt £/(z) = f(z). Desweiteren
stimmen F und F auf G, bis auf eine Konstante iiberein. Denn fiir jedes z; € G, ist v, +[2,2;] —7,, ein geschlossener
Integrationsweg in G. Es gilt also

F(2)+F(z,)—F(z;) = ff(w)dw+f1f(w)dw—J fw)dw = 0 ,
Tz z e

was zu F(z;) = F(z;) — F(z) umgeformt werden kann. Mit F ist also auch F im Punkt z komplex differenzierbar, und
es gilt F'(2) = F'(2) = f(2). O

Wir werden nun eine allgemeine Bedingung an Gebiete G — C formulieren, auf denen die beiden in Folgerung
(ii) genannten dquivalenten Aussagen stets erfiillt sind.




Definition 2.11 Sei G C C ein Gebiet, und seien v, 6 : [a, b] — G zwei Integrationswege.

@) Ist y(a) = 6(a) und y(b) = 6(b), dann ist eine Homotopie in G zwischen vy und 6 mit
festen Endpunkten eine stetige Abbildung H : [a, b] x[0,1] — G, so dass H(s,0) = v(s)
und H(s,1) = 6(s) fiir alle s € [a, b] und H(a,t) = y(a) = 6(a), H(b, t) = y(b) = 6(b)
fiir alle t € [0, 1] erfiillt ist.

(i) Sind y und 6 geschlossene Kurven, dann ist eine freie Homotopie in G zwischen y und
6 eine stetige Abbildung H : [a, b] x[0,1] — G mit H(s,0) = v(s), H(s,1) = 6(s) fiir alle
s€[a,b]und H(a,t)=H(b, t) fiir alle t € [0,1]

Das Gebiet G wird einfach zusammenhédngend genannt, wenn jeder geschlossene Integrations-
weg frei homotop zu einem konstanten Weg ist (dessen Spur also nur aus einem einzigen Punkt
besteht).

Anschaulich 1asst sich eine Homotopie interpretieren als ,stetige Deformation“ der Kurve y in die Kurve 6, die sich
die ganze Zeit {iber im Gebiet H abspielt. Jeden ,,Zeitpunkt“ t € [0, 1] kann eine Kurve v, : [a, b] — G gegeben durch
v.(s) = H(s, t) zugeordnet werden. Die Deformation startet mit der Kurve y, = y und endet mit y; = §.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass sternférmige Gebiete einfach zusammenhéngend sind. Ist ndmlich G sternfoérmig
beziiglich z € G und 7 : [a, b] — G eine geschlossene Kurve, dann kénnen wir durch H(s,t) = (1 —t)y(s) + tz eine
Homotopie zwischen y und dem konstanten Weg bestehend aus dem Punkt z definieren. Insbesondere sind konvexe
Teilmengen einfach zusammenhégend.

Ein Beispiel fiir ein nicht einfach zusammenhingendes Gebiet ist C* = C\ {0}. Dies zeigt man am einfachsten durch
Anwendung des unten angegebenen Cauchyschen Integralsatzes fiir einfach zusammenhéngende Gebiete.

Proposition 2.12 Sei G C C ein Gebiet, und seien y,6 : [a,b] — G zwei Integrationswege.
Sei f : G — C eine holomorphe Funktion. Existiert zwischen y und 6 eine Homotopie mit festen
Endpunkten oder sind y und & geschlossen, und existiert eine freie Homotopie zwischen y und

6, dann gilt fyf(z) dz = faf(z) dz.

Leider konnen wir diese Proposition hier nicht beweisen. Eine Schwierigkeit beim Beweis besteht darin, dass die oben
definierten Kurven 7., die mittels H definiert werden, nur stetig, aber keine Integrationswege sind. Fiir den Beweis
muss man diesen Kurven dennoch ein Integral fn f(2)dz zuordnen, was bei einer holomorphen (im Gegensatz zu
einer beliebigen stetigen Funktion) f mdglich, aber mit einigem Aufwand verbunden ist.

Wir kdnnen nun den Cauchyschen Integralsatz in voller Allgemeinheit formulieren.

Satz 2.13 (Cauchyscher Integralsatz fiir einfach zusammenhdgende Gebiete)

Sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion.
Dann gilt f , f(2)dz =0 fiir jeden geschlossenen Integrationsweg in G.




Beweis: Sei y ein geschlossener Integrationsweg in G. Weil G einfach zusammenhéangend ist, existiert eine Homotopie
zwischen y und einem konstanten Weg .. Weil 6, konstant ist, gilt f5 f(z)dz = 0. Nach Prop. gilt also auch

fyf(z)dzzo. m|

Anhang: Die Homotopieinvarianz der komplexe Wegintegrale

Die Hauptschwierigkeit beim Beweis von Prop. besteht darin, dass die ,Zwischenwege“ v,(s) = H(s, t), die
im Zusammenhang mit einer Homotopie H auftreten, im Allgemeinen nur stetig, aber keine Integrationswege, also
nicht stlickweise differenzierbar, sind. Wir miissen deshalb die Definition des komplexen Kurvenintegrals auf stetige
Wege ausdehnen, was mit einigem Aufwand verbunden ist und in dieser Form auch nur fiir holomorphe Funktionen
moglich ist. Unsere Darstellung folgt weitestgehend der Arbeit [ Ne], die ihrerseits auf einem é&lteren Vorlesungsskript
basiert.

Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Die Definition des komplexen Kurvenintegrals

b
Jf(Z)dz = j (f o))y (B)dt
Y a

ist nur sinnvoll, wenn diejenigen Punkte t € [a, b], in denen y’(t) nicht existiert, auf eine Nullmenge beschrénkt
bleiben. Bei einem Integrationsweg y ist diese Menge endlich, die Bedingung also erfiillt. Steht fiir die Funktion f
eine komplexe Stammfunktion F : U — C zur Verfligung, so ist das komplexe Kurvenintegral nach Satz[2.1] (iii) auch
durch fyf(z)dz = (F oy)(b)— (F ov)(a) gegeben. Ist Z = {t,,..., t;,_1} eine Zerlegung des Intervalls [a, b], dann
stimmt dieser Wert iiberein mit der Telekopsumme ZZ=1((F oy)(t) — (F o y)(tr_1))-

Dies ist unser Ansatzpunkt fiir eine Verallgemeinerung. In § 3 werden wir zeigen, dass f fiir jeden Punkt z € U auf
einer Kreisscheibe B, (z) in eine Potenzreihe entwickelt werden, vorausgesetzt, dass r € R* so gewihlt wurde, dass
B,.(z) € U gilt. Auf dieser Kreisscheibe hat f dann also die Form f(w) = Z:ZO a,(z —w)", mit einer geeigneten
Folge (a,)nen, in C . Auf B,(2) besitzt f dann auch eine komplexe Stammfunktion, die ist gegeben durch F(w) =

[ee]

220 nc_lcl (z—w)"™' =3 a, ;(z—w)"; die Potenzreihenentwicklung ist auf der gesamten Kreisscheibe B, (z) giiltig,

weil die Entwicklungen von F und der formalen Ableitung f denselben Konvergenzradius haben.

Definition 2.14 Sei U C C offen und y : [a,b] — U ein stetiger Weg. Wir bezeichnen eine
Zerlegung Z = {ty,...,t,,_1} von [a, b] als zuléssig fiir y, wenn fiir 1 < k < m jeweils eine
offene Kreisscheibe B, C U existiert, so dass y([t,_q, tx]) jeweils in B, enthalten ist. Fiir jede
holomorphe Funktion f ordnen wir Z dann die Summe

s€(z) = kZ((Fk o 7)(ti) = (Fy 0 1)(tx1))
=1

zu, wobei Fy : By — C jeweils eine (beliebig gewéhlte) komplexe Stammfunktion von f |5,
bezeichnet.

Unser Ziel besteht darin, der holomorphen Funktion f und dem stetigen Weg y mit Hilfe dieser Summen ein Kur-
venintegral fr f(2)dz zuzuordnen, welches das bisherige komplexe Kurvenintgral verallgemeinert. Dazu miissen wir
nachweisen, dass die Summen ijy(z ) von allen willkiirlich gewéhlten Gr6f3en unabhéngig ist.




Lemma 2.15 Ist G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion mit f’(z) = 0 fiir
alle z € G, dann ist f konstant.

Beweis: Nach Satz konnen je zwei Punkte p,q € G durch einen Polygonzug miteinander verbunden werden.
Jeder Polygonzug besteht aus endlich vielen Einzelstrecken. Gilt f (p) # f(q), so kénnen p und q also durch Punkte
ersetzt werden, bei denen [p,q] in G enthalten ist, und fiir die ebenfalls f(p) # f(q) gilt. Aus f(p) # f(q) folgt
Re(f)(p) # Re(f)(q) oder Im(f)(p) # Im(f)(q). Es gentigt, den ersten Fall zu betrachten, weil die Argumentation
im zweiten Fall vollkommen analog verlauft.

Weil f komplex differenzierbar ist, handelt es sich bei g = Re(f) um eine total differenzierbare Funktion, und wegen
f'(z) = O fiir alle z € G gilt auch jeweils g’(z) = 0. Hierbei bezeichnet g’(z) € L(C, R) allerdings nicht die komplexe,
sondern die totale Ableitung von g, und ist als solche Element des R-Vektorraums £(C, R) der R-wertigen linearen
Abbildungen auf dem R-Vektorraum C. Nach dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen aus der Analysis mehrerer
Variablen existiert ein Punkt p’ € Ip, q[ mit 3,g(p’) = g(q)—g(p), wobei 8, g die Richtungsableitung von g beziiglich
des Vektors v = q—p € C bezeichnet. Auf Grund der Verbindung zwischen Richtungsableitung und totaler Ableitung
erhalten wir g(q) — g(p) = 3,g(p’) = g(p’)(v) = 0, im Widerspruch zur Feststellung g(p) # g(q) von oben. O

Lemma 2.16 Die Summe SJ‘P Y(Z) ist unabhéangig von der Wahl der Kreisscheiben B, und der
komplexen Stammfunktionen Fj.

Beweis: Ist F} : B, — C eine weitere komplexe Stammfunktion von f, dann gilt (F, — F,)'(z) = 1:",2(2) —F/(z) =
f(2)—f(z) =0 fir alle z € B,. Wegen Lemma unterscheiden sich £, und F; auf B, somit nur um eine Konstante
a € C, und es folgt

(Fron)(ti) — (Froy)(tr1) — (Froy)(tr) — (Fro)(ty) =
(Froy)(t)) = (Fro)(t ) — (Froy)(tp—y) — (Froy)(ty—1)) = a—a = O.

Damit ist die Unabhéngigkeit von der Wahl der komplexen Stammfunktionen F, nachgewiesen. Sei nun (B;);<i<m
eine weitere Familie von offenen Kreisscheiben mit der Eigenschaft, dass y(t,_;),v(tx) € By fiir 1 < k < n erfiillt ist,
und es sei F; : B, — C jeweils ein komplexe Stammfunktion von f auf B,. Dann gilt fiir alle k jeweils y(t,_1), y(tx) €
B, NBy, und sowohl Fy als auch F; kann zu einer komplexen Stammfunktion von f auf B, N B, eingeschrankt werden,
und die beiden komplexen Stammfunktionen unterscheiden sich wiederum nur um eine Konstante voneiander. Die
Schnittmenge By nB’k ist ebenfalls ein (sogar konvexes) Gebiet, und die Rechnung von eben zeigt, dass es keine Rolle
spielt, ob die Summe S)‘%(Z ) mit F, oder F, gebildet wird. O

Lemma 2.17 Der Wert der Summe S)‘Py(z) ist auch unabhéngig von der Wahl der zuldssigen
Zerlegung Z.

Beweis: Seien Z und Z’ zwei zulissige Zerlegungen von [a, b]. Beim Beweis der Gleichung S)‘Ey(Z) = s}?y(z’)
geniigt es, sich auf den Fall zu beschrinken, dass Z C 2’ gilt, dass also 2’ eine Verfeinerung von Z ist. Ist der
Beweis nidmlich in dieser Situation erbracht und sind Z und Z’ zwei beliebige Zerlegungen, dann ist Z U Z’ eine
gemeinsame Verfeinerung von Z und Z’, und die als bereits bewiesen angenommene Aussage liefert dann SJ‘P’ Y(Z )=
S (ZUzZ)SE (2).




Setzen wir nun Z C Z’ voraus, so entsteht Z’ aus Z durch sukzessive Hinzunahme von Punkten. Wir konnen uns
deshalb auf den Fall beschrinken, dass sich Z und Z’ nur um einen einzigen Punkt unterscheiden, also 2’ = ZuU{t*}
fiir ein t* € ]Ja, b[\ Z gilt. Ist Z = {¢t4, ..., t,,_1 }, und setzen wir wie immer t, =a und t,, = b, dann gilt t,_; < t* < t,
fiir ein eindeutig bestimmtes £ € {1, ..., m}. Weil Z eine zulissige Zerlegung ist, gibt es offene Kreisscheiben B, C U fiir
1 < k < m, so dass jeweils y([t;_;, t;]) € By erfiillt ist. Wegen v([t,_;, t;]) € B, gilt insbesondere y([t,_;,t*]) € B,
und y([t*, t,]) € B,. Bezeichnet F; : B — C jeweils eine komplexe Stammfunktion von f | , dann erhalten wir

C / _
SM(Z ) =

(-1
D (Fr o)) = (Fr o) () + ((Fpop)(t) — (Fy o y)(tey))

k=1

+ ((Feon)t) = Fon)(ten)) + D (Fron)(t) — (Froy)(tiey)) =
k=t+1
(-1 m
D U F o)) = (Frop)(timn)) + (Frop)(t) = (Fro)(tm)) + D (Fro 1)) — (Fro ¥)(tie))
k=1 k=(+1
(-1
= D (FEont)—(Fon(t)) = SE(2). =

,\N
Il

1

Lemma 2.18 Ist U C C offen und y : [a, b] — U ein stetiger Weg, dann existiert eine zuléssige
Zerlegung Z von [a, b].

Beweis: In einem ersten Schritt zeigen wir, dass ein ¢ € R" existiert, so dass fiir jedes t € [a, b] jeweils die offene
Kreisscheibe B,(y(t)) in U enthalten ist. Weil U offen ist, existiert fiir jedes t € [a, b] zunéchst ein &, € Rt mit
By, (v(t)) € U. Die Kreisscheiben B, (y(t)) bilden eine offene Uberdeckung von y([a, b]). Weil diese Menge aber
eine kompakte Teilmenge von U ist, wird y([a, b]) bereits von endlich vielen dieser Kreisscheiben {iberdeckt. Es gibt
also ein r € N und t,, ..., t, € [a, b] mit U]r.zl B, (r(t;)) 2 y([a, b]).

Sei nun ¢ = min{e, ,..., &, }; wir iiberpriifen, dass B,(y(t)) € U fiir jedes t € [a, b] gilt. Ist ein solches t vorgegeben
und z € B,(y(t)), dann gilt |z — y(t)| < e. Desweiteren existiert ein j € {1,...,r} mit y(t) € ng(y(tj)), so dass also
[y(£)—y(t;)| < ¢; gilt. Insgesamt gilt also |z —y(t;)| < [z—y(t)[+[y(t)—7(¢t;)| < e +¢; < 2¢;, woraus sich wiederum
z € Bzgj(y(tj)) C U ergibt. Damit ist der Nachweis von B,(y(t)) € U abgeschlossen.

Nun beweisen wir die Existenz einer zulassigen Zerlegung. Als stetige Abbildung auf dem kompakten Intervall [a, b]
ist v auch gleichmiRig stetig. Zu dem ¢ € R, das wir im ersten Teil des Beweises konstruiert haben, existiert also
ein & € R*, so dass die Implikation |t' —t| < § = |y(t’) — y(t)| < € fiir alle t,t’ € [a, b] erfiillt ist. Sei nun
Z ={tq,...,tp—1 } eine Zerlegung mit t, —t;,_; < & fiir 1 < k < m. Setzen wir B, = B,(y(t;)) fiir jedes k, dann gilt
jeweils y([t,_1, tx]) € By, denn fiir jedes t € [t;_q, t;] ist |t — t;] < t; — tp_; < & und somit |y(t) — y(t,)| < ¢, also
y(t) € B.(y(ti)). Auf Grund der Konstruktion im ersten Teil des Beweises gilt aulerdem B;, € U fiir 1 < k < m. Dies
zeigt, dass es sich bei Z um eine zuléssige Zerlegung des Intervalls handelt. m|

Die bisher erzielten Resultate zeigen nun, dass die folgende Definition sinnvoll ist.

Definition 2.19 Sei U € C offen, f : U — C eine holomorphe Funktion und v : [a,b] —» U
ein stetiger Weg in U. Dann ist das komplexe Kurvenintegral von f iiber y definiert durch
fy f(2)dz = Sfy(z ), wobei Z eine beliebig gewahlte zuléssige Zerlegung von [a, b] bezeichnet.




Als néchstes untersuchen wir, unter welchen Bedingungen solche komplexen Kurvenintegrale iibereinstimmen. Dazu
fithren wir die folgende Notation ein: Sind y,7 : [a, b] — C zwei stetige Wege mit demselben Definitionsintervall,
dann setzen wir ||y — n|lee = max{|y(t) —n(t)| | t € [a, b]}. Durch das Maximumsprinzip ist gewéhrleistet, dass
die stetige Funktion t — |y(t) — n(t)| auf [a, b] tatsdchlich ihr Maximum annimmt. Wir bezeichnen zwei Wege
y,m : [a,b] — C als benachbart, wenn eine Zerlegung Z = {t, ..., t,,_1} existiert, die fiir y und n zugleich zuléssig
ist. Dies bedeutet, dass offene Kreisscheiben By, ..., B,, € U existieren, so dass fiir 1 < k < m jeweils y([t,_;, tx]) € B
und 1([t3_q, t;]) € By erfiillt ist.

Lemma 2.20 Seiy : [a,b] — U ein stetiger Weg. Dann existiert ein ¢ € R, so dass jeder
stetige Weg 1 : [a, b] — U mit ||y — nl|o, < € jeweils zu y benachbart ist.

Beweis: Sei Z = {tq,...,t,,—1} eine zuléssige Zerlegung fiir v, und seien By, ..., B,, offene Kreisscheiben mit der
Eigenschaft y([t,_q,t;]) € By fiir 1 < k < m, By = B, (2) mit r, € R* und 2, € U. Fiir jedes k setzen wir s, =
max{|y(t) —z| | tr_; <t < t;.}; die Existenz dieser Maxima und die Ungleichungen s; < ry ergeben sich auch hier
aus dem Maximumsprinzip. Sei nun ¢ = min{r, —s, | 1 < k < m}, und sei 1 : [a,b] — C ein stetiger Weg mit
Iy —nlloo < &. Fiir jedes t € [t5_q, t;] gilt [n(t) — 2| < [n(6) — (O + [y(t) — 2i] < &+ < (1 — ) +55 = 1. Also
ist n(t) in B,, (2;) = By enthalten. Damit ist n([¢;_;, t;]) S Bx nachgewiesen. Die Zerlegung Z ist also auch zuléssig
fiir n, und die Wege v und 7 sind somit benachbart. O

Nun kénnen wir ein Kriterium fiir die Gleichheit komplexer Kurvenintegrale formulieren.

Proposition 2.21 Sei U € C offen, f : U — C holomorph, und seien y,n : [a,b] — U
zwei benachbarte Wege. Aulderdem setzen wir voraus, dass v und 7 dieselben Endpunkte haben
(y(a) = n(a), y(b) = n(b)) oder beide geschlossen sind (y(a) = y(b), n(a) = n(b)). Dann gilt
[, f@)dz =[5 f(2)dz.

Beweis: Sei Z = {tq,...,t,_1} eine Zerlegung, die fir y und n zugleich zuldssig ist. Fiir 1 < k < m setzen wir
2. = v(t;) und w, = n(t,). Es sei B, € U jeweils eine offene Kreisscheibe mit y([t;_;, tx 1) U n([tr_1, tx1) € By,

und Fy : B, — C sei eine komplexe Stammfunktion von f. AuBerdem setzen wir a; = F;(2,) — Fi(wy) und b, =
F(2x_1) — Fi(wy_) fiir alle k. Wir beweisen nun durch vollstindige Induktion iiber k die Gleichung

k
Z(aj — bj) = a—b firl<k<m. (2.2)
=1

Fir k = 1 ist die Gleichung offensichtlich erfiillt. Fiir den Induktionsschritt von k — 1 auf k miissen wir zeigen, dass
by —ax_; = 0 ist, denn dann erhalten wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

k k—1
Dia;—b) = D a;—b)+(aqx—by) = gy —by+ay—by = a_,— by +a—by+(b—a;_,) = a—b,.
j=1 j=1

Diese Gleichung wiederum ist darauf zuriickzufiihren, dass F;_; und F; beides Stammfunktionen von f auf B,_; NB;
und deren Differenz somit konstant ist. Denn wegen z,_;, w,_; € Bx_; N By folgt daraus

bi—ar1 = (Fi(r—1) = Frwi—1)) — (Fie1 (3ea1) — Feea(wiy)) - =
(Fr(2k—1) = Fx—1(2k-1)) — (Fe(wyeq) — Frey(wi—y)) = 0.




Damit ist der Beweis der Gleichung abgeschlossen. Nun zeigen wir, dass sich aus dieser Gleichung in beiden
betrachteten Féllen die Gleichheit der komplexen Kurvenintegrale ergibt. Zunachst betrachten wir den Fall, dass y
und 7 dieselben Eckpunkte besitzen. Dann gilt z, = w,, 2,, = w,, und folglich a,, = b; = 0. Die Gleichung
liefert kazl(ak —b,) = 0, und dies ist gleichbedeutend mit der Ubereinstimmung der komplexen Kurvenintegrale,
wegen

J f(Z)dz—Jf(Z)dz = D UFom)(t) = (Fron)(ti)) = D L(Fr 0 n)(ti) — (Fy 0 m)(trs))
Y n k=1

k=1

(((Fi o r)(t1) — (Fy o m)(£4)) — ((Fy 0 ¥ ) (1) — (Fr 0 m)(tr—1)))

I [
1= [

((Felz) — Fewi)) = (Fi(zea) = Fewin))) = > (ax—by).
k=1

x-
Il
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Nun betrachten wir noch den Fall, dass y und 7 beides geschlossene Wege sind. Dann gilt z, = z,, und wy =w,,,. In
diesem Fall erhalten wir

am_bl = (Fm(zm)_Fm(wm))_(Fl(ZO)_Fl(WO)) = (Fm(zm)_Fl(zo))_(Fm(Wm)_Fl(WO))
= (Fn(20) — F1(20)) — (Fy(wo) — F1(wg))

und diese Differenz ist gleich null, weil F; und F,, beides komplexe Stammfunktionen von f auf der Menge B; N B,,
sind, die sowohl z;, = z,, als auch wy, = w,, enthalt. m|

Nun sind wir in der Lage, den Beweis von Proposition [2.12| aus dem Hauptteil des Kapitels abzuschliefen. Wie
dort angegeben, sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. Weiter seien v,n : [a,b] —
zwei Integrationswege. Wir setzen voraus, dass y und 7 dieselbe Endpunkte haben, und dass zwischen den beiden
Integrationswegen eine Homotopie H : [a,b] x [0,1] — G mit festen Endpunkten existiert, oder dass y und 7
geschlossen sind, und dass es zwischen ihnen eine freie Homotopie H gibt (mit demselben Definitionsbereich).

Als stetige Funktion auf der kompakten Menge [a, b] x [0,1] ist H gleichmaf3ig stetig. Fiir jedes ¢t € [0,1] sei v, :
[a,b] — U der stetige Weg definiert durch y,(s) = H(s, t) fiir alle s € [a, b]. Sei nun ¢t, € [0, 1] beliebig vorgegeben.
Nach Lemmaexistiert ein ¢ € R" mit der Eigenschaft, dass fiir jedes t € [0,1] mit ||y, — v, llcc <& der Weg v,
zu y,, benachbart ist. Nach Propomﬂon” 2.21|stimmen die komplexen Kurvenintegrale

J f(2)dz und J f(z)dz
Yt

dann iiberein. Auf Grund der gleichméigen Stetigkeit existiert ein &6 € R*, so dass fiir alle s,s” € [a, b] und alle
t,t’ €[0,1] aus max{|s’ —s|, |t — t|} < & jeweils |H(s’,t') — H(s, t)| < ¢ folgt. Insbesondere gilt im Fall |t — t,| < &
dann fiir alle s € [a, b] jeweils |y.(s) =y, ()| = [H(s,t) —H(s, to)| <&, also |ly, —v¢,lleo <e.

Dies zeigt, dass die Integralfunktion I : [0,1] = C, t — f f (2)dz lokal konstant, fiir jedes A € C die Urbildmenge
I7Y({A}) in [0, 1] also relativ offen ist. Daraus folgt wie gewunscht die Gleichung

ff(z)dz = I1(0) = I(1) = ff(z)dz
Y n

Denn wire I(0) # I(1) und I(0) = A dann koénnten wir [0, 1] in die beiden relativ offenen Teilmengen I }({A}) und
I7Y(C\ {A}) zerlegen, was unméglich ist, da es sich bei [0,1] um einen wegzusammnhingenden metrischen Raum
handelt. |




§ 3. Cauchysche Integralformel und Potenzreihenentwicklung

Zusammenfassung. Die Cauchysche Integralformel stellt die Werte f (z) einer holomorphen Funktion fiir z
im Inneren einer Kreisscheibe B,(a) durch ein Integral iiber den Rand JB,(a) dar. Wesentlicher Bestandteil
des Beweises ist der Cauchysche Integralsatz aus dem vorherigen Kapitel. Eine wichtige Folgerung aus der
Cauchyschen Integralformel ist die Tatsache, dass holomorphe Funktionen beliebig oft komplex differenzierbar
sind.

In § 1 hatten wir gezeigt, dass komplexe Potenzreihen auf ihrem Konvergenzbereich komplex differenzierbare
Funktionen definieren. Hier zeigen wir, dass umgekehrt eine komplex differenzierbare Funktion zumindest
in der unmittelbaren Umgebung jedes Punktes ihres Definitionsbereichs durch eine komplexe Potenzreihe
dargestellt werden kann. Dabei lassen sich die Entwicklungskoeffizienten sowohl durch die héheren komplexen
Ableitungen als auch durch geeignete Kurvenintegrale darstellen.

Zentrale Sdtze

— Cauchysche Integralformel
— Holomorphe Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar.

— Ist f : U — C eine holomorphe Funktion und z € U, dann kann f auf einer hinreichend kleinen
offenen Kreisscheibe B,(z) durch eine Potenzreihe dargestellt werden.

Als Vorbereitung fiir den Beweis des Cauchyschen Integralsatzes zeigen wir, dass Kurvenintegrale iiber stetige Funk-
tionen, die von einem komplex differenzierbaren Parameter abhingen, selbst komplex differenzierbare Funktionen
darstellen. Seien U eine offene, W eine beliebige Teilmenge von C und f : U x W — C eine Abbildung mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes w € W die Funktion f,, : U — C, z — f(z,w) eine reell differenzierbare Funktion ist.
Dann setzen wir d,f (z,w) = %(Z, w). Wir erhalten auf diese Weise eine Abbildung J,f : U x W — C. Entsprechend
verwenden wir die Bezeichungen J;f, d,f und 0, f.

Proposition 3.1 Seien U C C offen, W C C beliebig und f : U x W — C eine stetige Funktion.
Aullerdem setzen wir voraus, dass z — f(z,w) fiir jedes feste w € W eine stetige komplexe
Ableitung besitzt. Sei v : [a,b] — W ein Integrationsweg in W. Dann ist F : U — C, g —
fr f(z,w)dw eine holomorphe Funktion, und es gilt F'(z) = f . o,f (z,w)dw fiir alle z € U.

Beweis: Wesentliches Hilfsmittel ist der Satz iiber die Vertauschbarkeit von Integration und partieller Differentiation
aus der Analysis mehrerer Variablen. Sei z, € U vorgegeben und C C U eine kompakte Umgebung von z,. Wir
betrachten die Abbildung

f:Ux[a,b]—C , (z,t)~ f(zy(O)y'(0).

Jede stetige reellwertige Funktion auf einem kompakten Intervall ist Lebesgue-integrierbar. Also sind Real- und
Imaginirteil von [a,b] — R, t — f(z,t) fiir jedes 2 € U Lebesgue-integrierbar. Weil f in der ersten Variable




komplex und somit insbesondere reell differenzierbar ist, existieren die Richtungsableitungen J,f und 0, f. Fiir
jedes Paar (z,t) € U x [a,b] sind die Richtungsableitungen von f in (z,t) gegeben durch die Ableitungen von
s f(z+s,7(t))y'(t) bzw. s — f(z +is,y(t))y’(t) im Nullpunkt und somit gegeben durch

0.f(zt) = BfGEyON(@®) und 9,f(zt) = 8,f(zr®)y (D).

Auf Grund unserer Voraussetzungen sind diese Abbildungen auf U x [a, b] stetig. Nach dem Maximumsprinzip sind
Real- und Imaginérteil dieser Funktionen auf der kompakten Menge C x [a, b] durch eine gemeinsame Konstante
y € R* beschrinkt. Die konstante Abbildung [a,b] — R, t — v ist also fiir jedes z € C eine integrierbare Majorante
von Real- und Imaginérteil der Funktionen t — 8, f (z,t) und t — 2y f(z,t). Seinun F : U x W — C die Funktion

b b
F(z) = Jf(z,t)dt = ff(z,y(t))Y’(t)dt = ff(z,W)dW-
a a Y

In der mehrdimensionalen Integrationstheorie haben wir als Anwendung der Lebesguetheorie den Satz iiber die
Vertauschbarkeit von Integration mit Richtungsableitungen hergeleitet (Satz 6.25). Dieser Satz, angewendet auf
Real- und Imaginérteil von t — f (z, t), liefert fiir unseren Punkt 2o € U die Gleichungen

3F b . b
5(20) = f O f (2o, t)dt = f O f (2o, Y())Y' (1) dt = Jaxf(z(),w)dw
a a Y

und

2 b B b
%(20) = f 9, f(zp,)dt = f 3y f (20, Y(D)Y'()dt = Jayf(z(),w)dw ;
a a Y

insbesondere existieren die Richtungsableitungen im Punkt z,. Weil z — f(z,w) fiir jedes feste w € W komplex
differenzierbar ist, gilt jeweils %Bx f (2o, W)+ %i 9, f (29, w) = 3;f (29, w) = 0. Wir erhalten somit

JF JF OF
E(ZO) = 1_(20)4‘%15(20) = %J

25y 0,.f (29, W) dw+%iJ3yf(zo,w) dw =
Y

¥

J.(%8xf(zo,w)+%i8yf(zo,w)) dw = Jaif(zo,w)dw = JOdW = 0.
Y Y Y

Dies zeigt, dass F im Punkt z, komplex differenzierbar ist. Fiir die komplexe Ableitung erhalten wir

) oF OF .
F(z) = %a(zo)—éla(%) = %J)/axf(zo;w)dw_%lﬁa_yf(zmw)dw =
f (%axf(zo,w)— %iayf(zo, w)) dw = f 8,f (zg, w) dw. m|
Y Y

Proposition 3.2 Seia € Cund r € R*. Dann gilt fiir jedes z € B,.(a) jeweils

f dw .
= 27i.
w—g

3B,(a)




Beweis: Seih : B,.(a) — C definiert durch h(z) = fa B.(a v fir alle z € B,.(a). Die Anwendung von Prop. auf die

) w—2z
Mengen U = B,(a), W = 9B, (a) und die Abbildung f(z,w) = ﬁ zeigt, dass h auf B,(a) holomorph ist, und dass
man ihre komplexe Ableitung durch Differentiation nach z unter dem Integralzeichen erhélt. Es gilt also
dw
n = —_—
@ = | o
3B, (a)

Weil die Funktion C \ {z} — C, w — (w —2)72 fiir alle z € B,(a) unter dem Integralzeichen die Stammfunktion
w — —(w—2)7! besitzt, ist das geschlossene Kurvenintegral iiber w — (w —z2)~2 jeweils Null. Es gilt also h’(z) = 0
fiir alle z € B,(a). Somit ist h auf B,(a) konstant. Setzen wir y(t) = a + re?™, dann erhalten wir fiir alle z € B, (a)

jeweils
1
d d (t
fwzh(z)=h(a)=fwzf}/()dt
w—3z w—a o Y(t)—a
9B, (a) 0B.(a)
1 . 1
2 . 2Tt
_ f_d _ fzm —— .
0 reth 0

Lemma 3.3 Sei U C C offen, a € U und r € R*, so dass die abgeschlossene Kreisscheibe
B,.(a) in U liegt. Dann gibt es ein ¢ € R*, so dass auch noch die offene Kreisscheibe B, .(a) in
U enthalten ist.

Beweis: Angenommen, die Aussage ist falsch. Dann gibt es eine Folge (2,),en im Komplement V = C \ U mit
|z, —a|l <r+ % fiir alle n € IN. Weil die gesamte Folge in der kompakten Kreisscheibe B, ,;(a) enthalten ist, konnen
wir durch Ubergang zu einer konvergenten Teilfolge voraussetzen, dass (2,),cn gegen ein z € C konvergiert. Diese
Teilfolge erfiillt weiterhin die Abschatzung |z, —a| < r+ % fiir alle n € IN. Nun gilt

. . 1
z—al = lim|z,—a] < lim(r+=-] = r ,
n—oo

n—oo n

also z € B,(a). Weil aber V abgeschlossen ist, ist auch z in V enthalten. Dies widerspricht der Voraussetzung, dass
B.(a) in U enthalten ist. O

Satz 3.4 (Cauchysche Integralformel)

Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Seia € U und r € R* mit B,(a) C U.
Dann gilt fiir jedes z € B,.(a) die Gleichung

&) = = f GO

27l w—z
9B,(a)




Beweis: Sei £ € R so gewihlt, dass auch B, ,(a) noch in U liegt. Dann ist G = B, (a) ein konvexes Gebiet. Fiir
ein festgewahltes z € B,.(a) betrachten wir auf G die Funktion gegeben durch

fw)—f(2)
w—3z

f'(2) fiirw=z.

firw#g
gw) =

Diese Funktion ist auf G \ {z} holomorph und auf Grund der komplexen Differenzierbarkeit von f im Punkt z stetig.
Wir kénnen somit den Cauchyschen Integralsatz in der Fassung von Satz [2.9] anwenden. Zusammen mit Prop.
erhalten wir

0 = jg(w)dw = dew = f%dw—f(z)f dw

w—g w—zg
3B, (a) B,(a) B.(a) 3B, (a)
w
= J M dw—2mif (2).
w—z
9B,(a)
Umstellen dieser Gleichung nach f(z) liefert die gewiinschte Aussage. O

Aus der Cauchyschen Integralformel ergeben sich eine ganze Reihe iiberraschender Konsequenzen.

Satz 3.5 Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt

(i) Die Funktion f auf U beliebig oft komplex differenzierbar.

(ii) Ista € Rein Punktund r € R*, so dass B,(a) C U gilt, dann sind die hoheren Ableitungen
auf B,.(a) gegeben durch

!
M) = n_ ﬂ dw fiir alle z € B,(a) und n € IN,,.
27 (w—g)ntl

9B,(a)

(iii) Jede Funktion, die auf ihrem Definitionsbereich eine komplexe Stammfunktion besitzt,
ist holomorph.

Beweis: zu (i) Seia € U ein beliebig gewéhlter Punkt und r € R* mit B, (a) C U. Es geniigt zu zeigen, dass f’ auf
B, (a) komplex differenzierbar ist, denn dann ergibt sich die Existenz der hoheren Ableitungen f ™ durch vollstindige
Induktion iiber n € IN,,. Auf Grund von Satz der Cauchyschen Integralformel, gilt

fz) = 2Lm f M dw fiir alle z € B,(a).
B,(a) W T2

Wir betrachten nun die Funktion g : B,.(a)xdB,(a) — C, (z,w) — % Diese ist offenbar in w stetig und nach z stetig

komplex differenzierbar. Nach Prop. konnen wir Integration iiber die Kurve und Differentiation vertauschen. Die

1

Funktion f ist demnach komplex differenzierbar, und es gilt f'(z) = 5~

fa B.(a) % dw. Wiederum ist die Funktion
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(V{(_ng unter dem Integralzeichen stetig in w und nach z stetig differenzierbar. Die erneute Anwendung von Prop.

zeigt, dass auch f’ holomorph ist.

zu (ii) Wir beweisen die Gleichung durch vollstdndige Induktion iiber n € IN,. Fiir n = 0 stimmt sie mit der
Cauchyschen Integralformel iiberein. Sei nun n € IN,, vorgegeben, und setzen wir

_Z)n+1

M) = j ( f(W) fiir alle z € B,(a) voraus.
w
aB @
Nach Teil (i) ist £ holomorph, und wie wir im Beweis gesehen haben, kann man die Ableitung von f™ dadurch

bestimmen, dass man die Funktion unter dem Integralzeichen nach z ableitet. Die Ableitung von z — (w—z) ™! fiir
beliebiges w € 9B, (a) ist gegeben durch z — (—1)(—n —1)(w —2) 2. Damit erhalten wir

(n+1) _ _ f(w) _ (n+1) fw)
frE) = J(l)( e Sm v = s o2y

aB +(a) 9B,(a)

zu (iii) Sei U C C offen und g : U — C eine Funktion mit komplexer Stammfunktion G auf U. Nach Teil (i) ist dann
G’ = g auf U holomorph. O

Kommen wir nun zum zweiten Thema dieses Kapitels, der Potenzreihenentwicklung holomorpher Funktionen.

Lemma 3.6 SeiU C C und (f,,),e eine Folge stetiger Funktionen f, : U — C, die gleichmafRig
gegen eine stetige Funktion f : U — C konvergiert. Dann gilt fiir jede in U verlaufende Kurve y

jeweils lim,, fY fa@)dz = fyf(z)dz.

Beweis: Sei ¢ € R* vorgegeben. Dann gibt es auf Grund der gleichméRigen Konvergenz ein N € IN, so dass fiir alle
z € U und alle n > N jeweils |f,(z) — f(2)| < ¢ gilt. Mit Satz (ii) erhalten wir fiir alle n > N die Abschitzung

[ £ dz =[£G ds| = [,(F=£)=) ds| < et). O

Satz 3.7 (Satz von der Potenzreihenentwicklung)

Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Sei auferdem a € U und r € R
gegeben durch r = sup{s € R" | B,(a) C U}. Dann gilt

(i) Die Funktion kann auf der offenen Kreisscheibe B,.(a) in eine Potenzreihe entwickelt wer-
den. Es existiert also eine Folge (a,),en, in C, so dass fiir alle z € B,(a) die Gleichung
fl2) = Zzo a,(z —a)" erfiillt ist. Dabei betrédgt der Konvergenzradius der Potenzreihe
mindestens 7.

(ii) Die Koeffizienten a, € C der Potenzreihe sind eindeutig bestimmt und gegeben durch

dw fiirallene N, ,

@ 1 £w)
n!  2mi (w—a)rnt!
9B,(a)

wobei s € ]0, [ beliebig gewéhlt werden kann.




Beweis: Seis € R* mits < r. Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist wiederum die Cauchysche Integralformel

fz) = i de fiir alle z € B(a). 3.1
21l w—3zg
0B,(a)

Sei z € B(a) und w e 9B,(a). Unser Ziel besteht darin, den Ausdruck L mit Hilfe der geometrischen Reihe dar-
zustellen. Es gilt

== 1 m le,wegen |z—a|<sund |w—a|—sau[§erdem|Z —~| < 1. Fiir den

Ausdruck unter dem Integralzelchen in Gleichung (3.1) erhalten wir damit

f(w) f(w) 1 f() —
wivz - wWa 1—=¢ - - Z(Z a) Z(w a)"+1 (w).

Diese Reihe konvergiert fiir jedes feste z € B,(a) als Funktion von w € 9B,(a) jeweils gleichmaf3ig gegen ihren

Grenzwert. Denn auf Grund des Maximumsprinzips existiert eine konstante C € R* mit |f(w)| < C fiir alle w €
dB,(a), so dass wir fiir die Betréige der Summanden die von w unabhingige Abschitzung durch C - |z —a|" - s~("*D
erhalten. Mit Lemma [3.6] erhalten wir also

[ fw _
o = = [ 1 - J(Z(W S )) _

0B,(a) 5 By(a)
1 < | 1 f(w)
il d = —_ —— - d —a)".
i ; f )an(w) w ; 5 f o —ay v (z—a)
" 8B,(a) B 9B,(a)

Bezeichnen wir die komplexen Zahlen in der grof3en Klammer hinter dem letzten Summenzeichen jeweils mit a,,
dann gilt also f(z) = Z;ﬁo a,(z —a)" fiir alle z € B,(a).

Die Entwicklungskoeffizienten a, € C lassen sich mit den héheren Ableitungen von f in Verbindung bringen. Weil die
angegebene Potenzreihe auf B,(a) konvergiert, muss ihr Konvergenzradius mindestens gleich s sein. Aus der Analysis
einer Variablen ist bekannt, dass sich Konvergenzradius durch Ubergang zur formalen Ableitung nicht dndert. Wir
zeigen durch vollstdndige Induktion iiber n, dass die hoheren formalen Ableitungen unserer Potenzreihe fiir alle
n € IN; durch

e = 3T o
k=0

gegeben sind. Fiir n = 0 ist die Gleichung wegen % = 1 offenbar erfiillt. Ist nun n € IN; und setzen wir nun die
Gleichung fiir f ™(z) voraus, dann verschwindet durch erneute Ableitung der konstante Term a,,, und wir erhalten

f(n+1)(z) _ Z (Tl ‘;c"k)!an_'-kk(z_a)k,l Z (n+k) (Z—a)k 1 Z (n+1+k)'an+1+k(z—a)k.
k=1

: k=0

(n)
Damit ist die Gleichung fiir alle n € IN, bewiesen. Insbesondere gilt f ™(a) = nla,, fiir alle n € N, was zu a, = =1 (a)

umgestellt werden kann. Nun ist f nach Satz nicht nur als Potenzreihe, sondern auch als komplexe Funktlon
beliebig oft differenzierbar, und es gilt

o £ (q) _ LJ f(w) dw
! 27 Jop,(

n! (@ (w—a)rt!

fiir alle z € B,(a) und nlN,. Dies zeigt, dass die Koeffizienten von der Wahl des Radius s € ]0, r[ unabhéngig sind, und
dass die Potenzreihenentwicklung auf der gesamten offenen Kreisscheibe B, (a) giiltig ist. Daraus folgt auch, dass der
Konvergenzradius der Potenzreihe mindestens r betrégt. |
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§4. Anwendungen des Integralsatzes und der Integralformel

Zusammenfassung. Aus dem Cauchyschen Integralsatz und der Integralformel lassen sich eine ganze Reihe
spezieller Eigenschaften holomorpher Funktionen herleiten. Der Identitdtssatz, auch bekannt unter den Bezei-
chungen Holomorphie- oder Permanenzprinzip, besagt, dass eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet G € C
durch ihre Werte auf einem winzigen Teil von G bereits eindeutig festgelegt ist.

Nach dem Satz von Liouville ist jede auf ganz C definierte holomorphe Funktion mit beschriankter Wertemen-
ge konstant. Daraus ergibt sich unter anderem der Fundamentalsatz der Algebra, nach dem jedes komplexe
Polynom {iiber C in Linearfaktoren zerféllt. In der Algebra wird dieses Phdnomen auch als algebraische Abge-
schlossenheit des Korpers C bezeichnet. Der Satz von der Gebietstreue besagt, dass Gebiete unter holomorphen
Abbildungen erhalten bleiben. Daraus wiederum ergibt sich das Maximumsprinzip, welches besagt, dass eine
nicht-konstante holomorphe Funktion in keinem Punkt ihres Definitionsbereichs ein lokales Betragsmaximum
annimmt.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Nullstellenordnung einer holomorphen Funktion — Identitatssatz

— Vielfachheit eines Wertes einer holomorphen Funktion - Satz von Liouville

— diskrete Teilmengen von C — Fundamentalsatz der Algebra

— Maximumsprinzip fiir holomorphe Funktionen

— Satz von der Gebietstreue

Ist K ein Korper und f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom, so bezeichnet man a € K als Nullstelle n-ter Ordnung,
wenn ein Polynom g € K[x] mit f(x) = (x —a)"g(x) und g(a) = 0 existiert. Aus der Linearen Algebra ist bekannt,
dass die Nullstellenordnung durch die hoheren Ableitungen ermittelt werden kann: Es gilt f(k)(a) =0fiir0<k <n
und f™(a) # 0. Diese Beobachtung motiviert die folgende Definition.

Definition 4.1 Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Eine Funktion f besitzt in einem
Punkt w € C eine Nullstelle der Ordnung n, wenn

fOw)=0firo<k<n und f@W)#0 gil.

Man sagt, ein Wert a € C wird von f in w mit Vielfachheit n angenommen, wenn die Funktion
2 — f(2)—a in w eine Nullstelle der Ordnung n besitzt. Von einer Nullstelle der Ordnung oo in
w spricht man, wenn f ™ (w) = 0 fiir alle n € IN, gilt.




Die Nullstellenordnungen komplexer Funktionen haben Auswirkungen auf das Verhalten der Funktionen in unmit-
telbarer Nahe der Nullstellen.

Proposition 4.2 Sei U C C offen, w € U und f : U — C holomorph und n € IN. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Die Funktion f besitzt in w eine Nullstelle der Ordnung n.
(i) Es gibt ein r € R* und eine Folge (a; )i, komplexer Zahlen mit a, # 0 und

[ee]

f@ = Dlalz—w) firalle zeB,(w).
k=n

(iii) Es gibt eine offene Umgebung V von w mit V € U und eine holomorphe Funktion g auf
V mit g(w) #0und f(z) = (z—w)"g(z) fir allez € V.

Beweis: “(i) = (ii)“ Seir € R* so gewihlt, das B,(w) C U gilt. Nach Satzbesitzt f auf B,.(w) eine Potenzreihen-
Entwicklung f(z) = le 0k(z — w)k. Auf Grund der Formel a, = f®(w)/(k!) fiir die Ableitung einer Potenzreihe
giltay =0fir0<k <nunda, #0.

“(ii) = (iii)“ Sei g auf der offenen Umgebung V = B,.(w) von w durch g(z) = Z;Z 2 k(2 —w)K" definiert. Dann ist
g nach Satz auf B,(w) holomorph. AuRerdem gilt g(w) = a,, # 0 und f(2) = (z —w)"g(z) fiir alle z € B,(w).

“(iii) = ()“ Wir beweisen durch vollstdndige Induktion iiber n € IN,: Ist V C U eine offene Umgebung von w und f
eine holomorphe Funktion auf V der Form f (z) = (z—w)" g(z), wobei g eine holomorphe Funktion auf V mit g(w) # 0
bezeichnet, dann ist w eine Nullstelle der Ordnung n von f . Im Fall n = 0 folgt aus der Voraussetzung direkt f (w) # 0,
also braucht hier nichts gezeigt werden. Setzen wir nun die Aussage fiir n voraus, und sei f (z) = (z —w)"*!g(2) mit
einer Funktion g wie angegeben. Dann gilt auf Grund der Produktregel

fl@) = (+DE-—w)"g@+E-—w)""¢ () = (E-—w)"((n+1gk)+E-—w)g' ().
Die Funktion h : V — C, z — (n + 1)g(z) + (z —w)g’(2) ist holomorph, und es gilt
hw) = (+1Dgw)+(w—w)g'(w) = (m+1)gw) # O.

Wegen f'(z) = (z —w)"h(z) kann also die Induktionsvoraussetzung auf die Funktion f’(z) angwendet werden. Wir
erhalten f®(w) =0 fiir 1 <k <n und f ™D (w) # 0. AuBerdem ist offenbar f@O(w) = f(w) = (w—w)"*g(w) =0
erfiillt. Also besitzt f in w eine Nullstelle der Ordnung n + 1. m|

Definition 4.3 SeiD C C eine beliebige Teilmenge. Ein Punkt p € D wird isolierter Punkt von
D genannt, wenn eine Umgebung V € C von p mit DNV = {p} existiert. Eine Teilmenge von C,
die nur aus isolierten Punkten besteht, wird diskrete Teilmenge von C genannt.

Diskrete Teilmengen D C C sind dadurch charakterisiert, dass alle Teilmengen von D relativ offen und relativ abge-
schlossen in D sind. Ist p € D kein isolierter Punkt einer Teilmenge D € C und D, = D \ {p}, dann gibt es fiir jedes
n € N einen Punkt z, € D, N By/,(p). Dass p kein isolierter Punkt von D ist, ist also gleichbeutend damit, dass eine
Folge (2,)nen in D, mit lim, z, = p existiert. ies ist




Satz 4.4 (Identitdtssatz)

Sei G C C ein nichtleeres Gebiet, und seien f und g holomorphe Funktionen auf G. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

@D f=¢
(ii) Es gibt einen Punkt w € G, so dass die Funktion h = f —g in w eine Nullstelle unendlicher
Ordnung besitzt.

(iii) Es gibt eine nicht-diskrete Teilmenge N C G mit f |y = gln-

Beweis: “(i) = (iii)“ Die Menge G ist als nichtleere offene Menge nichtdiskret. Denn jede Umgebung eines Punktes
w € G enthélt eine Menge der Form B,.(w) mit einem geeigneten r € R*, und B, (w) enthélt neben w noch unendlich
viele weitere Punkte. Also ist die Aussage (iii) mit N = G erfiillt.

“(iii) = (i))“ Sei N € G eine nichtdiskrete Teilmenge mit f|y = g|y. Dann existiert ein Punkt w € N und eine
Folge (2,)nen in N \ {w} mit lim, z, = w. Wir zeigen nun, dass die Funktion h = f — g in diesem Punkt w eine
Nullstelle unendlicher Ordnung besitzt. Nach Voraussetzung gilt h(z,) = f(z,) — g(2,) = f(2,) — f(z,) = O fiir alle
n € IN. Nehmen wir an, die Nullstellenordnung m in w ist nur endlich (moéglicherweise gleich null). Dann gibt es
nach Proposition |4.2|eine offene Umgebung W € G von w und eine holomorphe Funktion u auf W mit u(w) # 0 und
h(z) = (2 — w)™u(z) fiir alle z € W. Als holomorphe Funktion ist u inbesondere im Punkt w stetig. Es folgt

- o hG)
=l = T T G e

im Widerspruch zur Annahme. Also muss die Nullstellenordnung von h in w unendlich sein.

“(ii) = (0)“ Nach Voraussetzung besitzt h im Punkt w eine Nullstelle unendlicher Ordnung; zu zeigen ist h = 0.
Dazu betrachten wir fiir jedes n € IN, die Menge
M, = {ze€G|h"™(z)=0}

und setzen M = ﬂ::o M,,. Nach Voraussetzung gilt w € M. Als Urbild der einelementigen Menge {0} unter der
stetigen Abbildung h™ sind die Mengen M,, alle abgeschlossen. Damit ist auch M in C abgeschlossen.

Wir zeigen nun, dass M in C andererseits auch offen ist. Sei dazu v € M ein beliebig gewéhlter Punkt. Nach Satz[3.7]
existiert ein r € R, so dass h auf B, (v) eine Potenzreihen-Entwicklung Z:zo a,(z —v)" besitzt. Fiir alle n € N gilt
v € M, also h®¥(v) = 0 und somit auch a, = W) _ o Dies zeigt, dass h auf der Menge B, (v) konstant Null ist. Es

n!

folgt B,.(v) € M auf Grund der Definition von M.

Damit ist die Offenheit von M bewiesen. Insgesamt ist M also eine nichtleere, offene und zugleich abgeschlossene
Teilmenge von G. Weil G als Gebiet zusammenhéngend ist, folgt daraus M = G und somit auch M, = G. Dies zeigt,
dass die Funktion h auf G konstant Null ist. Aus h = 0 folgt wiederum f = g auf ganz G. |




Satz 4.5 (Cauchysche Ungleichungen)

Sei f : U — C eine holomorphe Funktion auf einer offenen Teilmenge U CC,a € U und r € R"
mit B,.(a) € U, so dass die Funktion f auf B,(a) die Potenzreihen-Entwicklung

o

f@ = DaE—a"

n=0

besitzt. Setzen wir m = max{|f (z)| | z € dB,(a)}, dann gilt |a,| < mn fiir alle n € IN,.
r

Beweis: Nach Satz[3.7)erhélt man die Koeffizienten der Potenzreihen-Entwicklung durch die Formel

1 w

a, = —f L)l dw fiir alle neN,.
27l 2B.(a) (w—a)*

Der Betrag des Integranden kann durch mr—"*1 abgeschitzt werden, und der Integrationsweg hat die Linge 27r.

Mit Proposition (ii) erhalten wir |a,| < 277 - (27) 'mr~ D = mp ™, |

Fiir die Formulierung des néchsten Satzes definieren wir folgenden Begriff: Eine ganze Funktion ist eine holomorphe
Funktion mit Definitionsbereich C.

Satz 4.6 (Satz von Liouville)

Eine ganze Funktion f mit der Eigenschaft, dass ihr Wertebereich f(C) als Teilmenge von C
beschrankt ist, ist konstant.

Beweis: Sei f(z) = Z:ZO a,z" die Potenzreihen-Entwicklung von f um den Nullpunkt. Weil f auf ganz C holomorph

ist, besitzt die Potenzreihe nach Satz einen unendlichen Konvergenzradius. Ist nun f(C) beschrankt, dann ist
m = sup{|f (2)| | z € C} ein endlicher Wert. Nach Satzgﬂt |a,| < mr~" fiir alle n € IN und r € R*. Weil r beliebig
grofd gewéhlt werden kann, folgt daraus a,, = O fiir alle n > 1. Weil die Potenzreihen-Entwicklung auf ganz C giiltig
ist, gilt also f(2) = q, fiir alle z € C. O

Satz 4.7 (Fundamentalsatz der Algebra)

Sei f : C — C eine nicht-konstante Polynomfunktion, also eine Funktion der Form
f(z) = a2"+a, 2" ' +..+a;2+a,

wobein > 1, a, € C fiir 0 < k < n und a, # 0 ist. Dann besitzt f eine Nullstelle in C.

Beweis: Nehmen wir an, die Funktion f besitzt auf ganz C keine Nullstelle. Dann ist g(z) = f(z)"! eine ganze
Funktion. Wir zeigen, dass der Wertebereich g(C) von g beschrankt ist. Definieren wir die Funktion h : C* — C

durch

a,_ a a
h(z) = L4+ +—2+2
Z gn—1 Zn




dann gilt f(z) = 2"(a, + h(z)) fiir alle z € C*. Die einzelnen Summanden von h konvergieren fiir |z| — oo gegen
Null. Es gibt also ein r € R* mit |h(z)| < %|an| fiir alle z € C mit |z| > r. Daraus folgt

f@I = l2"a,+2 @) = llal= @™ = 3la,lr"

und |g(2)| < 2|a,|~}r ™™ fiir alle z auRerhalb von B,(0). Als stetige Funktion ist g auf der kompakten Menge B, (0)
ebenfalls beschrénkt, insgesamt also auf ganz C. Auf Grund des Satzes[4.6|von Liouville wére g damit konstant, also
auch die Funktion f. Aber wegen n > 1 und a, # 0 ist f offensichtlich nicht konstant. Unsere Annahme hat also zu
einem Widerspruch gefiihrt, und folglich besitzt f eine Nullstelle. m|

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass jede Polynomfunktion f vom Grad n mit einer Nullstelle a € C in der
Form f (2) = (z—a)g(z) geschrieben werden kann, wobei g eine Polynomfunktion vom Grad n—1 bezeichnet. Durch
vollstédndige Induktion iiber n kann so leicht gezeigt werden, dass jede komplexe Polynomfunktion in Linearfaktoren
zerfallt.

Die Cauchyschen Ungleichungen beschrinken den Wert f(a) einer holomorphen Funktion im Mittelpunkt w einer
Kreisscheibe B, (w) durch die Werte auf dem Rand. Dies bedeutet auch, dass die Funktion z — f(z)~}, sofern f auf
B, (w) nicht verschwindet, im Mittelpunkt w nicht zu klein werden darf. Diese Uberlegung liefert ein Kriterium fiir
Nullstellen holomorpher Funktionen.

Lemma 4.8 Sei U C C offen, f : U — C holomorph, w € U und r € R* mit B,(w) C U. Sei
auflerdem m = min{ |f(z)| | z € dB,.(w)}. Gilt nun |f (w)| < m, dann besitzt f in B,(w) eine
Nullstelle.

Beweis: Ist die Ungleichung |f (w)| < m erfiillt, dann ist f auf dem Rand J B, (w) ungleich Null. Die Menge V = {z €
U | f(z) # 0} ist offen. Besitzt f auch in B, (w) keine Nullstelle, dann gilt insgesamt B,(w) C V, und nach Lemma
gibt es ein € € RY, so dass auch B,,.(w) noch in V liegt. Dies bedeutet, dass g(z) = f(z)"! auf B,,.(w) eine

holomorphe Funktion ist. Sei nun
oo

gz) = Y.a,—w)"
n=0
die Potenzreihen-Entwicklung von g um den Punkt w. Es gilt |g(z)| < m™! fiir alle z € 8 B,(w), aus den Cauchyschen
Ungleichungen folgt damit |g(w)| = |ag| < m™!. Wir erhalten |f(w)| = |g(w)|"! > m, im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Satz 4.9 (Satz von der Gebietstreue)

Sei G C C ein Gebiet und f : G — C eine nicht-konstante, holomorphe Funktion. Dann ist auch
die Bildmenge f(G) ein Gebiet in C.

Beweis: Aus der Analysis mehrerer Variablen ist bekannt, dass das Bild einer zusammenhdngenden Menge unter
einer stetigen Abbildung wieder zusammenhéngend ist. Also ist f(G) € C zusammenhingend. Zum Nachweis der
Offenheit sei a € f(G) beliebig vorgegeben und w € G mit f(w) = a. Auf Grund des Identitatssatzes wird der
Wert a von f nur auf einer diskreten Teilmenge von G angenommen, denn ansonsten wére f auf G konstant gleich
a. Insbesondere gibt es also ein r € R*, so dass B,(w) C G gilt und f| 5,(w) den Wert a nur im Punkt w annimmt.
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Wir zeigen nun, dass ein ¢ € R* mit B,(a) € f(B,(w)) C f(G) existiert und beweisen damit die Offenheit von f(G).
Die Funktion z — |f(z) — a| nimmt auf 2B, (w) ein Minimum an, und dieses ist positiv. Es gibt also ein £ € R* mit
|f (2) —a| = 2¢ fiir alle z € B, (w). Sei nun b € B,(a) vorgebeben und g(z) = f(z) — b fiir alle z € B,(w). Dann gilt
fiir alle z € 9B, (w) einerseits die Ungleichung |f (z) —a| < |f(2) — b| + |b — a| und somit

gl = If(®)-bl = If(x)—al—|b—al = 26—-¢ = ¢ ,

also ist min{ |g(2)| | z € B, (w) } > e. Andererseits ist |g(w)| = |f(w) — b| = |a — b| < e. Nach Lemma [4.8] hat
die Funktion g(z) = f(z) — b damit in B,.(w) eine Nullstelle. Es gibt also ein z € B,.(w) mit b = f(z), somit ist
b € f(B,(w)) und insgesamt B,(a) C f (B.(w)). |

Satz 4.10 (Maximumsprinzip)

Sei G ein Gebiet und f : G — C eine holomorphe Funktion. Wenn der Betrag |f | von f in einem
Punkt a € G ein lokales Maximum besitzt, dann ist f auf G konstant.

Beweis: Angenommen, a € G ist ein lokales Maximum von |f|. Dann gibt es ein r € R, so dass |f (a)| = |f ()] fiir
alle z € B,.(a) erfiillt ist. Die offene Kreisscheibe B,.(a) ist ein Gebiet in C. Ist die Funktion f nicht-konstant, so kann
Satz[4.9]von der Gebietstreue angewendet werden, und folglich ist auch f (B, (a)) € C ein Gebiet. Dies bedeutet, dass
eine offene Umgebung von f (a) in f (B,(a)) enthalten ist. Insbesondere gibt es Punkte w € f (B,.(a)) mit |w| > |f (a)|,
im Widerspruch zur vorherigen Feststellung. Also ist f auf G konstant. m|




§ 5. Isolierte Singularitdten

Zusammenfassung. In diese Kapitel verallgemeinern wir den Cauchyschen Integralsatz und die Cauchysche
Integralformel auf Kreisringe und zeigen, das sich jede holomorphe Funktion auf einem Kreisring als sog. Lau-
rentreihe darstellen 14sst. Definitionsliicken holomorpher Funktionen bezeichnet man auch als Singularitéten.
Wir zeigen, dass isolierte Singularitdten in drei verschiedenen Typen auftreten. Dieser Typ lésst sich an der
Laurentreihen-Entwicklung der Funktion erkennen.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— Kreisring — Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche Inte-

. . . . gralformel auf Kreisringen
— Laurentreihenentwicklung einer Funktion

- . — Riemannscher Hebbarkeitssatz
— Haupt- und Nebenteil einer Laurentreihe

— Charakterisierung der Polstellen
— isolierte, hebbare, wesentliche Singularitat &
— Erkennung des Singularititentyps an der Lau-
— Polstelle n-ter Ordnung . .
rentreihenentwicklung

— meromorphe Funktion

Definition 5.1 Seien a € C und r,s € R* mit r < s. Dann ist der Kreisring um a mit den
Radien r und s definiert durch K, (a) ={z € C | r < |z —a] <s}.

Bei der Definition soll fiir r auch der Wert Null und fiir s der Wert +o0o zugelassen werden. Fiir r € R" setzen wir
Ko, (a) = B.(a) \ {a}, auBerdem By(a) = {a} und K, , o (a) = C \ B,(a).

Satz 5.2 (Cauchyscher Integralsatz fiir Kreisringe)

Seiae Cund K =K, (a) mit 0 < r <s < +o00o. Dann gilt fiir alle p,c € R* mitr <p <o <s
und jede holomorphe Funktion f : K — C jeweils

J fl®)dz = J f(2) dz.
9B, (a) 0B, (a)

Beweis: Wie man leicht {iberpriift, ist durch H : [0,27]x[0,1] — C, (s, t) = a+((1—t)p+to)e™ eine freie Homotopie
zwischen den geschlossenen Randkurven 0B, (a) und B, (a) definiert. Also folgt die Aussage aus Proposition
der Homotopieinvarianz der Kurvenintegrale. |




Wie beim Cauchyschen Integralsatz fiir konvexe Gebiete kann auf die Holomorphie von f in einem Punkt z € K
verzichtet werden, wenn man die Stetigkeit von f auf ganz K fordert. Wendet man nimlich Prop. auf eine
sternformige offene Umgebung G dieses Punktes z an, so erhilt man eine komplexe Stammfunktion von f |;. Aus Satz
(iii) folgt daraus die Holomorphie von f auf ganz G, insbesondere im Punkt z. Allgemein zeigt diese Uberlegung

Proposition 5.3 Ist U C C offen, 2 € U und f : U — C eine stetige, auf U \ {z} holomorphe
Funktion, dann ist f auf ganz U holomorph.

Nach dem Cauchyschen Integralsatz formulieren wir nun noch eine Variante der Cauchyschen Integralformel.

Satz 5.4 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe)

Seiena € Cund 0 < r < s < +00. Dann gilt fiir alle p,c € RT mitr < p < o < s, jede
holomorphe Funktion f : K, (a) — C und jeden Punkt z € K, ;(a) mit p < |z —a| < o jeweils

f) = i.f de—if W 4,
B, (a) 9B,(a)

2mi w—g 21l w—g

Beweis: Sei K =K, (a), und sei z € K mit p < |z —al| < o vorgegeben. Wir definieren die Funktion g : K — C durch

F—f@)
gw) = w—z
f'(2) fir w = 2.

Offenbar ist g auf K stetig und auf K \ {z} holomorph. Nach Prop. ist g also eine holomorphe Funktion auf ganz
K. Wir kénnen den Satz den Cauchyschen Integralsatz fiir Kreisringe, anwenden, und erhalten damit

d
f IO - f (@) = = f gw)dw = f g(w) dw
aB,(a) W T2 oB,(a) W T2 aB,(a) 0B, (a)

= f fw) dw—f(2) dw .
a

B,() W2 B, (@ W%

Das Integral fa B,(@) % ist gleich Null, denn der Punkt z liegt aulserhalb der Kreisscheibe Bp (a), so dass Satz ,
der Cauchysche Integralsatz fiir sternférmige Gebiete, auf die Funktion w — ﬁ angewendet werden kann. Die

Anwendung der urspriingliche Fassung der Cauchyschen Integralformel, Satz(3.4] auf die konstante Funktion w — 1,
liefert wegen z € B, (a) auflerdem fa B.() % = 2mi. Damit erhalten wir

f de—f(z)-o = f MdW—Zﬂ'if(Z) )
F) 3

B, W% By() W%

was zur gewiinschten Gleichung umgestellt werden kann. |




Durch den ersten Term in unserer neuen Cauchyschen Integralformel, der Zuordnung z — % f 2B, (a) {v(f/z) dw, ist eine

holomorphe Funktion auf der offenen Kreisscheibe B, (a) definiert. Ebenso stellt der zweite Term, gegeben durch
1 fw)
2ni JaB,(a) w—2

sehen werden, lisst sich die erste Funktion auf B,(a) und die zweite Funktion auf C \ B,(a) holomorph fortsetzen.

Z = dw, eine holomorphe Funktion auf dem gesamten Komplement C \ Bp (a) dar. Wie wir gleich

Wir erhalten auf diese Weise eine Strukturaussage iiber holomorphe Funktionen auf Kreisringen.

Satz 5.5 (Satz iiber holomorphe Funktionen auf Kreisringen)

Seien a € C und 0 < r < s < +00. Dann gibt es fiir jede holomorphe Funktion f : K, (a) — C
jeweils eindeutig bestimmte, holomorphe Funktionen f;, : C\ B, (a) — C und f, : B;(a) — C mit
limy, . oo |fn(2)| = 0 und f(2) = f4(2) + f,(2) fiir alle z € K, ;(a). Man nennt f, den Hauptteil
und f,, den Nebenteil der Funktion f.

Beweis: Zunéchst bemerken wir, dass fiir jedes o mit r < o <s durch f, ,(z) = % f 3B.(a) ’;fivz) dw nach Proposition

[3.1] eine holomorphe Funktion auf B, (a) definiert ist. Fiir r < 0} < 05 <sund z € C mit r < |z] < 0, gilt jeweils
fuo,(2) = fu0,(2), nach Satz Dies zeigt, dass wir eine holomorphe Funktion f, : B;(a) — C erhalten, wenn wir
fiir jedes z € B;(a) jeweils ein beliebiges o € R* mit |z| < 0 < s wihlen und f,(z) = f, ,(2) setzen.

Ebenso ist fiir jedes p mit r < p < s durch f; ,(z) = L L) Gy nach Proposition eine holomorphe

T omi faBp(a) w—z
Funktion auf C \Bp(a) definiert. Fiir r < p; < p5 < sund z € C mit p, < |z| < s gilt nach Satz jeweils
fhp, (2) = fh,p,(2). Wir erhalten also eine holomorphe Funktion f, : C\ B,(a) — C, indem wir fiir jedes z € C\ B,.(a)
jeweils ein beliebiges p € R* mit r < p < |z| wahlen und f,(z) = fj ,(2) definieren. Die auf diese Weise definierte

Funktion erfiillt die Bedingung lim,_,, o, f5(2) = 0. Ist nédmlich ein p mit r < p <'s fest gewéhlt, dann konvergiert

der Integrand % in der Definition von fj, , fiir [z| — +00 gleichméRig gegen null, so dass wir mit Lemma in
der Tat
1 w
lim f,(z) = lim f, ,(z) = lim ——— M dw = 0 erhalten.
|z]—+o0 |z]—+00” |z]—»+o00  27TL w—g
B,(a)

Fiir jedes z € K, (a) ist auch die Gleichung f(z) = f,(2) + f,(2) erfiillt, denn ist ein solches z vorgegeben, dann
kénnen wir p,o € R* mit r < p < |g| < o <s wihlen und erhalten mit Satzdie Gleichung
1 (w) 1 (w)
f& = -— Fw) gy L T g = fro@) +frp@) = fulz) + ful2).

2mi B, W% 2mi SBP(a)W_Z

Zum Schluss beweisen wir die Eindeutigkeit der Zerlegung. Seien g, : C \ B,.(a) — C und g, : B,(a) — C weitere
holomorphe Funktionen mit lim,|_, , c gx(2z) = 0und f = g, +g, auf K, ((a). Dann gilt auf K, ;(a) auch die Gleichung
fn—8n = gn — f- Definieren wir u = f, — g, auf C \ B,(a) und u = g, — f, auf B;(a), dann ist u eine ganze Funktion
mit limy,_,, ., u(z) = 0. Diese Funktion ist somit auf C beschrénkt, und aus dem Satz von Liouville folgt, dass u
konstant ist. Wiederum wegen lim,_, , o, u(z) = 0 kommt als konstante Wert nur null in Frage. Daraus folgt f, = gj
auf C\ B,(a) und f, = g, auf B,(a). O

Lemma 5.6 Seiena € Cund r € R, und f : C\ B,(a) — C eine holomorphe Funktion
mit limy,_,; o f(2) = 0. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Folge (a,),en in C mit f(z) =
> a(z—a) " fiiralle z € C\ B,(a).




Beweis: Offenbar ist durch ¢ : C\ {a} —» C*, 2 — Z_La eine Bijektion gegeben, mit C* — C\ {a}, z — % +a als
Umkehrabbildung. Diese bildet im Fall r € R" die Menge C \ B,(a) bijektiv auf B,,.(0) \ {0} ab (auf Grund der
Aquivalenz |z —a| > r & $| < %), und im Fall r = 0 die Menge C \ {a} bijektiv auf C*. Folglich ist f = f o1
eine holomorphe Funktion auf B;,,(0) \ {0} bzw. C*.

Fiir eine Folge (2, ),y komplexer Zahlen ist lim,, |z,| = + oo dquivalent zu lim, ¢(z,) = 0. Die angegebene Bedingung
lim,_, 400 f(2) = O ist somit dquivalent zu lim,_,, f(2) = 0. Setzen wir f im Nullpunkt durch f(0) = 0 fort, so
erhalten wir eine stetige und nach Proposition|5.3|sogar holomorphe Funktion auf By ;,(0) bzw. auf C. Nach Satz
besitzt diese auf ihrem gesamten Definitionsbereich eine Potenzreihenentwicklung f(z) = Zoo

~ n=0

£(0) = 0 der nullte Koeffizient a, gleich null ist. Es folgt

a,z", wobei wegen

f@ = Foul = YaG-a™ = Yak-a"
n=1 n=1

fiir alle z € C \ B,(a). Ist nun (b,),c eine weitere Folge mit der Eigenschaft, dass f auf C \ B,(a) durch f(z) =
Z;il b,(z —a)™, dann folgt Z:; ba" = f(z) = Z:; a,z" fiir alle z aus B;;,(0) \ {0} bzw. C*. Dies zeigt, dass
die Potenzreihe Zs; b,z" einen Konvergenzradius von mindestens 1/r bzw. 4+ 00 besitzt. Aus der Eindeutigkeit der

Potenzreihenentwicklung folgt a,, = b,, fiir alle n € IN. O

Ist (a,),ez eine Familie komplexer Zahlen und a € C, dann bezeichnet man einen Ausdruck der Form

+00

D) aE—a)

n=—oQ

als Laurentreihe im Entwicklungspunkt a. Ist z € C, so bezeichnet man die Laurentreihe als (absolut) konvergent
im Punkt z; € C genau dann, wenn die Reihen Z;i_oo a,(z—a)" =22 a_,(zy—a) " und X0 a,(z; —a)" beide
(absolut) konvergieren.

Satz 5.7 (Laurentreihenentwicklung holomorpher Funktionen auf Kreisringen)

Seiena € Cund 0 <r <s < +00. Sei f : K, (a) — C eine holomorphe Funktion. Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Familie (a,),cy komplexer Zahlen mit

+o00o

f@) = > a-a firale zek,(a).

n=—oo

Der Hauptteil von f ist gegeben durch f;(z) = Z;_w a,(z—a)" fiir alle z € C \ B,(a), und der

Nebenteil ist gegeben durch f,(z) = ZSZO a,(z —a)" fir alle z € B,(a).

Beweis: Der Nebenteil f,, von f ist eine holomorphe Funktion auf B,(a) und kann somit nach Satz in eine
Potenzreihe f,(z) = Z::Zo a,(z—a)" entwickelt werden. Fiir den Hauptteil f;, : C\B,(a) — C existiert nach Lemma
eine Entwicklung der Form f(z) = Z;_oo a,(z—a)". Insgesamt folgt daraus f (z) = f,(2)+f,(2) = Z::ioo a,(z—a)"
fiir alle z € K, ;(a). Sei nun (b,),cz, eine weitere Familie komplexer Zahlen mit der Eigenschaft, dass f auf K, ;(a)
durch die Laurentreihe Z::c_)oo b,(z—a)" gegeben ist. Die Konvergenz von Z:ZO b,(z—a)" fiir alle z € K, ;(a) zeigt,

dass der Konvergenzradius dieser Potenzreihe mindestens s betrédgt, und diese somit eine holomorphe Funktion auf
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B,(a) definiert. Ebenso leicht sieht man, dass die Funktion z — Z;i_oo b,(z —a)" auf C \ B,(a) eine holomorphe
Fortsetzung besitzt, und dass diese fiir |z| — +00 gegen null geht. Es handelt sich bei B;(a) — C, z — Z::O b,(z—
a)" also um den Nebenteil f, und bei C \ B.(a) — C, z — Z;_oo b,(z — a)" um den Hauptteil f, von f. Die
Gleichheit a,, = b, folgt nun fiir n > 0 aus der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung, und fiir n < 0 aus der
Eindeutigkeitsaussage in Lemma |5.6) |

Es sei noch bemerkt, dass die Koeffizienten a,, durch die Formel

1 fo)
2mi (w—a)nt?
9B, (a)

fir neZ, r<p<s (5.1)

berechnet werden kénnen. Diese erhdlt man durch folgende kurze Rechnung: Fiir jedes n € Z konvergieren die
beiden Reihen auf der rechten Seite der Gleichung

+00 +00

G- ) = > - = D guuml-af =
k=—00 k=—00
—2 (o)
Z Qs (2 — a)k +a,(z— a)_l + Z Qs (2 — a)k
k=—o00 k=0

auf B, (a) gleichmélig. Fiir k < —2 ist besitzt z — (z — a) auf einer offenen Umgebung von Bp (a) die komplexe
Stammfunktion z — ==(z —a)**!. Nach Folgerung gilt deshalb

k+1

w—a)dw = o.
9B, (a)

Fiir k > 0 ist die Funktion z — (z—a)* auf ganz C holomorph. Daraus folgt ebenfalls fa B, (a)(w—a)k dw = 0, diesmal
auf Grund des Cauchyschen Integralsatzes, Satz Auf Grund der gleichméaf3igen Konvergenz sind Summation
und Integration vertauschar, nach Lemma Wenn wir nun noch auf den Term mit Exponent —1 die Cauchysche
Integralformel, Satz anwenden, so erhalten wir insgesamt

J o) dw = Z Ak4n+1 (W_a)k dw + a“f - dW+Zak+”+1 (W_a)k dw
B B,(a)

_q)n+l _
@ (W—a)t Koo B,(a) w—a pay B,(a)
~ dw S dw
= Z ak+n+1-0+anf W_adw+Zak+nH~O = anf w—adW = a,-2mi.
k=—00 B,(a) k=0 B,(a)

Multiplikation mit (27ti)~! auf beiden Seiten liefert die angegebene Gleichung.

Definition 5.8 Sei U C C offen und f : U — C eine holomorphe Funktion. Einen isolierten
Punkt a der Menge C \ U nennt man isolierte Singularitét. Genauer bezeichnet man a als

(1) hebbar, wenn f |,y fir eine Umgebung V C C von a beschrankt ist,
(ii) Polstelle, wenn lim |f (z)| = + oo gilt, und als

(iii) wesentliche Singularitit, wenn sie weder hebbar noch eine Polstelle ist.




Satz 5.9 (Riemannscher Hebbarkeitssatz)

Sei f : U — C eine holomorphe Funktion. Eine isolierte Singularitit a ist genau dann hebbar,
wenn f auf U U {a} holomorph fortsetzbar ist.

Beweis: “<“ SeiV C C eine kompakte Umgebung von a mit VN (C\ U) = {a}. Dann gilt V € U U {a}. Sei f die
holomorphe Fortsetzung von f auf U U {a}. Als stetige Funktion ist f auf V beschrédnkt. Somit ist auch die Funktion
f auf VN U beschrénkt.

“=*“ Sei V C C eine offene Umgebung von a mit V N (C \ U) = {a} und der Eigenschaft, dass f |~y beschrinkt ist.
Wiederum gilt V C U U {a}. Wir definieren eine Funktion g : V — C durch

(z—a)f(z) firzeVnuU
8(z) =
0 firz =a.

Die Funktion g ist stetig in a, weil f nach Voraussetzung auf der Menge VNU beschrénkt ist. Da g auf VNU holomorph
und in a stetig ist, ist sie nach Proposition [5.3|auf V holomorph. Nach Definition der komplexen Differenzierbarkeit
ist nun durch

@-g@ o
h(z) = z2—a
g'(2) firz=a

eine Funktion auf U U{a} definiert, die auf U holomorph und in a stetig ist. Nochmalige Anwendung von Proposition
[5.3]zeigt, dass h auf U U{a} holomorph ist. AuBerdem stimmen h und f auf U iiberein. Damit ist gezeigt, dass f eine
holomorphe Fortsetzung auf U U {a} besitzt. m|

Satz 5.10 Genau dann ist a € C eine Polstelle von f, wenn es eine offene Umgebung V € C
von a mit VN (C\ U) = {a}, ein n € IN und eine holomorphe Funktion h : V — C mit

h(a) #0 und f(@)=(z—a) "h(z) firalle zeV)\{a} gibt.

Man bezeichnet die Zahl n als die Ordnung der Polstelle a; sie ist durch f eindeutig bestimmt.

Beweis: ,=“ Nehmen wir an, a ist eine Polstelle von f. Wir wahlen eine Umgebung V von a so klein, dass
VN(C\U) = {a} gilt und f auf V \ {a} auch keine Nullstelle besitzt. Ersteres ist moglich, weil a eine isolierte
Singularitit ist, Letzteres wegen lim |f (z)| = +00. Dann ist die Funktion g(z) = f(2)~! auf V \ {a} holomorph, und
aus lim |f (z)| = +oo folgt lim g(f75“= 0. Also kann g in a durch g(a) = O stetig fortgesetzt werden. Nach Proposition
fs? diese Fortsetzung hozl(_))?norph. Sei nun n € IN die Nullstellenordnung von g in a. Dann gibt es nach Proposition
(iii) eine holomorphe Funktion h auf V mit g(z)=(=— a)"h(z) und A(a) # 0. Durch eventuelle Verkleinerung
von V kénnen wir h(z) # O fiir alle z € V annehmen (da h als holomorphe Funktion insbesondere stetig in a ist). Es
folgt dann
flz) = (z—a)h(z) mit h(z) =h(z)"! firalle zeV)\{a}.




»,2=“ Setzen wir umgekehrt die Existenz einer Funktion h : V — C und eines n € IN mit den angegebenen Eigen-
schaften voraus. Dann ist a wegen V N (C \ U) eine isolierte Singularitit von f. Auflerdem gilt lim |z —a|™ = + 00
z—a
und lim |h(z)| = |h(a)| # 0, wegen f(z) = (z —a) "h(z) also lim |f (2)| = + 0. Dies zeigt, dass z eine Polstelle von a
zZ—a z—a
ist.

Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass n;,n, € IN mit n; < n, und holomorphe Funktionen hy, h,
auf V mit h;(a),hy(a) # 0 und (z —a) ™h,(2) = f(2) = (2 —a) ™hy(z) fir alle z € V \ {a} existieren. Dann gilt
(z —a)>™h;(z) = hy(2) fir alle z € V \ {a}, und auf Grund des Identitétssatzes ist die Gleichung auch in z =a
erfiillt. Es folgt hy(a) = (a —a)™ ™h;(a) = 0 im Widerspruch zu den Voraussetzungen. O

Definition 5.11 Sei U C C eine offene Teilmenge. Eine meromorphe Funktion auf U ist eine
holomorphe Funktion f : V — C auf einer offenen Teilmenge V C U mit der Eigenschaft, dass
die Punkte in U \ V alles Polstellen, also insbesondere isolierte Singularitdten, der Funktion f
sind.

Beispielsweise sind sowohl C* — C, z — z~* als auch C\ {0,1} — C, z — ,ﬁ meromorphe Funktionen auf C.
Jede holomorphe Funktion U — C auf einer offenen Teilmenge U C C ist nach Definition auf U auch meromorph.
Eine holomorphe Funktion f : H — C auf H = {z € C | Im(z) > 0} wire dagegen keine meromorphe Funktion auf
C, weil C \ H nicht nur aus isolierten Punkten besteht.

Satz 5.12 Seia € C eine isolierte Singularitit von f : U — C, und seien r,s positive reelle
Zahlen mit r < s und B,(a) € U U {a}. Sei ferner

o

f@ = D az—a)

n=—oo
die Laurentreihen-Entwicklung von f auf dem Kreisring K, ;(a).

(i) Die Singularitit a ist genau dann hebbar, wenn a,, = 0 fiir alle n < 0 gilt.

(ii) Sie ist eine Polstelle der Ordnung n genau dann, wenn a_, 7 0 und a; = O fiir alle k € Z
mit k < —n gilt.

(iii) Sie ist genau dann eine wesentliche Singularitét, wenn a,, # O fiir unendlich viele negative
Zahlen n € Z erfiillt ist.

Beweis: zu (i) ,=“ Ist a eine hebbare Singularitit, dann besitzt f nach Satz eine holomorphe Fortsetzung auf
U U {a}, die wir ebenfalls mit f bezeichnen. Dies bedeutet, dass f auf K, (a) mit seinem Nebenteil {ibereinstimmt,
und dass der Hauptteil verschwindet. Nach Satz besitzt f auf der Kreisscheibe B,(a), und damit erst recht auf
K,(a), eine Potenzreihenentwicklung. Aus der Eindeutigkeit der Laurentreihen-Entwicklung auf K, ;(a) folgt a, =0
fiir alle n < 0.




»<“  Setzen wir voraus, dass die Koeffizienten der Laurentreihen-Entwicklung von f auf K, (a) die Bedingung
a, = 0 fiir alle n < 0 erfiillen. Weil die Menge B;(a) \ {a} = K, ;(a) im Definitionsbereich von f liegt, existiert auch
auf K, ;(a) eine Laurentreihen-Entwicklung von f. Auf Grund der Eindeutigkeit der Entwicklung auf K, ;(a) sind die
Koeffizienten der Entwicklung auf K, ;(a) ebenfalls durch die Familie (a,),c7 gegeben. Die Funktion f besitzt also
auf K, ;(a) eine Potenzreihenentwicklung f(z) = Z,C::O a,(z — a)¥, und diese Potenzreihe definiert eine holomorphe
Fortsetzung von f auf B,(a), und somit auf U U {a}. Nach Satz ist a somit eine hebbare Singularitit.

zu (ii) ,=*“ Besitzt die Funktion f in a eine Polstelle der Ordnung n, dann gibt es nach Satz [5.10] eine offene
Umgebung V C C von a mit VN (C\ U) = {a}, also V € U U {a}, und eine holomorphe Funktion h : V — C
mit h(a) # 0 und f(2) = (2 —a) "h(z) fiir alle z € V \ {a}. Die Funktion h besitzt auf einer in V gelegenen, offenen
Kreisscheibe B,(a) um den Punkt a eine Potenzreihenentwicklung h(z) = Z,fio bi(z—a)k, wobei wir t <s annehmen
diirfen. Fiir die Funktion f erhalten wir auf B,(a) \ {a} = K, ,(a) die Darstellung

f@ = G- ) hG-af = bk = > bkt
k=0 k=0

k=—n

Nun ist, wie wir schon im Beweis von (i) gesehen haben, die urspriinglich gegebene Laurentreihen-Entwicklung
von f nicht nur auf K, ;(a), sondern auch auf K, (a), und damit auch auf K ,(a), giiltig. Aus der Eindeutigkeit der
Entwicklung auf K, . (a) folgt a; = O fiir alle k < —n, und a; = by, fiiralle k > —n, insbesondere a_, = b, = h(a) # 0.

»<“ Wir setzen voraus, dass f auf dem Kreisring K, ;(a) eine Laurentreihenentwicklung f () = Z;:i_n a(z—a)* mit
a_, # 0 besitzt. Wie bereits mehrfach angemerkt, ist diese Darstellung sogar auf K ;(a) = Bs(a) \ {a} giiltig. Durch
h(z) = 2;20 a;_,(z —a)* ist eine holomorphe Funktion h : B,(a) — C mit h(a) = a_, # 0 definiert, und wir erhalten
fir f auf Bi(a) \ {a} die Darstellung f(z) = (z — a)"h(z). Nach Satz angewendet auf die offene Umgebung
V = B,(a) von a, besitzt f dann in a eine Polstelle der Ordnung n.

Die Aquivalenzaussage in (iii) folgt unmittelbar aus den Aussagen (i) und (ii). O




§ 6. Der Residuensatz

Zusammenfassung. Jeder isolierten Singularitit a einer Funktion f kann eine komplexe Kennzahl res,(f ),
das sogenannt Residuum von f an der Stelle a, zugeordnet werden. Es handelt sich um den (—1)-ten Term der
Laurentreihen-Entwicklung von f an der Stelle a. Ist y : [a, b] — C eine geschlossene Kurve und z € C ein
Punkt, der nicht im Bild y([a, b]) der Kurve enthalten ist, dann gibt die Umlaufzahl n(y, z) in einem intuitiven
Sinne an, ,wie oft“ die Kurve um z herumlauft. Dabei wird ein Umlauf gegen den Uhrzeigersinn positiv, den
Umlauf mit dem Uhrzeigersinn negativ gezahlt.

Der Residuensatz stellt einen Zusammenhang zwischen dem komplexen Kurvenintegral f f(2)dz einer ho-
lomorphen Funktion f, den Residuen f in den Singularitéten 2, ...,%, von f und den Umlaufzahlen n(y, z;)
(1 < i < n) her. Wir zeigen anhand zweier Beispiele, dass mit dem Residuensatz sowohl komplexe Kurvenin-
tegrale als auch Integrale reellwertiger Funktionen berechnet werden kénnen.

In einem Anhang zu diesem Kapitel (nicht klausurrelevant) wird noch kurz erlautert, wie sich der Cauchysche
Integralsatz und die Cauchysche Integralformel aus § 3 bzw. § 5 jeweils einer sehr allgemeinen Formulierung
unterordnen lassen. Die wesentliche Idee hier ist, an Stelle von Kurvenintegrale {iber Integrationswege Kur-
venintegrale {iber Zykel zu betrachten.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Scitze
— Residuum res,(f) einer Funktion f in einem Punkt a =~ - Ganzzahligkeit der Umlaufzahl
— Umlaufzahl n(y, z) eines geschlossenen Integrations- — Residuensatz

wegs Y um einen Punkt z
&Y — Cauchyscher Integralsatz und Cauchysche

— Zyklus in einer offenen Teilmenge U C C Integralformel fiir Zykel

Definition 6.1 Sei U C C offen, f : U — C eine holomorphe Funktion, und a € C\ U eine
isolierte Singularitit. Sei r € R" so klein gewdhlt, dass B.(a) N (C \ U) = {a} gilt. Dann nennt

man

rese(f) = — | f@)ds

211 2B, (a)

das Residuum von f an der Stelle a. Ist a € U (also die Funktion f in a holomorph), dann setzt
man res,(f) = 0.

Mit Hilfe von Satz dem Cauchyschen Integralsatz fiir Kreisringe, sieht man leicht, dass die Zahl res,(f) von der
Wahl des Radius r unabhingig ist. Sind nidmlich r,s € R* mit r < s und B,(a) N (C N U) = {a}, dann gilt auf Grund

dieses Satzes faB (a)f(z) dz = f@B (a)f(z) dz.

Lemma 6.2 Istf = Z:;oo a,(z—a)" die Laurentreihen-Entwicklung von f in einer Umgebung
des Punktes a, dann gilt a_; = res,(f).




Beweis: Das folgt direkt aus der Gleichung (5.1)) aus Kapitel § 5 fiir die Laurent-Koeffizienten. m|

Lemma 6.3 Besitzt die Funktion f bei a eine einfache Polstelle und ist g eine weitere Funktion,
die in a holomorph ist, dann gilt res,(f g) = g(a)res,(f).

Beweis: Auf Grund der Voraussetzungen besitzen die Funktionen f und g in einer Umgebung von a Laurentreihen-

Entwicklungen der Form f =Y ,°> | a,(z—a)" und g = Y-~ b,(z —a)". Es folgt
(Fe)z) = (Z a,(z —a)“) (Z b, (2 —a)“) = Dlal—a)"
n=—1 n=0 n=—1

mit ¢, = Y. aib,, wobei die Summe {iber alle k > —1, £ > 0 mit k + { = n gebildet wird. Insbesondere ist c_; =
a_; by =res,(f)g(a) das Residuum von f g an der Stelle a. m|

Definition 6.4 Sei U C C offen, y : [a, b] — U eine geschlossene Kurve und z € U \ y([a, b]).

Dann nennt man

1 dw

n(y,z) = 2—
mi ) w—z

die Umlaufzahl der Kurve um den Punkt 2.

Als Beispiel fiir die Umlaufzahl betrachten wir fiir jedes n € Z die Kurve y,, : [0,21] — C gegeben durch y,(t) = e™.
Im Fall n > 0 lauft diese Kurve n-mal gegen den Uhrzeigersinn um den Nullpunkt, im Fall n < 0 jeweils (—n)-mal mit

dem Uhrzeigersinn, und im Fall n = 0 verharrt sie im Punkt 1. Ist nun z € C ein Punkt auf3erhalb der Kreisscheibe
B;(0) und £ € R* mit 1+ ¢ < |z|, dann ist z — LZ eine holomorphe Funktion auf By, .(0), und der Cauchysche

e
Integralsatz, Satz[2.9} liefert

( ) 1 dw 0
n ,Z = b = .
Tn 2mi | w—z

n

Betrachten wir nun den Fall, dass z im Inneren der Kreisscheibe liegt, also z € B;(0). Bezeichnet h : C — C die
Funktion mit dem konstanten Wert 1, dann erhalten wir mit Satz der Cauchyschen Integralformel, den Wert

n(yy,z) = LJ de = h(z) = 1.
Y

2mi w—g
1

. . 21 o . S . .
Die Gleichung f On % dt = fy bfi"z = 2mi kann verwendet werden, um mit Hilfe der Substitutionsregel die Um-
1

laufzahl von n(y,, 2) fiir beliebiges n € Z zu bestimmen.

2 2 .
n(y.z) = 1 dw 1 Toyi(t) _ 1 " ineint di =
T 2mi , Wz 2mi J,  yu(t)—z 2mi J, eint—z
1 27n ie“ o 1 n£—1f2ﬂ(k+l) l-eif e - 1 n—leTE ieit e
27 0 elt —z 271 = Jonk elt —g 27 —Jo elt —g
21 . it
n ie n .
: : dt = —-2mi = n.
2mi eltt —g 2mi

0




Beispiele zur geometrischen Bestimmung der Umlaufzahl

Fiir die Bestimmung der Umlaufzahl einer geschlossenen Kurve y gelten folgende Regeln.

* Fiir Punkt z € C im AulSenbereich (also fiir hinreichend grof3es |z|) gilt n(y,2z) = 0.

+ Uberquert man ein nach rechts laufendes Stiick der Kurve, dann ist die Umlaufzahl der Punkte hinter der
Gerade um 1 hoher als die Umlaufzahl der Punkte vor der Geraden.

» Uberquert man dagegen eine nach links laufendes Stiick, dann verringert sich die Umlaufzahl um 1. (Um
beispielsweise von aufien das Gebiet in der Mitte der rechten Zeichnung zu erreichen, muss man die Kurve
an drei Stellen {iberqueren, an denen die Kurve nach links lauft.

Mit Hilfe dieser Regeln kann man die Umlaufzahl der Kurve y um einen vorgegebenen Punkt z mit folgendem Ver-
fahren bestimmen: Man zeichnet eine Halbgerade von z aus in den Auenbereich, wobei darauf zu achten ist, dass
keine Kreuzungspunkte iiberquert werden, und startet mit dem Wert O (in den beiden Zeichnungen jeweils in griiner
Farbe). An jeder Uberschneidung der Halbgerade mit einem nach links laufenden Kurvenstiick erhoht man den Wert
um 1, an jedem nach rechts laufenden Kurvenstiick wird er um 1 verringert. Dann ist der zum Schluss erreichte Wert
die Umlaufzahl n(y, 2).

Proposition 6.5 Sei U C C offen, y : [a, b] — U eine geschlossene Kurve und z € U \ y([a, b]).
Dann ist die Umlaufzahl n(y, z) eine ganze Zahl.

Beweis: Die Kurve y kann durch ihre Normierung ersetzt werden, ohne dass sich das Integral f ; % andert. Also

L()t_)z dt. Wir definieren nun die

kénnen wir 0.B.d.A. a = 0 und b = 1 voraussetzen. Nach Definition gilt [ 4% = f 01 ;

Y W—2
Funktionen f, g : [0,1] — C durch

y'(t)
y(t)—=z

FO) =)=t ™ und  glx)= f
0

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, angewendet auf den Real- und Imaginérteil von g, liefert

g'(x)= Yéc()x_)z fiir alle x € ]0, 1[. Mit der eindimensionalen Produkt- und Kettenregel erhalten wir auferdem

F/O) = Y x)e ™+ (y(x)—2)(—g'(x))e ¥ = r’(x)e‘g(")—(V(x)—z)ﬂe‘g(” = 0
r(x)—2




fiir x € [0, 1]. Also ist die Funktion f auf [0, 1] konstant. Die Gleichung
(M=2)*W = f1) = f(0) = (y(0)—2)e 3

liefert wegen y(0) = y(1) und z # y(0) nun 8 = ¢ also g(1) = g(0) + 2min = 2min fiir ein n € Z. (Hierbei
wurde verwendet, dass die komplexen Zahlen der Form 2rin mit n € Z die einzigen sind, fiir die e* = 1 ist, was in
den Ubungen bewiesen wurde.) Wir erhalten dann

1 d 1 1
n(y,z) = Gy LA —g(1) = —-2min = n. O
niJ, w—z 27 i

Proposition 6.6 Sei D C C eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge und y : [a,b] — C
eine geschlossene Kurve mit D Ny([a, b]) = @.

(i) Es gibt ein r € R* mit y([a, b]) € B,(0).
(ii) Die Schnittmenge D N B,.(0) ist endlich.
(iii) Fir alle z ¢ B,.(0) gilt n(y,2z) =0.

Insgesamt gilt n(y,z) # 0 also nur fiir endlich viele z € D.

Beweis: zu (i) Die Menge y([a, b]) ist als Bild eines kompakten Intervalls unter einer stetigen Abbildung kompakt
und damit insbesondere beschrinkt. Es gibt also ein r € R* mit y([a, b]) C B,(0).

zu (ii) Weil D diskret ist, finden wir fiir jedes z € DN B, (0) eine Umgebung U, mit U,ND = {z}. Aus der Abgeschlos-
senheit von D folgt, dass U = C \ D eine offene Teilmenge von C ist. Ingesamt bilden die U, mit z € D zusammen
mit U eine offene Uberdeckung von B, (0). Weil B, (0) kompakt ist, kénnen wir aus dieser Uberdeckung eine endliche
Teiliiberdeckung wéhlen. In jeder offenen Menge dieser Teiliiberdeckung liegt hochstens jeweils ein Punkt aus D.
Dies zeigt, dass die Menge D N B,.(0) endlich ist, und erst recht der Durchschnitt D N B,.(0).

zu (iii) Die Abbildung C \ y([a, b]) — C, z — n(y, 2) ist stetig; da die Funktion unter dem Integralzeichen von

1 dw

n\y,z = -
(r,2) 27l S W=z

in z holomorph ist, folgt dies aus Proposition [3.1] Sei nun z; ¢ B,(0) beliebig gewihlt. Dann ist auch s — n(y,sz;)
eine stetige Funktion auf {s € R | s > 1}. Fiir s — +00 konvergiert diese gegen Null, weil der Integrand (w —sz;) !

im Ausdruck

1 dw

n(y,sz1) = -—
271 W7

auf B, (0) fiir s — + 00 gleichmiiRig gegen Null konvergiert: Fiir hinreichend groRes s gilt gilt [w—sz;| > ||w|—s|z;|| =
s|z;| —|w| = sr —r = (s —1)r und somit |w—sz;|! < r~!(s —1)"1. Weil aber n(y, sz,) fiir alle s > 1 nach Proposition
[6.5]stets ganzzahlig ist, muss n(y,z;) = 0 gelten. O




Satz 6.7 (Residuensatz)
Sei G € C ein konvexes Gebiet, D C G eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge und f :

G\ D — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve v : [a,b] — C in G
mit y([a, b]) N D = @ die Gleichung

ff(z)dz = 2niZn(y,z)resz(f).
Y

z€D

Beweis: Sei r € R* mit der in Proposition (i) beschriebenen Eigenschaft. Nach Teil (ii) dieser Proposition ist
D N B,(0) endlich; seien 2y, ...,2, die Elemente dieser Menge. Auf Grund von Teil (iii) gilt

m

Donlrares,(f) = Y nly.zmres, (f).

2€D k=1
Mit G und B,(0) ist auch die Menge G, = G N B,(0) ein konvexes Gebiet. Wegen y([a, b]) € B,(0) konnen wir
G durch G, ersetzen, ohne dass sich am Kurvenintegral etwas dndert. Danach ist f eine holomorphe Funktion auf
G\ {21,...,2,}, und die Punkte 2, ...,2,, sind isolierte Singularititen von f.

Fiir jedes k € {1,...,m} sei hy : C\ {z,} — C der in Satz[5.5|definierte Hauptteil der Laurentreihen-Entwicklung von f
im Punkt z,.. Dann ist die Funktion g = f _ka=1 hy von G, \ D auf G, holomorph fortsetzbar, weil sie in den Punkten
21, ..., %, hebbare Singularititen besitzt. Durch Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes fiir sternformige Gebiete,
Satz auf das Gebiet G erhalten wir

f fl®)dz = f g(2) dz +ZJ h(z)dz = ZJ h;(2) dz.
Y Y k=1Jy k=1J7

Wir betrachten nun jeden einzelnen Hauptteil als Laurentreihe der Form

—1

h(z) = Z (2 —21)".

n=—oo

Die Folge der Partialsummen konvergiert auf der kompakten Menge y([a, b]) gleichméfRig gegen die Funktion hy,.

Nach Lemma [3.6] gilt deshalb
-1
J h(z)dz = Z Agn J (z—2z )" dz.
Y n=—c0 s

Fiir n < —1 besitzt die Funktion z — (z —2; )" die komplexe Stammfunktion z — ﬁ(z —2,)", die auf C \ {z;} und
damit erst recht auf G holomorph ist. Mit Satz (iii) folgt fy(z — 2 )" dz = 0 fiir diese n. Dies zusammen mit der
Definition der Umlaufzahl und Lemma liefert

Jhk(z) dz = ak,_lf(z—zk)_1 dz = res, (hy)- 2min(y,z).
Y ¥

Setzen wir dies in die Gleichung von oben ein, so erhalten wir

m

ff(z)dz = thk(z)dz = ZNiZn(y,zk)reszk(hk) =
Y k=17

k=1
2mi y n(vzres, (f) = 27y n(y,z)res,(f). 8
k=1 2€D




In den folgenden beiden Beispielen werden die komplexen Nullstellen von Polynomen der Form x™—1 (fiir beliebiges
n € IN) eine wichtige Rolle spielen. Die Nullstellen eines solchen Polynoms sind gegeben durch {e?**/" | 0 < k < n}.
Man bezeichnet die Nullstellen als n-te Einheitswurzeln. Um Real- und Imaginérteil dieser Zahlen zu bestimmen,
verwendet man die Eulersche Formel e'® = cos(a) + i sin(a), ist die folgende Tabelle von Sinuswerten hilfreich

a 0 én }‘77: %77: %77:
sin(a) 0| % % V3| 1
zusammen mit den Gleichungen sin(a)? + cos(a)? = 1, sin(a + ) = —sin(a), cos(a + ) = —cos(a), sin(—a) =

—sin(a) und cos(—a) = cos(a), die fiir alle a € R gltig ist. Die erste Gleichung liefert beispielsweise fiir die Kosi-
nusfunktion unter Beriicksichtigung von cos(a) > 0 fiir 0 < a < %71: die Werte

a o 4

g’ﬂf T
cos(a) |[ 1 %1/5

T
0

Wl
NI

N

El,_ﬁ?;

Anwendungsbeispiel 1: Berechnung eines Kurvenintegrals

Unser Ziel ist die Berechnung des Integrals
dw

-1

3
aB,(0) W

2mi/3 4mi/3

mit Hilfe des Residuensatzes. Die komplexen Nullstellen von w® —1 sind 1, e und e . Diese sind vom Abso-
lutbetrag 1 und somit im Inneren von & B,(0) enthalten. Wie wir oben gezeigt haben, folgt fiir die Randkurve y von

B,(0) daraus

n(r,1) = n(y,e™?) = n(ye™?) = 1L
Wir bestimmen nun den Real- und Imaginirteil von €2/ und e**'/3. Es gilt cos(3) = —cos(—Z) = —cos(Z) = —1,
sin(%) =—sin(—3) =sin(3) = %\/g, cos(%”) =—cos(5) = —% und sin(%”) =—sin(3) = —%\/g, also

2™ = cos(%) +isin(F)=—3+3iv3 und e*™/3 =cos(¥f)+isin(F)=—3—3iv3.
Wir finden somit die Zerlegung
221 = (E-1E+i:—1ivV3)(z+3+1iv3).

Im nichsten Schritt bestimmen wir die Residuen von f (z) = (2* —1)™! in den Punkten 1, ¢2™/3 und e**/3 mit Hilfe
Von Wenden wir dieses Lemma an auf g(z) = (z—1)"* und h(z) = (z + % — %iﬁ)_l(z + % + %i\/g)_l, so erhalten
wir wegen res; (g) = 1 den Wert

res;(f) = h(1) = (G-—3iv3)'E+iiv3)t = i
Setzen wir g(z) =(z + % — %\/ﬁi)’l und h(z) =(z—1)"'(z + % + %i\/ﬁ)fl, dann folgt entsprechend
resens(f) = h(e*™®) = h(—1+1iv3) = (=3+1iv3)1-(vV3) = Liv3-1).
Setzen wir g(z) = (z + 3 + 3v3i) ! und h(z) = (z — 1)"!(z + 5 — 2i+/3)7}, dann erhalten wir

resens(f) = h(e*™?) = h(—1-1iv3) = (=3-1iv3) - (—iv3)! = i(-iv3-1).




Mit dem Residuensatz erhalten wir nun

dw
w3—1

= 2mi(n(y, Dres,(f) +n(y, e>™/*)res,ons (f ) + n(y, e¥/*)res umis (f))

9B,(0)

= 2mi(1-3+41-(-)+1-(-3) = o

Anwendungsbeispiel 2: Berechnung eines reellen Integrals

Hier verwenden wir den Residuensatz zum Beweis der Integralformel

J S 3
oo XH+1 J2
Dazu betrachten wir die holomorphe Funktion
22
f:C\N—C , zr—>z4+1 s

wobei N die Nullstellenmenge von z* + 1 bezeichnet. Fiir jedes r € R" betrachten wir auferdem die Kurve p, :
[0,m] — C, t — re', die die obere Hilfte des Kreises vom Radius r um den Nullpunkt durchliuft, und setzen
Y, = p, *[—,r]. Sofern y, keine Nullstelle von z* + 1 durchquert, liefert uns der Residuensatz die Gleichung

J (2 dz+f fle)dz = ZHiZn(yr,z)resz(f). (6.1)
—r Pr zeC

Um den Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung zu bestimmen, ermitteln wir zunéchst die komplexen Nullstel-
len von z* + 1. Es gilt 28 — 1 = (z* — 1)(2* + 1). Wie oben bereits erwihnt, ist die Nullstellenmenge von z® — 1 gleich
{ek™/4 | 0 < k < 8}, die von z* — 1 ist {€¥™/2 | 0 < k < 4}. Die Nullstellen von z* + 1 sind genau die Nullstellen von
%8 —1, die keine Nullstellen von x* — 1 sind, also die Elemente der Menge

{em'/4 | T/ GSTil4 e7“i/4}.

Real- und Imaginarteil dieser Zahlen sind gegeben durch

i L L smpa_ L L sma_ 1T e 1T
V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2
Ist 7 > 1, dann liegen ™/ und e3*/4 im Inneren des Halbkreises. Die Nullstellen ¢>™/4 und e”™/# liegen auRerhalb,

weil sie einen negativen Imaginirteil besitzen und somit im unteren Teil der komplexen Ebene liegen, wahrend sich
der Halbkreis im oberen Teil befindet. Es gilt also

Nun verwenden wir Lemmaund die Zerlegung der Funktion f (z) = % gegeben durch

Z2

flz) = -2 -+ -D)e+E2+D)-L2+L) 7
22 V2 V2 V2 V2 V2 V2




um die Residuen in den Punkten e™/4 und e*™/4 zu berechnen. Weil das Residuum von (z — e™/*)~! im Punkt e”™/*

gleich 1 ist, erhalten wir das Residuum von f in diesem Punkt durch Einsetzen von e™/* = % + ﬁ in die Funktion

ZZ

1 i 1 i 1 i
(Z+1_f2_1_f2)(z+_2+_2)(z__2+_2)
Es gﬂt also

(& +L)? : —i —i
res,a(f) = 2T A . i _ 1 _11_1(11)
et V2(V2 +iv2)(iv2) 2v2(1+1) 2W2(1 +1) 42 vz )
Ebenso erhalten wir das Residuum von f in /4 durch Einsetzen von e>™/4 = —\/% + \/LE in die Funktion
2
z

1 i 1 i 1 iy
G-F- R ErRE-5+7)
Es gilt also
1 i 2 .
—%+%) (=) 1

T N T s B Wy s B W Ty

_ 14 _ 1+ l(—1—i)
2722 442 ‘vz )
Insgesamt ist die rechte Seite von (6.1)) fiir r > 1 also gegeben durch

1—i —1—i
ZniZn(y,,z)resz(f) = 270 reS,miss(f ) + 2701 r€S5ma(f) = 2ni-%(ﬁ)+2ni-%( l)
z€V

i T
= 2mi- (——) = —.
2v2 V2
Nun untersuchen wir die linke Seite der Gleichung (6.1)). Durch Betrachtung der Kurve &, : [—r,r] = C, t — t mit
6/ (t) =1 fiir t € [—r,r] erkennt man, dass

r r , B r t2
j¢f&)dz = ﬁhf&)dz = Iﬁf@h&»5xﬂdt = f TR

—r

Es handelt sich bei f_rr f dz also um das gewdhnliche, reelle Riemann-Integral {iber das Intervall [—r, r], und lassen
wir r gegen +00 laufen, so erhalten wir das gesuchte Integral iiber die gesamte reelle Achse. Das zweite Integral auf
der linken Seite von (6.1)) schitzen wir ab. Fiir alle t € [0, ] und r > 1 gilt

0.(£)? 202t
floey = Poio = TE
p(t)+1 réett 41
Der Nenner kann nach unten abgeschatzt werden durch die Rechnung
|r4e4it+1| — |r4e4it_(_1)| > |r4e4it|_1 — T‘4—1
und somit |f (p,(t))] < % Weil die Kurvenlange gleich 7r ist, erhalten wir fiir das Kurvenintegral mit Satz (ii)
die Abschétzung
3
r
z)dz| < ——.
L f(2) ra—

Dieser Wert lauft fiir r — +00 gegen Null. Insgesamt erhalten wir nun

© X2 . Tox? . .
Joox4+1dx = rEElwfrx4+ldx = ZHlZn(yr,z)resz(f)—rlgnooLf(z)dz =

z€V

SE




Ausblick:

Verallgemeinerter Cauchyscher Integralsatz und einfach zusammenhiangende Gebiete

Fiir eine moglichst weit reichende Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes erweist es sich als giinstig,
mehrere Kurven in C zu einem Objekt zusammenzufassen.

Definition 6.8 Sei U C C eine beliebige Teilmenge. Eine Kette in U ist ein formaler Ausdruck
der Form ' = Z;zl Yy mit r € N, ny,...,n, € Z und Integrationswegen v, ...,7, in U, 7y :
[ax, by ] — C fiir 1 < k < r. Die Menge sp(T') = U1r<=1 v ([ax, br]) heildt die Spur der Kette T.

Jede stetige Funktion f : U — C kann iiber den Zyklus T integriert werden. Man setzt dazu

ff(z)dz = anf f(2)dz.
T k=1 Yk

Definition 6.9 Sei I eine Kette in U wie oben. Fiir jede Kurve 7 : [a,b] — C sei 2,(y) = v(a)
der Start- und 2z(y) = y(b) der Endpunkt der Kurve. Man bezeichnet T als Zyklus, wenn fiir

jedes z € U die Gleichung
Z n = Z n gilt.

2a(ri)=2 z5(vi)=2

Dabei lauft die linke iiber alle Kurven vy, mit Startpunkt z und die rechte Summe iiber alle Kurven
mit Endpunkt z.

Die Zyklen sind die natiirlichen Verallgemeinerungen der geschlossenen Kurven. Die Bedingung besagt, dass in jedem
Punkt z € U genauso viele Kurven starten wie enden, wobei jede Kurve y; mit ihrem ,,Gewichtungsfaktor“ n; gezahlt
wird.

Definition 6.10 Fiir jeden Zyklus T' = >}, _  n; 7, und jeden Punkt z € C \ sp(T') ist die Um-
laufzahl n(T', z) definiert durch

1 < dw
n(l,z) = —_an .
ka:l W2

Ahnlich wie bei den geschlossene Kurven zeigt man, dass n(T,z) stets eine ganze Zahl ist; siehe [Fr], Satz 5.1.6 auf
S. 283. Ist U C C eine beliebige Teilmenge und I' ein Zyklus in U, so bezeichnet man diesen als nullhomolog in U,
wenn n(T,z) = 0 fiir alle z € C\ U gilt. Die Verallgemeinerungen des Cauchyschen Integralsatzes lautet nun




Satz 6.11 Sei G C C ein Gebiet und I ein in G nullhomologer Zyklus. Dann gilt

Jf(z)dz = 0
r

fiir jede holomorphe Funktion f : G — C.
Die Cauchysche Integralformel l&sst sich folgendermalfen verallgemeinern.

Satz 6.12 Sei G C C ein Gebiet, I' ein in G nullhomologer Zyklus und f : G — C eine
holomorphe Funktion. Dann gilt fiir alle z € G \ sp(I") und alle k € IN, die Gleichung

A,V = f e dw

Man beachte, dass der Cauchysche Integralsatz und die Cauchysche Integralformel sowohl fiir konvexe Gebiete als
auch fiir Kreisringe als Spezialfélle der beiden neuen Sétze angesehen werden kénnen. Bei der Cauchyschen Inte-
gralformel, Satz verwendet man den nullhomologen Zyklus I' = 0B, (a). Beim Cauchyschen Integralsatz, Satz
ist zu zeigen, dass fiir jede geschlossene Kurve y in einem konvexen Gebiet G der Zyklus I' = y nullhomolog in G
ist. Dies gelingt durch eine dhnliches Argument wie im Beweis von Proposition [6.6] Bei den entsprechenden Sétzen
fiir Kreisringe arbeitet man jeweils mit dem nullhomologen Zyklus I' = 9B, (a) — 9B, (a). Man {iberpriift leicht mit
Hilfe der (gewohnlichen) Cauchyschen Integralformel, dass dieser Zyklus im Kreisring K, ;(a) nullhomolog ist.

Der Residuensatz hat in diesem allgemeinen Kontext die folgende Gestalt.

Satz 6.13 Sei G C C ein Gebiet, D C G eine diskrete und abgeschlossene Teilmenge und
f : G\ D — C eine holomorphe Funktion. Dann gilt fiir jeden in G nullhomologen Zyklus I' mit
sp(I') N D = @ die Gleichung

ff(z)dz = ZNiZn(F,z)resz(f).
r

z€D

Zur weiteren Vorbereitung benétigen wir noch einen zentralen Satz der Funktionentheorie. Seien U,V C C zwei
offene Teilmengen. Eine Funktion f : U — V heil3t biholomorph, wenn sie holomorph und bijektiv ist, und ihre Um-
kehrfunktion f ! : V — U ebenfalls holomorph ist. Allgemein werden zwei offene Teilmengen U, V als biholomorph
dquivalent bezeichnet, wenn zwischen ihnen eine biholomorphe Funktion existiert. Es gilt nun




Satz 6.14 (Riemannscher Abbildungssatz)

Sei G ¢ C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Dann ist G biholomorph dquivalent zur
offenen Einheitskreisscheibe B;(0).

Beweis: siehe [Fr], Satz 5.1.2, S. 278. |

Aus dem Riemannschen Abbildungssatz kann nun folgende Charakterisierung der einfach zusammenhéngenden Ge-
biete abgeleitet werden. Sie zeigt, dass dies tatséchlich die Gebiete sind, in denen der Cauchysche Integralsatz ohne
weitere Einschrankungen giiltig ist.

Satz 6.15 Fiir jedes Gebiet G C C sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) G ist einfach zusammenhé&ngend

(i) Fiir jede holomorphe Funktion f : G — C und jeden geschlossenen Integrationsweg y in

G gilt
J fl@)dz = 0.
r
(iii) Fiir jede holomorphe Funktion f : G — C und jeden Zyklus I in G gilt
J flz)dz = 0.
r

Desweiteren ist auch folgende Charakterisierung moglich.

Satz 6.16 Fiir jedes Gebiet G C C sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) G ist einfach zusammenhéngend
(i) Jeder Zyklus T in G ist nullhomolog in G.
(iii) Jede holomorphe Funktion auf G besitzt eine komplexe Stammfunktion.

(iv) Jede nullstellenfreie holomorphe Funktion f auf G besitzt einen komplexen Logarith-
mus. Dies bedeutet, dass eine holomorphe Funktion g : G — C mit e8® = f(2) fiir alle
z € G existiert.

(v) Jede nullstellenfreie holomorphe Funktion f auf G besitzt eine komplexe Quadratwur-
zel, d.h. es gibt eine holomorphe Funktion g : G — C mit g(z)? = f(2) fiir alle z € G.

Die Beweise dieser Satze findet man in Abschnitt 5.1 von [Fr].
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