Definition von Unter- und Obersummen

Definition (12.4)
Fiir jede Zerlegung Z von @ wie angegeben bezeichnet man die
Werte

FTZ) = Z cx £ v( bzw. (2 Z ch
Ke2(Z) Ke2(2)

als Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich der Zerlegung % .




Definition der Riemann-integrierbaren Funktionen

Definition (12.7)

Sei @ C R" ein Quader und f : @ — R eine beschrankte Funktion.
Dann nennt man

*
/ f(x) dx =sup 7 (Z) bzw. / f(x) dx = inf S (Z)
Q% 3 Q Z
das Unter- bzw. Oberintegral von f, wobei Z bei der Bildung von
Supremum und Infimum jeweils alle Zerlegungen des Quaders @
durchlauft. Man bezeichnet f als Riemann-integrierbar, wenn
Unter- und Oberintegral iibereinstimmen. In diesem Fall nennt man

/f(x) dx = / f(x) dx Riemann-Integral  von f.
Q Q%




Notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir Integrierbarkeit

Proposition (12.8)

Sei @ C R" ein Quader. Eine beschrankte Funktion f : @ — R ist
genau dann Riemann-integrierbar, wenn es fiir jedes ¢ € R eine
Zerlegung Z von Q gibt mit

IHZ) -7 (Z) < -




Der R-Vektorraum der integrierbaren Funktionen

Proposition (12.9)

Sei @ € R" ein Quader, seien f,g : @ — R Riemann-integrierbare
Funktionen und A € R. Dann sind auch f und g
Riemann-integrierbar, und es gilt

/Q(f+g)(x) d = /Qf(x) dx—l—/Qg(x) dx

(AM)(x) dx = X[ f(x) dx.
Q Q

Aus f < g folgt / f(x) dx < / g(x) dx.
Q Q

und
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Integrierbarkeit stetiger Funktionen

Proposition (12.10)

Jede stetige Funktion f : @ — R auf einem Quader Q ist
Riemann-integrierbar.
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§ 13. Der Satz von Fubini

Satz (13.1)
Seien P C R™ und @ C IR"” Quader, und sei f : P x Q@ — R eine
Riemann-integrierbare Funktion auf dem Quader P x @ C R™ x R". Fiir

jedes x € P sei die Funktion £, : @ — R definiert durch f.(y) = f(x, y).
Dann sind die Funktionen

fx:P=>R , x— f(y) dy

und

*
X PR |, Xl—)/ f(y) dy
Q

beide Riemann-integrierbar, und es gilt

L renden= [ ([ &) a) dx:/P</Q*fx(Y) dy) d.
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Anwendungsbeispiele fiir den Satz von Fubini
o [ fxy)dtey) =
[0,1]2

@ Volumen des Simplex

@ Volumen der Einheitskugel



