
Implizit definierte Funktionen

Definition (10.5)

Seien f : R2 → R eine Abbildung und I ′, I ′′ ⊆ R offene Intervalle.
Wir sagen, eine Funktion g : I ′ → I ′′ werde durch f implizit
definiert, wenn für alle (x , y) ∈ I ′ × I ′′ die Äquivalenz

f (x , y) = 0 ⇔ y = g(x) erfüllt ist.



Mehrdimensionale partielle Ableitungen

Definition (10.6)

Seien X ,Y ,Z endlich-dimensionale R-Vektorräume, U ⊆ X × Y
eine offene Teilmenge und f : U → Z eine total differenzierbare
Abbildung. Ist (x , y) ∈ U, dann definieren wir die partiellen Ab-
leitungen von f in X - bzw. Y -Richtung durch

∂X f (x , y) : X → Z , v 7→ f ′(x , y)(v , 0)

und
∂Y f (x , y) : Y → Z , w 7→ f ′(x , y)(0,w).







Ein Hilfslemma über lineare Abbildungen

Lemma (10.7)

Seien X ,Y ,Z endlich-dimensionale R-Vektorräume mit
dimY = dimZ , und seien φ : X → Z und ψ : Y → Z lineare
Abbildungen, wobei ψ invertierbar ist.

Dann ist auch die lineare Abbildung Φ : X × Y → X × Z ,
(u, v) 7→ (u, φ(u) + ψ(v)) invertierbar, mit der Zuordnung
X × Z → X × Y , (u,w) 7→ (u, ψ−1(w)− (ψ−1 ◦ φ)(u)) als
Umkehrabbildung.





Satz über implizite Funktionen

Satz (10.8)

Sei X = Rm, Y = Rn und U ⊆ X × Y offen.

Sei außerdem f : U → Y eine stetig differenzierbare
Abbildung und (a, b) ∈ U eine Nullstelle von f mit der
Eigenschaft, dass ∂Y f (a, b) invertierbar ist.

Dann gibt es

Umgebungen U ′ ⊆ X von a und U ′′ ⊆ Y von b mit
U ′ × U ′′ ⊆ U und

eine stetig differenzierbare Abbildung g : U ′ → U ′′,

so dass die Äquivalenz

f (x , y) = 0Y ⇔ y = g(x)

für alle (x , y) ∈ U ′ × U ′′ erfüllt ist.











Die Ableitung der implizit definierten Funktion

Folgerung (10.9)

Die Funktion g : U ′ → U ′′ aus dem Satz hat an der Stelle a die
Ableitung

g ′(a) = −∂Y f (a, b)−1 ◦ ∂X f (a, b).












