Definition der totalen Differenzierbarkeit

Im gesamten Abschnitt seien V', W jeweils endlich-dimensionale,
normierte R-Vektorraume.

Definition (8.1)

Sei U C V offen, ac Uund U, ={x € V | a+ x € U}. AuBerdem
sei f : U — W eine Abbildung. Man sagt, die Funktion f ist im
Punkt a total differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung

¢V — W und eine Funktion ¢ : U, — W existieren, so dass

e(h) _

f(a+h) = f(a)+o(h)+1(h) fir alle h € U, und  lim

—0
-0y |[h]| w

erfiillt ist. Man nennt ¢ dann die Ableitung von f an der Stelle a
und bezeichnet sie mit f'(a).




Veranschaulichung der totalen Differenzierbarkeit

Durch die blaue Ebene wird die affin-lineare Approximation der
Funktion dargestellt.



Zusammenhang zwischen totaler Ableitung und
Richtungsableitung

Proposition (8.4)

Sei U C V offen, f : U — R eine reellwertige Funktion, und
a € U. Ist f im Punkt a differenzierbar, dann existiert fiir jedes
v € V die Richtungsableitung 0, f(a), und es gilt

0,f(a) = F(a)v).




Rechenregel fiir Richtungsableitungen im total
differenzierbaren Fall

Folgerung (8.5)
Ist U C V offen, a€ U und f : U — R in a differenzierbar, dann
gilt 0y+wf(a) = 0,f(a) + Owf(a) fir alle v,w € V.




Die Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Abbildung

Definition (8.6)

Seien m,n € N, U C R" offen, a€ U und f: U — IR™ eine in a
differenzierbare Abbildung, mit Komponentenfunktionen fi, ..., fy,.
Dann nennt man

811‘1(3) 8,,f1(a)
Jac(f)(a) = : € MmxnR

01n(3) ... Onfin(a)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle a.




Beispiele fiir Jacobi-Matrizen

o Die Jacobi-Matrix von f : R? — R, (x,y) + 2x? + 7y? + 5y
ist an jeder Stelle (x,y) € R? gegeben durch

Jac(f)(x,y) = (4x 14y +5).

o Die Jacobi-Matrix von g : R® — R?,
(x,y,2) = (3x%2 — 5y + z,z* + xy) an jeder Stelle
(x,y,z) € R® gegeben durch

6x —5 1
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Jacobi-Matrix als Darstellungsmatrix der Ableitung

Proposition (8.7)

Seien die Bezeichnungen wie in Def. (8.6) gewahlt, und sei

J = Jac(f)(a). Dann gilt f'(a)(v) = J - v fiir alle v € R". Die
Matrix J ist also die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung
f’'(a) : R" — R™ beziiglich der Einheitsbasen.

Von nun an bezeichnen wir die Jacobi-Matrix (wie die Ableitung)
mit ’(a), und nicht mehr mit Jac(f)(a).



= (RLP (
\ j’(Lr

) <
] A<(s i

‘\‘(

tu\L\GA\sQr V;/: g ¥(q
as 5
3&_&%@(1 ‘3;(‘)(

\Componee

bt

\W\»&X
Ju:ﬂ%g?'%“"g ¢
luo(ve""‘{”'
3,(,.4).«1

Q a
A\ @) \ e
\ Joﬁni"“w"'d@h‘kj
W {L(a)( %‘jﬁ;— ‘




Beispiel fiir totale Differenzierbarkeit

Die Funktion f : R? — R gegeben (x,y) + x2 + y? ist total
differenzierbar. Die Ableitung ist jeweils gegeben durch

f'(x,y) = (2x 2y).



7 r‘< /x,dl’> -~ Ca 3
) g = (2 29 ), B
;‘n:u‘(’re ¥\x‘ b\,\‘h‘ek ) [Lg) dZJ Fcp'\

N\
PGk k) = BB Y (v k), : &‘:(L‘)

'(hs\=

,,QQ: biine Nebomg' FXLQ»M’”\
G dun botale D kispodk g o b ‘%l

L\"o

Wik = BBHh k) - £ '& )
(3eh Y4 (g ke ) =25 — (69l ,




>0

R\ =0k sk anhh

k Vo

=0




stetige partielle Differenzierbarkeit = totale Differenzierbarkeit

Satz (8.8)

Sei U C R" eine offene Teilmenge und  : U — R eine partiell
differenzierbare Funktion, und sei a € U ein Punkt, in dem die
partiellen Ableitungen 0;f stetig sind, fiir 1 </ < n. Dann ist f in
a differenzierbar.
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Additionsregel

Satz (8.9)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g: U — W zwei
Abbildungen, die beide in a € U differenzierbar sind. Dann sind
auch £ + g und Af fiir alle A € R im Punkt a differenzierbar, und
es gilt

(f+g)(a)=f"(a)+g'(a) und (Xf)(a) = Af'(a).
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Produktregel

Satz (8.10)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g : U — R beide in a
differenzierbar. Dann ist auch die Funktion fg in a differenzierbar,
und es gilt

(fe)'(a) = f(a)g'(a)+g(a)f'(a).

Folgerung (8.11)

Sei U C V offen, f: U— R, n€ IN und g(x) = f(x)" fiir alle
x € U. Ist f in einem Punkt a € U differenzierbar, dann auch g,
und es gilt

g'(a) = nf(a)"'f(a).
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Vorbereitungen zum Beweis der Kettenregel

Es seien die folgenden Objekte vorgegeben.
@ endlich-dimensionale normierte R-Vektorraume V', W
@ eine offene Teilmenge U C V
@ eine Abbildung f : U — W
@ beliebige Vektoren v e V, w € W
o die Teilmenge U = {(—v)+u | ue U}
Dann erhalten wir eine neue Abbildung g : U — W,
x = f(v+x)+ w.

Lemma (8.12)

Ist a € U und f in a differenzierbar, dann ist g im Punkt (—v) + a
differenzierbar, und es gilt f'(a) = g’'((—v) + a).




Kettenregel

Satz (8.13)

Seien V, V' V" endlich-dimensionale normierte R-Vektorraume
und U C V, U’ C V' offene Teilmengen. Seien f : U — V’ und

g : U — V" Abbildungen mit f(U) C U’. Ferner sei a € U ein
Punkt mit der Eigenschaft, dass f in a und g in f(a) differenzier-
bar ist. Dann ist die Abbildung go f : U — V" in a differenzierbar,
und es gilt

(gof)(a) = g'(f(a))of'(a).
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