Mehrfache partielle Differenzierbarkeit

Sei U C R" offen und f : U — R eine Funktion.

@ Man bezeichnet f als stetig partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen 0;f fiir 1 </ < n auf U existieren und
stetig sind.

o Falls die Funktionen O;f ihrerseits alle partiell differenzierbar
sind, spricht man von einer zweifach partiell differenzierbaren
Funktion.

@ Sind auch die Funktionen 9;0;f fiir 1 < i,j < n wieder stetig,
nennt man f zweifach stetig partiell differenzierbar.

o Auf naheliegende Weise definiert man m-fach (stetig) partiell
differenzierbar fiir beliebige m > 3.

@ An Stelle von 0j,...0;,,f verwendet man zur Abkiirzung auch
die Schreibweise 0;,._; f.



Beispiel 7
Sei die Funktion f : R2 — R definiert durch

fiir (x,y) # (0,0)
0 fir (x,) = (0,0)
Dann gilt 012f(0,0)#0211(0,0).




Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen

Satz (7.5)

Sei U C V eine offene Teilmenge und f : U — R eine reellwertige
Funktion. Seien a, b € U zwei verschiedene Punkte mit [a, b] C U
und der Eigenschaft, dass die Richtungsableitung 0, f fiir

v = b — a auf ganz U existiert. Dann gibt es ein p € ]a, b[ mit

f(b)—f(a) = 0O f(p).




Geometrische Interpretation der zweifachen
Richtungsableitungen

Lemma (7.6)

Sei U C V offen. Seien v,w € V, und sei f : U — R eine
reellwertige Funktion mit der Eigenschaft, dass die doppelte
Richtungsableitung 0,0, f auf ganz U existiert. Sei auBerdem
a € U ein Punkt, so dass die Menge

R = {a+tv+t'w|tt €[0,1]}

vollstandig in U enthalten ist. Dann gibt es ein p € R mit

flatv+w)—f(at+v)—fla+w)+f(a) = 0,0unf(p).
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Satz von Schwarz

Satz (7.7)

Sei U C V offen und f : U — R eine reellwertige Funktion, und
seien 0 # v, w € V derart, dass die zweifachen Richtungsablei-
tungen 0,0, f und 0,,0,f auf U existieren und stetig sind.
Dann gilt

00y f = 0,0, f

auf ganz U.
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§8. Totale Differenzierbarkeit

In der Analysis einer Variablen haben wir gesehen, dass sich die
Differenzierbarkeit einer Funktion f : / — R in einem Punkt a € /
dadurch charakterisieren lasst, dass sich h+— f(a+ h) fiir kleines h
durch eine affin-lineare Funktion der Form h+— f(a) + f'(a)h
approximieren lasst.

Dies bedeutet, dass eine Darstellung von f der Form
fla+h) = f(a)+f'(a)h+y(h)

existiert, mit einer Funktion 1, die fiir h — 0 sehr schnell gegen
Null geht.



Definition der totalen Differenzierbarkeit

Im gesamten Abschnitt seien V', W jeweils endlich-dimensionale,
normierte R-Vektorraume.

Definition (8.1)

Sei U C V offen, ac Uund U, ={x € V | a+ x € U}. AuBerdem
sei f : U — W eine Abbildung. Man sagt, die Funktion f ist im
Punkt a total differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung

¢V — W und eine Funktion ¢ : U, — W existieren, so dass

e(h) _

f(a+h) = f(a)+o(h)+1(h) fir alle h € U, und  lim

—0
-0y |[h]| w

erfiillt ist. Man nennt ¢ dann die Ableitung von f an der Stelle a
und bezeichnet sie mit f'(a).




Veranschaulichung der totalen Differenzierbarkeit

Durch die blaue Ebene wird die affin-lineare Approximation der
Funktion dargestellt.



Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ist die Voraussetzungen
der partiellen Differenzierbarkeit zu schwach, um die Stetigkeit der
Funktion sicherzustellen. Fiir die totale Differenzierbarkeit aber gilt

Proposition (8.2)

Sei f: U — W eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge
U C V, und a € U ein beliebiger Punkt. Ist f in a differenzierbar,
dann ist f auch in a stetig.
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Riickfiihrung der totalen Differenzierbarkeit auf reellwertige
Funktionen

Proposition (8.3)

Sei W =1R"™, U C V offen und a € U. Eine Abbildung f : U - W
ist genau dann in a differenzierbar, wenn die Komponentenfunk-
tionen f; : U — R in a differenzierbar sind, fir 1 </ < m.

Die Komponentenfunktionen der Ableitung f’(a) sind dann die
Ableitungen f{(a), ..., f,(a).
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Zusammenhang zwischen totaler Ableitung und
Richtungsableitung

Proposition (8.4)

Sei U C V offen, f : U — R eine reellwertige Funktion, und
a € U. Ist f im Punkt a differenzierbar, dann existiert fiir jedes
v € V die Richtungsableitung 0, f(a), und es gilt

0,f(a) = F(a)v).




Rechenregel fiir Richtungsableitungen im total
differenzierbaren Fall

Folgerung (8.5)
Ist U C V offen, a€ U und f : U — R in a differenzierbar, dann
gilt 0y+wf(a) = 0,f(a) + Owf(a) fir alle v,w € V.
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