
§ 5. Kompaktheit

Definition (5.1)

Sei I eine Menge, (X , d) ein metrischer Raum und A ⊆ X eine
Teilmenge. Eine offene Überdeckung von A ist eine Familie (Ui )i∈I
offener Teilmengen Ui ⊆ X mit der Eigenschaft

⋃
i∈I Ui ⊇ A.



Definition kompakter Teilmengen

Definition (5.2)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X wird
kompakt genannt, wenn zu jeder offenen Überdeckung (Ui )i∈I von
A eine endliche Teilmenge J ⊆ I existiert, so dass bereits⋃

i∈J Ui ⊇ A erfüllt ist. Den metrischen Raum selbst bezeichnen wir
als kompakt, wenn die Teilmenge A = X in (X , dX ) kompakt ist.

wichtiger Hinweis:
Die Kompaktheit einer Menge A ist nicht gleichbedeutend damit,
dass A eine endliche offene Überdeckung besitzt. Ist A ⊆ X belie-
big, dann ist durch {X} immer eine endliche (sogar einelementige)
Überdeckung von A gegeben!



(Gegen-)Beispiele für Kompaktheit

Proposition (5.3)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum und A ⊆ X eine endliche
Teilmenge. Dann ist A kompakt.

Proposition (5.4)

Die Menge R im metrischen Raum (R, d) mit der Metrik
d(x , y) = |x − y | für x , y ∈ R ist nicht kompakt.









(Gegen-)Beispiele für Kompaktheit (Forts.)

Proposition (5.5)

Sei (x (n))n∈N eine konvergente Folge in einem metrischen Raum
(X , d) mit Grenzwert a = limn x

(n). Dann ist die Menge
A = {x (n) | n ∈ N} ∪ {a} kompakt.





Kompaktheit abgeschlossener Quader

Definition (5.6)

Ein abgeschlossener Quader in Rn ist eine Teilmenge Q ⊆ Rn der
Form Q = I1 × ...× In, wobei Ik ⊆ R für 1 ≤ k ≤ n jeweils ein
abgeschlossenes Intervall [ak , bk ] mit ak < bk bezeichnet.

Satz (5.7)

Jeder abgeschlossene Quader Q ⊆ Rn ist kompakt.









Kompaktheit abgeschlossener Teilmengen

Satz (5.8)

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen
Raums (X , dX ). Dann ist A kompakt.

Folgerung (5.9)

Jede beschränkte und abgeschlossene Teilmenge A ⊆ Rn ist
kompakt.





Der Satz von Bolzano-Weierstrass

Definition (5.10)

Ein Punkt x in einem metrischen Raum (X , dX ) wird
Häufungspunkt einer Teilmenge A ⊆ X genannt, wenn in jeder
Umgebung von x jeweils unendlich viele Elemente aus A liegen.

Satz (5.11)

Jede Folge in einem kompakten metrischen Raum (X , dX ) besitzt
eine konvergente Teilfolge.







Folgerungen aus dem Satz von Bolzano-Weierstrass

Folgerung (5.12)

Jede beschränkte Folge in Rn besitzt eine konvergente Teilfolge.

Folgerung (5.13)

Jede kompakte Teilmenge A ⊆ X eines metrischen Raums (X , dX )
ist beschränkt und abgeschlossen.







Der Satz von Heine-Borel

Satz (5.14)

Eine Teilmenge A ⊆ Rn ist genau dann kompakt, wenn sie
beschränkt und abgeschlossen ist.



Beschränktheit und Abgeschlossenheit im Allgemeinen nicht
hinreichend für Kompaktheit

Proposition (5.15)

Sei X eine unendliche Menge und δX die diskrete Topologie auf X .
Dann ist X zwar beschränkt und abgeschlossen, aber nicht
kompakt.


