§4. Offene und abgeschlossene Teilmengen

Definition (4.1)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X wird offen
genannt, wenn fiir jedes x € U ein e € R™ mit B-(x) C U existiert.




Definition abgeschlossener Mengen

Definition (4.11)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge V C X wird
(genau dann) als abgeschlossen bezeichnet, wenn ihr Komplement
U= X\ V offen ist.

wichtig:

Die Aussage ,, Y ist abgeschlossen” ist nicht gleichbedeutend mit
der Aussage ,, Y ist nicht offen”. Es gibt Teilmengen metrischer
R3aume, die offen und abgeschlossen sind, und ebenso Teilmengen,
die offen abgeschlossen sind!



Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen

Proposition (4.12)

Die abgeschlossenen Intervalle in R der Form [a, b] C R mit
a,b € R, a < b sind abgeschlossen.




Abgeschlossene Bille sind abgeschlossen

Proposition (4.13)

Sei (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r € R™. Dann ist der
abgeschlossene Ball B,(a) um a vom Radius r abgeschlossen.




Eigenschaften abgeschlossener Mengen

Satz (4.14)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt

(i) Die Teilmengen @ und X sind abgeschlossen.
(i) Sind U und V abgeschlossen, dann auch UU V.

(iii) Ist (V;)iecs eine Familie abgeschlossener Teilmengen, dann ist
auch (1);¢; Vi abgeschlossen.
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Charakterisierung stetiger Abbildungen durch abgeschlossene
Teilmengen

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen ist genau
dann stetig, wenn das Urbild f~1(V/) jeder abgeschlossenen
Teilmenge V C Y selbst abgeschlossen ist.
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Charakterisierung abgeschlossener Mengen durch Grenzwerte

Eine Teilmenge A C X in einem metrischen Raum (X, dx) ist
genau dann abgeschlossen, wenn mit jeder Folge (x("),cn in A,

die in (X, dx) konvergiert, auch der Grenzwert a = Ii_}m x(M in A

enthalten ist.

. . . . _ 1
Zum Beispiel zeigt die Folge gegeben durch x(" =1 — -, dass
I = 10,1 nicht abgeschlossen ist.
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Beschranktheit und Durchmesser

Definition (4.17)

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, dx) wird
beschrankt genannt, wenn die Menge

D(A) = {dx(a,b) | a,b € A} C R4 beschrankt ist. Ist dies der
Fall, dann bezeichnen wir d(A) = sup D(A) als den Durchmesser
der Teilmenge A. Der leeren Menge & wird der Durchmesser
d(2) = 0 zugeordnet.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, dx) ist genau dann
beschrinkt, wenn ein Punkt a € A und ein v € Rt mit
dx(a, x) <~ fir alle x € A existiert.



Das Schachtelungsprinzip

Satz (4.18)

Sei (X, dx) ein vollstiandiger metrischer Raum und (Ap)neciv eine
Folge nichtleerer, abgeschlossener, beschrankter Teilmengen von X
mit A, D Apys fiir alle n € IN. Gilt lim, d(A,) = 0, dann gibt es
einen eindeutig bestimmten Punkt a € X mit (), .y Ay = {a}.
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Inneres, Abschluss und Rand

Definition (4.19)
Sei (X, dx) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Man nennt x einen inneren Punkt von A, wenn ein ¢ € R
mit B-(x) C A existiert. Die Menge der inneren Punkte von A
wird mit A° bezeichnet und das Innere von A genannt.

(i) Ein Punkt x € X liegt im Abschluss von A, wenn fiir jedes
e € R der Durchschnitt AN B:(x) nicht leer ist.

(iii) Die Menge A = A\ A° nennt man den Rand von A.







Charakterisierung des Inneren, des Abschluss und des Randes

Proposition (4.20)
Sei (X, dx) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Die Menge A° ist die groBte offene Teilmenge von X, die in A
enthalten ist. Ist also U C A offen in X, dann gilt U C A°.

(i) Die Menge A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X,
die A enthalt. Ist also Z C X eine beliebige abgeschlossene
Teilmenge mit Z C A, dann folgt A C Z.

(iii) Ein Punkt x € X gehort genau dann zum Rand 0A, wenn
B-(x) fiir jedes € € R™ jeweils mindestens einen Punkt von A
und einen Punkt des Komplements X \ A enthilt.




Relative Offenheit und Abgeschlossenheit

Definition (4.21)

Sei (X, dx) ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge.
Dann erhalten wir durch Einschrankung von dx auf Y x Y eine
Metrik dy auf Y mit dy(a, b) = dx(a, b) fiir alle a, b € Y. Wir
bezeichnen eine Teilmenge U C Y als relativ offen bzw.
abgeschlossen in Y, wenn U beziiglich dy offen bzw.
abgeschlossen ist.




Relativ offene / abgeschlossene Mengen als Durchschnitte

Satz (4.22)
Sei (X, dx) ein metrischer Raum, und seien UC Y C X
Teilmengen.
(i) Genau dann ist U relativ offen in Y, wenn eine offene
Teilmenge U C X mit der Eigenschaft U = UN Y existiert.

(i) Genau dann ist U relativ abgeschlossen in Y, wenn eine
abgeschlossene Teilmenge U C X mit U = UN Y existiert.
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Beispiel fiir eine relativ offene Teilmenge

o Die Teilmenge U =]—1,1[ x {0} C R? ist keine offene Menge
in X = R2, da zum Beispiel keine e-Umgebung B-((0,0)) von
(0,0) in X enthalten ist.

o Sie ist aber relativ offen in Y = R x {0}, denn sie kann als
Durchschnitt von Y und der in R? offenen Menge
U =]-1,1] x R dargestellt werden.
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