§ 3. Stetigkeit

Definition (3.1)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung

f : X — Y wird stetig in einem Punkt a € X beziiglich der
Metriken dx und dy genannt, wenn fiir jede Folge (x("),c die
Implikation

lim xX(M =a in (X,dx) = lim f(x(")=f(a) in (Y, dy)

n—o0 n—o0

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x € X stetig ist.
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Stetigkeit der Koordinatenfunktionen

Proposition (3.4)

Fiir jedes i € {1, ..., m} ist die i-te Koordinatenfunktion
T R™" =R (Xl, "'7Xm) = X

eine stetige Funktion.




e-0-Kriterium fiir metrische Raume

Satz (3.5)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f : X — Y ist genau dann stetig im Punkt a beziiglich dx und dy,
wenn fiir jedes ¢ € R ein § € R existiert, so dass die Implikation

dx(a,x)<d = dy(f(a),f(x)) <e

fir alle x € X erfullt ist.




Stetigkeit R?-wertiger Funktionen

Proposition (3.6)

Sei (X, dx) ein metrischer Raum, r € N und f : X — R eine
Funktion mit den Komponenten fi, ..., fy : X — R, so dass also
f(x) = (f(x), ..., fa(x)) fiir alle x € X gilt. Genau dann ist f in
einem Punkt a € X stetig, wenn die Funktionen fi, ..., fy alle in a
stetig sind.
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Stegtigkeit zusammengesetzter Funktionen

Proposition (3.7)

Die folgenden Abbildungen a : R? — R, (x,y) > x +y,
p:R%2 =R, (x,y) = xyund d: R x R* = R, (x,y)l—>§sind
stetig.

Folgerung (3.8)

Sei (X, dx) ein metrischer Raum, und seien f, g : X — R stetige
Funktionen. Dann sind auch die Funktionen

(f+g)(x)=1(x)+g(x) und (fg)(x)="(x)g(x) stetig.

Gilt zusatzlich g(x) # 0 fiir alle x € X, dann ist auch
(f/g)(x) = f(x)/g(x) stetig.

V.
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Ein Anwendungsbeispiel

Proposition (3.9)

x3y + 5xy

. - . 2
Die Funktion f : R* — R, (x,y) — m

ist stetig.
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Die Stetigkeit der Normfunktion

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum. Dann gilt

vl =lwll < flv—w|  firalle v,weV.

Folgerung (3.11)

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum. Dann ist V — R,
x — ||x]| eine stetige Funktion.
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Homomorphismen zwischen metrischen Raumen

Definition (3.12)

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx)
und (Y, dy) wird Homomorphismus genannt, wenn sie bijektiv,
stetig und die Umkehrabbildung f~! : Y — X ebenfalls stetig ist.
Metrische Raume, zwischen denen ein Homodomorphismus existiert,
nennt man homoomorph.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Homdomorphismen auch zwischen
Raumen ganz unterschiedlicher Gestalt existieren kdnnen.

Proposition (3.13)

Sei || - || eine beliebige Norm auf V = R". Dann ist der offene Ball
Bi1(0y) vom Radius 1 um den Ursprung homéomorph zum R".
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Definition der Polarkoordinaten

Satz (3.14)

(i) Die Abbildung ¢ : R — R? gegeben durch
@ +— (cos(p),sin(¢p)) ist stetig, und fiir jedes halboffene
Intervall | der Lénge 27 ist die eingeschréankte Abbildung |,
eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.

(i) Die Abbildung ppor : RT x R — R2,
(r, @) — (rcos(p), rsin(¢)) wird Polarkoordinaten-Abbildung
genannt. Fiir jedes Intervall / wie unter (i) ist auch ppoi|R+x/
eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.




Stetigkeit und Bijektivitdt nicht hinreichend fiir
Homdomorphismus

o Wie soeben gezeigt, ist die Abbildung ¢ : [0, 27[ — R?,
© > (cos(p),sin(p)) stetig und eine Bijektion auf ihre
Bildmenge, den Einheitskreis.

@ Die Abbildung ist aber kein Hom&omorphismus, denn die
Umkehrabbildung ist nicht stetig!
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Definition der Zylinder- und Kugelkoordinaten

Satz (3.15)
Sei / ein halboffenes Intervall der Lange 27.
(i) Die Abbildung p,y : Ry x R x R — R3,
(r,, h) — (rcos(p), rsin(y), h) ist stetig, und die
Einschrankung p,|m, auf Mj = RT x | x R ist eine stetige
Bijektion auf ihre Bildmenge.

(i) Die Abbildung pxug : R4+ x R x R — R® gegeben durch

(r,9,¢0) = (rsin(?)cos(p), rsin(?)sin(p), r cos(1))

ist ebenfalls stetig, und die Einschrankung piug|n, auf
N; = Rt x]0, w[x/ ist eine stetige Bijektion auf ihre
Bildmenge.
Die Abbildung p,y1 wird Zylinderkoordinaten-Abbildung, die
Abbildung py,s Kugelkoordinaten-Abbildung genannt.




