§2. Konvergenz in metrischen Raumen

Definition (2.1)

Sei (X, d) ein metrischer Raum, (x("),cn eine Folge in X und
a € X ein Punkt. Man sagt, die Folge konvergiert in (X, d) gegen
a und schreibt

lim x(M = 3
n—o0

)

wenn fiir jedes e € R* ein N € N existiert, so dass x € B.(a) fiir
alle n > N gilt. Der Punkt a wird in diesem Fall ein Grenzwert der
Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X
konvergiert, bezeichnet man als divergent.

Nach Definition ist die Bedingung x € B:(a) dquivalent zu
d(x,a) < e. Die Konvergenz der Folge (x(") e ist also
dquivalent dazu, dass

lim d(x(",a) = 0 gil (1)

n—oo



Cauchyfolgen in metrischen Riimen

Definition (2.6)

Eine Folge (x("),ci ein einem metrischen Raum (X, d) wird
Cauchyfolge genannt, wenn fiir jedes ¢ € R" ein N € IN existiert,
so dass d(x(™ x(") < ¢ fiir alle m,n € IN mit m,n > N gilt.




Vollstandige metrische Raume

Definition (2.8)

Ein metrischer Raum (X, d) heiBt vollstdndig, wenn jede
Cauchyfolge in (X, d) konvergiert. Ein normierter R-Vektorraum,
der vollstandig beziiglich der induzierten Metrik ist, wird
Banachraum genannt.




Definition der Kontraktionen

Definition (2.10)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung ¢ : X — X wird
Kontraktion genannt, wenn eine Konstante v € |0, 1] existiert, so
dass d(¢(x), o(y)) < ~vd(x,y) fiir alle x,y € X erfiillt ist.




Der Banachsche Fixpunktsatz

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Dann besitzt jede
Kontraktion ¢ : X — X genau einen Fixpunkt. Es gibt also ein
eindeutig bestimmtes z € X mit ¢(z) = z.

Proposition (2.12)

Fiir den Abstand der Folgenglieder zum Fixpunkt z hat man die
»a priori“-Abschatzung

d(x" z) < %d(x(o), x(),
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§ 3. Stetigkeit

Definition (3.1)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung

f : X — Y wird stetig in einem Punkt a € X beziiglich der
Metriken dx und dy genannt, wenn fiir jede Folge (x("),c die
Implikation

lim xX(M =a in (X,dx) = lim f(x(")=f(a) in (Y, dy)

n—o0 n—o0

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x € X stetig ist.

4




Erganzungen zur Definition

e Eine Funktion f : X — R auf einem metrischen Raum (X, dx)
bezeichnen wir als stetig, wenn sie beziiglich dx und der von
der 1-Norm induzierten Metrik di(a, b) = |a — b| auf R stetig
ist.

@ Ist auch X eine Teilmenge von R und dx = di, dann stimmt
der Stetigkeitsbegriff mit dem Begriff aus der Analysis einer
Variablen iiberein!

@ Sind X und Y Teilmengen von endlich-dimensionalen
RR-Vektorrdumen, dann bezeichnen wir eine Funktion
f: X — Y als stetig in einem Punkt a € X, wenn sie
beziiglich der induzierten Metriken von beliebig gewahlten
Normen auf X und Y stetig ist.



Beispiele stetiger Funktionen

Proposition (3.2)
Seien (X, dx), (Y, dy) und (Z, dz) metrische Raume.
(i) Jede konstante Funktion auf X ist stetig.

(ii) Seien f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen und a € X ein
Punkt, so dass f in a und g in f(a) stetig ist. Dann ist auch
gof in a stetig.
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Graph einer 2-dim. stetigen Funktion




Graph einer 2-dim. unstetigen Funktion




Definition der Funktionsgrenzwerte

Definition (3.3)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, f : D — Y eine
Abbildung auf einer Teilmenge D C X und a ein Punkt in X'\ D.
Wir bezeichnen b € Y als Grenzwert von f fiir x — a, wenn eine
Folge (x(") in D existiert, so dass lim, x(" = ain (X, dx) gilt und
auBerdem fiir jede solche Folge jeweils

lim f(x(")=b  in(Y,dy) erfiillt ist.

n—o0




Stetigkeit der Koordinatenfunktionen

Proposition (3.4)

Fiir jedes i € {1, ..., m} ist die i-te Koordinatenfunktion
T R™" =R (Xl, "'7Xm) = X

eine stetige Funktion.
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e-0-Kriterium fiir metrische Raume

Satz (3.5)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Eine Abbildung
f : X — Y ist genau dann stetig im Punkt a beziiglich dx und dy,
wenn fiir jedes ¢ € R ein § € R existiert, so dass die Implikation

dx(a,x)<d = dy(f(a),f(x)) <e

fir alle x € X erfullt ist.
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