
§ 2. Konvergenz in metrischen Räumen

Definition (2.1)

Sei (X , d) ein metrischer Raum, (x (n))n∈N eine Folge in X und
a ∈ X ein Punkt. Man sagt, die Folge konvergiert in (X , d) gegen
a und schreibt

lim
n→∞

x (n) = a ,

wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass x ∈ Bε(a) für
alle n ≥ N gilt. Der Punkt a wird in diesem Fall ein Grenzwert der
Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X
konvergiert, bezeichnet man als divergent.

Nach Definition ist die Bedingung x ∈ Bε(a) äquivalent zu
d(x , a) < ε. Die Konvergenz der Folge (x (n))n∈N ist also
äquivalent dazu, dass

lim
n→∞

d(x (n), a) = 0 gilt. (1)



Cauchyfolgen in metrischen Rümen

Definition (2.6)

Eine Folge (x (n))n∈N ein einem metrischen Raum (X , d) wird
Cauchyfolge genannt, wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert,
so dass d(x (m), x (n)) < ε für alle m, n ∈ N mit m, n ≥ N gilt.



Vollständige metrische Räume

Definition (2.8)

Ein metrischer Raum (X , d) heißt vollständig, wenn jede
Cauchyfolge in (X , d) konvergiert. Ein normierter R-Vektorraum,
der vollständig bezüglich der induzierten Metrik ist, wird
Banachraum genannt.



Definition der Kontraktionen

Definition (2.10)

Sei (X , d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung φ : X → X wird
Kontraktion genannt, wenn eine Konstante γ ∈ ]0, 1[ existiert, so
dass d(φ(x), φ(y)) ≤ γd(x , y) für alle x , y ∈ X erfüllt ist.



Der Banachsche Fixpunktsatz

Satz (2.11)

Sei (X , d) ein vollständiger metrischer Raum. Dann besitzt jede
Kontraktion φ : X → X genau einen Fixpunkt. Es gibt also ein
eindeutig bestimmtes z ∈ X mit φ(z) = z .

Proposition (2.12)

Für den Abstand der Folgenglieder zum Fixpunkt z hat man die

”
a priori“-Abschätzung

d(x (n), z) ≤ γn

1− γ
d(x (0), x (1)).













§ 3. Stetigkeit

Definition (3.1)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume. Eine Abbildung
f : X → Y wird stetig in einem Punkt a ∈ X bezüglich der
Metriken dX und dY genannt, wenn für jede Folge (x (n))n∈N die
Implikation

lim
n→∞

x (n) = a in (X , dX ) ⇒ lim
n→∞

f (x (n)) = f (a) in (Y , dY )

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x ∈ X stetig ist.



Ergänzungen zur Definition

Eine Funktion f : X → R auf einem metrischen Raum (X , dX )
bezeichnen wir als stetig, wenn sie bezüglich dX und der von
der 1-Norm induzierten Metrik d1(a, b) = |a− b| auf R stetig
ist.

Ist auch X eine Teilmenge von R und dX = d1, dann stimmt
der Stetigkeitsbegriff mit dem Begriff aus der Analysis einer
Variablen überein!

Sind X und Y Teilmengen von endlich-dimensionalen
R-Vektorräumen, dann bezeichnen wir eine Funktion
f : X → Y als stetig in einem Punkt a ∈ X , wenn sie
bezüglich der induzierten Metriken von beliebig gewählten
Normen auf X und Y stetig ist.



Beispiele stetiger Funktionen

Proposition (3.2)

Seien (X , dX ), (Y , dY ) und (Z , dZ ) metrische Räume.

(i) Jede konstante Funktion auf X ist stetig.

(ii) Seien f : X → Y und g : Y → Z Abbildungen und a ∈ X ein
Punkt, so dass f in a und g in f (a) stetig ist. Dann ist auch
g ◦ f in a stetig.







Graph einer 2-dim. stetigen Funktion



Graph einer 2-dim. unstetigen Funktion



Definition der Funktionsgrenzwerte

Definition (3.3)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume, f : D → Y eine
Abbildung auf einer Teilmenge D ⊆ X und a ein Punkt in X \ D.
Wir bezeichnen b ∈ Y als Grenzwert von f für x → a, wenn eine
Folge (x (n)) in D existiert, so dass limn x

(n) = a in (X , dX ) gilt und
außerdem für jede solche Folge jeweils

lim
n→∞

f (x (n)) = b in (Y , dY ) erfüllt ist.



Stetigkeit der Koordinatenfunktionen

Proposition (3.4)

Für jedes i ∈ {1, ...,m} ist die i-te Koordinatenfunktion

πi : Rm → R , (x1, ..., xm) 7→ xi

eine stetige Funktion.





ε-δ-Kriterium für metrische Räume

Satz (3.5)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume. Eine Abbildung
f : X → Y ist genau dann stetig im Punkt a bezüglich dX und dY ,
wenn für jedes ε ∈ R+ ein δ ∈ R+ existiert, so dass die Implikation

dX (a, x) < δ ⇒ dY (f (a), f (x)) < ε

für alle x ∈ X erfüllt ist.






