§16. Allgemeine Theorie der Bilinearformen

Definition (16.1)

Sei V ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine
Abbildung b: V x V — R, die fiir v,v/,w,w’ € V und X € R die
folgende Bedingungen erfiillt.

(i) b(v+ v',w) = b(v,w) + b(v',w)
(it) b(v,w+ w') = b(v,w) + b(v,w')
(i) b(Av,w) = Ab(v, w)
(iv) b(v,A\w) = Ab(v, w)




Darstellungsmatrix einer Bilinearform

Definition (16.2)

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorrau, # = (v, ..., v,,) eine
geordnete Basis und b eine Bilinearform auf V. Dann nennt man
die reelle n x n-Matrix A = (aj;j) mit den Eintragen

aj = b(vi,v)) fir 1<i,j<n

die Darstellungsmatrix M(b) von b beziiglich £.

Jede Bilinearform ist durch die Eintrage der Darstellungsmatrix
eindeutig festgelegt.



Existenz von Bilinearformen zu vorgegebenen
Darstellungsmatrizen

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und £ = (vi, ..., v,) eine
geordnete Basis von V. Dann existiert fiir jede Matrix A € %, r
eine eindeutig bestimmte Bilinearform b auf V mit My4(b) = A.




Berechnung von Bilinearformen mit Darstellungsmatrizen

Proposition (16.4)
Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und £ = (vi, ..., v) eine
geordnete Basis von V. Dann gilt fiir alle v, w € V jeweils

b(v,w) = ‘'Ou(v).z(b)®s(w).
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Transformationsformel fiir Bilinearformen

Satz (16.5)
@ Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine
Bilinearform auf V.

@ Seien o/ und A zwei geordnete Basen von V und
A= My (b), B= Mg(b) die Darstellungsmatrizen von b
beziiglich dieser Basen.

@ Sei T = Tg die Matrix des Basiswechsels von & nach A.
Dann gilt A= 'TBT.




Symmetrische Bilinarformen

Definition (16.6)

Eine Bilinearform b auf einem R-Vektorraum V wird symmetrisch
genannt, wenn b(v, w) = b(w, v) fiir alle v,w € V gilt.

Proposition (16.7)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine Bilinearform
auf V. Sei # eine beliebige Basis von V und A = Mgy(b). Unter
diesen Voraussetzungen ist b genau dann symmetrisch, wenn A
symmetrisch ist.
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Positiv definite Bilinearformen.

Definition (16.8)

(i) Eine symmetrische Bilinearform b auf einem R-Vektorraum V
wird positiv definit genannt, wenn b(v, v) > 0 fiir alle v € V
mit v # 0 gilt. Man bezeichnet eine solche Bilinearform auch
als Skalarprodukt auf V.

(i) Ein Paar (V, b) bestehend aus einem R-Vektorraum V und
einem Skalarprodukt b auf V wird ein euklidischer
Vektorraum genannt.

Beispiel: Das euklidische Standard-Skalarprodukt (-,-) auf dem
R™ ist positiv definit.



Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in euklidischen
Vektorraumen

Proposition (16.9)

Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum und die Abbildung

|- llp : V — Ry gegeben durch ||v||p = \/b(v, v) fiir alle v € V.
Dann gilt |b(v, w)| < ||v||||w]||p fiir alle v, w € V mit Gleichheit
genau dann, wenn das Paar (v, w) linear abhingig ist.
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Normen auf R-Vektorraumen

Definition (16.10)

Eine Norm auf einem RR-Vektorraum V ist eine Abbildung
|- Il : V — Ry mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Fiir jedes v € V gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = Oy ist.
(ii) Es gilt [[Av] = |Al||v| fiir alle A € R und v € V.
(iii) Furalle viw € V gilt ||v + wl| <|v] + [|w].
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Geometrie in euklidischen Vektorraumen

Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum.

e Die Abbildung || - ||p : V — R4, v+ /b(v, v) bezeichnet
man als die durch b auf V' induzierte euklidische Norm.

@ Auf V eine kann durch v L, w < b(v,w) = 0 eine
Orthogonalitatsrelation |, definiert werden.

o Fiir zwei Vektoren v, w ungleich Null ist der Winkel zwischen
diesen Vektoren beziiglich b die eindeutig bestimmte Zahl

Zp(v,w) € [0, 7] mit cos Zp(v,w) = ”‘Z‘:ﬂ)”b-
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Geometrie in euklidischen Vektorraumen (Forts.)

Satz (16.11)

(i) Die Abbildung || - ||, besitzt die Eigenschaften (L;) bis (L3) aus
§15; insbesondere handelt es sich tatsichlich um eine Norm.
(ii) Die Relation L besitzt die Eigenschaften (O1) bis (O3).
(i) Es gilt der Satz des Pythagoras.
(iv) Die Winkelfunktion £, hat die Eigenschaften (W) bis (W3).
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Kriterium fir induzierte Normen

Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm || - || auf V wird genau dann
durch ein Skalarprodukt b induziert, wenn fiir alle v, w € V die
sog. Parallelogrammgleichung

Ilv + WH2 + v — WH2 = 2(||VH2 + HWH2) erfiillt ist.

v+ w
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Definition der positiv definiten Matrizen

Definition (16.13)

Eine Matrix A € ., r wird als positiv definit bezeichnet, wenn die
(eindeutig bestimmte) Bilinearform b auf R” mit der Darstellungs-
matrix .#g,(b) = A beziiglich der Einheitsbasis &, positiv definit
ist.

Dies ist gleichbedeutend mit ‘vAv > 0 fiir alle v # ORn.



Das Hurwitz-Kriterium fiir positiv definite Matrizen

Sei A € ., R eine symmetrische Matrix und Ay jeweils die linke
obere k x k-Teilmatrix, fiir 1 < k < n. Genau dann ist A positiv
definit, wenn det(Ax) > 0 fiir 1 < k < n erfiillt ist.
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