Sinnvolle Eigenschaften einer Winkelfunktion

Eine Abbildung, die jedem Paar (v, w) von Vektoren ungleich null
eine Zahl [0, 7] (Winkel im BogenmaB) zuordnet, sollte folgende
Eigenschaften besitzen, wenn sie eine geometrisch sinnvoll
definierte Winkelfunktion sein soll.

(Wo) Es gilt Z(v,w) = Z(w,v) und Z(v,v) =0.

(Wh) Fiir alle A € RT gilt Z(v, Aw) = Z(v, w).

(Ws) Gilt (w — v) L v, dann folgt daraus cos Z(v, w) = ““v"‘/"".
(W3) Es gilt Z(v,—w) =7 — Z(v,w).




Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren

Definition (15.7)

Seien v, w € R" mit v, w # (0,0). Dann ist der Winkel zwischen v
und w die eindeutig bestimmte Zahl Z(v,w) € [0, 7] mit der

Eigenschaft
(v, w)

a4 = .
cos £v, w) TvITwl




Eindeutigkeit der Winkelfunktion

Proposition (15.9)

Sei «v eine Vorschrift, die jedem Paar (v, w) von Vektoren aus R”
ungleich Null eine Zahl a(v, w) € [0, 7] zuweist zuordnet derart,
dass die Bedingungen (W) bis (W3) erfiillt sind. Dann gilt
a(v,w) = Z(v,w), wobei Z wie in Def. (15.7) definiert ist.
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Die durch Def. (15.2) definierte Langenfunktion auf dem R" erfiillt
die Bedingungen (Lg) bis (L3). Ebenso sind fiir die dort definierte
Relation L die Bedingungen (Op) bis (O3) erfiillt, und der Satz des
Pythagoras ist giiltig.

Die durch Def. (15.7) festgelegte Winkelfunktion £ besitzt die
Eigenschaften (W) bis (W3).
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Orthogonalprojektionen auf Untervektorraume

Definition (15.12)

Sei U ein Untervektorraum des IR". Eine Orthogonalprojektion auf
U ist eine lineare Abbildung 7y : R” — U mit der Eigenschaft
myly = idy und (v — my(v)) L U fiir alle v € V. Dabei bedeutet
v L U fiir einen Vektor v € R", dass v | u fiir alle u € U gilt.




Definition der Orthonormalbasen

Definition (15.13)

Sei U ein m-dimensionaler Untervektorraum des R". Eine
geordnete Basis & = (uy, ..., uy) von U wird Orthonormalbasis

(kurz ON-Basis) von U genannt, wenn

(U, up) = Oe fir 1<k, ¢<n erfillt ist.




Berechnung von Orthogonalprojektionen

Proposition (15.14)

Sei U C R" ein m-dimensionaler Untervektorraum und (uy, ...,

eine ON-Basis von U. Dann ist durch

m
7Tu(V) = Z Ui, v
k=1

eine Orthogonalprojektion auf U definiert.

Um)
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Existenz von ON-Basen

Satz (15.15)
(i) Sei U C R" ein Untervektorraum der Dimension m € INg von
V, (uy, ..., um) eine ON-Basis und U’ 2 U ein
(m + 1)-dimensionaler Untervektorraum. Dann existiert ein
Vektor upmi1 € U, so dass (u1, ..., Um, Unt+1) eine ON-Basis
von U’ ist.
(ii) Jeder Untervektorraum des R" besitzt eine ON-Basis.




Verfahren der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

Sei U ein m-dimensionaler Untervektorraum des R".

(1) Wahle eine beliebige Basis # = (v1, ..., vm) von U und und
setze k =0, B =@

(2) Im Fall k = m ist das Verfahren beendet. Ansonsten nehmen
wir an, dass #' = (uz, ..., uk) bereits eine ON-Basis von
Uk = lin(vl, . Vk) ist.

(3) Berechne die Orthogonalprojektion wy1 = 7y, (vk+1) von
vk+1 auf Uy durch

M»

Wk41 = Ub Vk+1

(=1

(4) Definiere den Vektor k11 = Vkt1 — Wi1 und normiere ihn zu
Ut = NG | it

(5) Erweitere 28’ um den Vektor uj1, ersetze k durch k + 1, und
gehe zuriick zu Schritt (2).
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Definition des Abstands zweier affiner Unterraume

Definition (15.16)

Seien A, A’ C R" zwei affine Unterraume mit AN A = &. Ist
Z(A) C Z(A) oder Z(A') C Z(A), dann bezeichnen wir A und
A’ als parallel, ansonsten als windschief. Die Zahl

dAA) = inf{|lv—V] | veAV eA}

wird der (euklidische) Abstand von A und A’ genannt.




Berechnung des Abstands zweier affiner Unterraume

Proposition (15.17)

Seien A, A" C R" zwei affine Unterrdume und v, v/ € R" zwei
Vektoren mit der Eigenschaft, dass A = v 4+ .Z(A),

A =V + Z(A) und auBerdem (v — v) L (Z(A) + ZL(A)) gilt.
Dann ist d(A,A)) = ||V — v|[.

Seien A, A’ C R" zwei affine Unterrdume und v € A, v/ € A/
beliebige Punkte. Sei U = Z(A) + Z(A) und w = wy(v/ — v).
Dann gilt d(A,A") = ||V — v — w]].
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