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§ 0. Einleitung

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt soll kurz wiederholt werden, in welcher Form lineare Gleichungssysteme im Schulun-
terricht behandelt wurden. Dabei legen wir allerdings von Anfang an Wert auf die korrekte Verwendung mathematischer Notation,
vor allem bei der Angabe von Losungsmengen.

Anschlieend geben wir einen kurzen Abriss der Vorlesungsinhalte. Auflerdem erldutern wir die Bedeutung der Linearen Algebra
fiir andere Teilgebiete der Mathematik, die zum grofen Teil Gegenstand spaterer Vorlesungen sind, und gehen auch kurz auf
Anwendung der Linearen Algebra aullerhalb der Mathematik ein.

Im Schulunterricht werden Lineare Gleichungssysteme héufig als Textaufgaben formuliert, die zunichst in formale
Schreibweise iibersetzt werden miissen. Eine solche Aufgabe konnte zum Beispiel lauten:

»Peter und sein Vater Wolfgang sind zusammen 56 Jahre alt. Wolfgang ist zweieinhalb mal so alt wie Peter.
Wie alt sind die beiden?“
Um die Aufgabe zu l6sen, fiihrt man zunéchst zwei Variablen oder ,,Unbekannte” ein, eine Variable x fiir das Alter
von Peter und eine weitere y fiir das Alter von Wolfgang. Anschlief3end iibersetzt man die beiden umgangssprachlich
formulierten Sétze in Gleichungen. Der erste Satz (Gesamtalter 56) liefert die Gleichung x + y = 56, der zweite
(Wolfgang zweieinhalb mal so alt wie Peter) die Gleichung y = %x. Das zu losende lineare Gleichungssystem lautet
also

x+y=56 , yzgx.

Haufig werden in der Schule zwei Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme behandelt: das Einsetzungsver-
fahren und das Eliminationsverfahren. Mit dem Einsetzungsverfahren lasst sich das angegebene lineare Gleichungs-

system besonders schnell 16sen: Man setzt einfach y = %x in die erste Gleichung ein und 16st nach x auf
x+(%x)=56 = %x=56 = x=%-56=16

und erhalt den y-Wert anschlieBend durch Einsetzen in die zweite Gleichung: y = %x = % - 16 = 40. Insgesamt ist
also x =16, y = 40 die gesuchte Losung.

Auch Gleichungssysteme mit mehrer als zwei Variablen konnen mit dem Einsetzungsverfahren gelost werden, zum

Beispiel
x — 2y — =z = 3
—-3x — 3y + 2z =
—-3x + 2y + 22 = 5

Zunéchst 16st man zum Beispiel die erste Gleichung nach x auf und erhalt x =3 + 2y +z.



Einsetzen in die zweite Gleichung ergibt
—3(3+2y+2)—3y+2=1 & —-9—-6y—32—3y+z2=1 & -9-9y—2z3=1 & —-9y—-2z2=10
und Einsetzen in die dritte Gleichung entsprechend
—3(B+2y+2)+2y+22=5 & —9—-6y—32+2y+22=5 & —-9—-4y—2z=5 & —A4y—z=14.
Wir erhalten also ein neues lineares Gleichungssystem, in dem nur noch zwei Variablen vorkommen, ndmlich
—9y—22z=10 , —4y—z=14.

Mit diesem System wiederholen wir die Prozedur. Die zweite Gleichung des neuen Systems kann umgeformt werden

zu —z = 14+ 4y & z =—14—4y, und Einsetzen in die erste Gleichung liefert

—9y—2(-14—4y)=10 <& —-9y+28+8y=10 & —-y=-18 & y=18.
Erneutes Einsetzen ergibt 2 = —14—4-18 = —14—72 = —86 und x = 3+2y+z = 3+2-18+(—86) = 3+36—86 = —47.
Insgesamt erhalten wir also die Losung x = —47, y = 18, 2 = —86.

Kommen wir nun zum zweiten gingigen Losungsverfahren, dem Eliminationsverfahren. Hier wird das gesamte
lineare Gleichungssystem solange kontinuierlich umgeformt, bis die Losung direkt abgelesen werden kann. Beim

Gleichungssystem in zwei Variablen erscheint dies zunéchst aufwandiger.

x + y = 56 x + y = 56
s =
Sx — y = 0 |-2 5 — 2y = 0 [+(-5)I
x + = 56 x + = 56 |[+(—1)-II x = 16
y e y |+(-1) o
7y = —280 |[-(—%) y = 40 y = 40

Durch die Notation hinter dem senkrechten Strich ,,|“ wird der jeweilige Rechenschritt angegeben. Beispielsweise
wird im ersten Schritt die zweite Gleichung mit den Wert 2 multipliziert. Im zweiten Schritt wird zur zweiten Glei-
chung das (—5)-fache der ersten Gleichung addiert. (Wir werden spéter eine etwas systematischere und allgemeinere
Notation fiir die Rechenschritte einfithren.) Beim System in drei Variablen ist der Schreibaufwand im Vergleich zum

Einsetzungsverfahren in etwa gleich grof3, aber die gesamte Rechnung ist deutlich tibersichtlicher.

x — 2y — =z = 3 x — 2y — =z = 3
—3x — 3y + z =1 |+3'1 & —4y — z = 14 |-(-3) &
—3x + 2y + 2z = 5 |+3-1 -9y — 2z = 10
x — 2y — z = 3 x — 2y — z 3
y + i = -} g y o3 = 3 <
-9y — 2z = 10 |+9-1I iz = -2 |4



x — 2y — g = 3 |41 x — 2y = —83 |+2-1I

y + i = (I e y = 18
gz = —86 z = —86

X = —47

= y = 18

z = —86

Wir werden in den néchsten Kapitel sehen, dass der Schreibaufwand durch die sog. Matrixschreibweise noch er-
heblich reduziert werden kann. In dieser Form ist das Eliminationsverfahren, besonders bei grof3eren Systemen, dem
Einsetzungsverfahren eindeutig {iberlegen. Auch aus theoretischer Sicht bietet es Vorteile. Der formale Nachweis,
dass jedes lineare Gleichungssystem in endlich vielen festgelegten Schritten gelost werden kann, und dass das Ver-
fahren korrekt ist (also jeder einzelne Schritt die Losungsmenge nicht verdndert), ist beim Eliminationsverfahren
deutlich einfacher und iibersichtlicher als beim Einsetzungsverfahren.

An dieser Stelle sollten wir auch kurz wiederholen, wie die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems definiert
ist. Die Losungsmenge eines Systems in zwei Unbekannten ist die Menge aller Paare (x,y) € R?, die samtliche
Gleichungen des Systems erfiillen. Bei drei Variablen betrachtet man entsprechend die Menge aller Tripel (x,y,2) €

R?® mit dieser Eigenschaft. Die Losungsmenge des ersten Beispielsystems ist also geben durch
¥ = {(16,40)}.

Wichtig ist hierbei die Verwendung der Tupelschreibweise und die Einhaltung der Reihenfolge. So wére es falsch,
{16, 40} als Losungsmenge anzugeben. Die zweielementige Losungsmenge {16,40} konnte hochstens dadurch zu
Stande kommen, dass man an Stelle eines linearen Gleichungssystems in zwei Variablen eine quadratische Gleichung
in einer Variablen betrachtet, zum Beispiel die Gleichung x? — 56x + 640 = 0. Solche Polynomgleichungen werden
aber fiir den groften Teil der Vorlesung keine Rolle spielen. Ebenso ist die Losungsmenge des zweiten Beispielsystems
gleich der einelementigen Menge {(—47,18,—86)}, und nicht etwa die dreielementige Menge {—47,18,—86}.

Bereits aus dem Schulunterricht ist auch bekannt, dass Gleichungssysteme nicht immer eindeutig 16sbar sind, die
Losungsmenge also nicht immer aus genau einem Losungstupel besteht. Betrachten wir beispielsweise das Glei-
chungssystem x + y =2, x —y =6, 3x + y = 5. Durch Anwendung des Eliminationsverfahrens erhalt man

x + y = 2 X + y = 2 x + y = 2
x —y = 6 |[+(-1'1 < -2y = 4 = y = =2
3x + y =5 [+(=3)1 -2y = -1 [+(-1)-II 0 = —5

Die dritte Gleichung im letzten System konnte ausfiihrlicher in der Form 0-x+40-y = —5 geschrieben werden. Dadurch
wird noch deutlicher, dass die Gleichung, und damit auch das gesamte System, durch kein Zahlenpaar (x,y) € R?
erfiillt werden kann. Die Losungsmenge des linearen Gleichungssystem ist damit gegeben durch ¥ = @&, die leere
Menge.

Auch hier ist auf die korrekte Schreibweise zu achten. Beispielsweise wire die Angabe ¥ = {@} falsch, denn dies
wiirde bedeuten, dass die leere Menge & selbst ein Element der Losungsmenge ist. Als Elemente der Losungsmenge
kommen aber nur Zahlenpaare in Frage, und nicht Mengen. SchlieBlich ergibt es keinen Sinn, die leere Menge & in
ein Gleichungssystem einzusetzen.



Als weiteres Beispiel fiir ein nicht eindeutig 16sbares lineares Gleichungssystem betrachten wir das System bestehend
aus den Gleichungen 2x —3y + 5z =1, x + y —z = 2. Wieder wenden wir das Eliminationsverfahren an.

2x — 3y + 5z =1 o x + y - z = 2
x + y — z = 2 2x — 3y + 5z = 1 |+(=2)-1I
x + y — gz = 2 o x +y — 2z = 2 |+(-1)-II
=5y + 7z = -3 [-(-) y — iz = ¢
X + %z = % x = —§z+%
_ Iy = 2 < - 7,43
Yy 2 = % y = SZ+5

Wir sehen, dass im letzten System der Wert der Variable x durch keine Gleichung festgelegt ist; er ist ,frei wéahlbar“.
Wir erhalten diesmal eine unendliche Losungsmenge der Form

% = {(—%z—kg,gz—kg,z) | z € R}.

Setzt man fiir z konkrete Werte ein, so erhilt man jedesmal ein anderes Losungstupel des urspriinglichen linearen
Gleichungssystems, fiir z = 0 beispielsweise das Tupel (g, g, 0), und fiir z = 1 das Tupel (1,2, 1). Haufig wird eine
Losungsmenge wie diese falschlicherweise in der Form

¥ = {(—%z+%,§z+%)} , 2z€R (%)

angegeben. Warum ist diese Angabe definitiv falsch? Zunéchst einmal ist (*) gar keine klar formulierte mathematische
Aussage, weil der Ausdruck ,,z“ weder zuvor definiert noch mit einem Quantor (V oder 3) versehen wurde. Letzteres
koénnte man nachholen, indem man statt desssen
VzeR:Z={(—%z+%,%z+%,z)} oder 3z€]R:.§£={(—%z+%,§z+%)}

schreibt. Dies sind jetzt klar formulierte Aussagen, aber beide treffen nicht zu. Die erste Aussage wiirde bedeuten,
dass die Gleichung ¥ = {(—%z + %, %z + g)} fiir jedes z € R erfiillt ist. Dann wiirde beispielsweise ¥ = {(%, %,O)}
und zugleich ¥ = {(1,2,2)} gelten, denn laut Annahme gilt die Gleichung sowohl fiir z = 0 als auch fiir z = 1.
Das ist natiirlich absurd; es kann nach Definition nur eine Losungsmenge des linearen Gleichungssystem geben.
Aber auch durch die zweite Aussage wird die Losungsmenge nicht korrekt angebenen. Denn sie bedeutet, dass £ =
{(—%z + %, gz + %,z)} zumindest fiir ein z € R erfiillt ist, beispielsweise fiir z = 0 oder z = —%. In jedem Fall wére
die Losungsmenge einelementig, wiirde also nur ein Zahlentupel enthalten. Wie wir aber oben festgestellt haben,

besteht £ aus unendlich vielen Zahlentupeln.

Nach diesen kurzen Wiederholungen kommen wir nun zu der Frage, was uns im kommenden Semester erwartet.

e Zunichst einmal werden wir lineare Gleichungssysteme und ihre Losungsmengen systematisch untersuchen,
und zwar nicht nur {iber den reellen Zahlen, sondern iiber einem beliebigen Grundkérper K. Dabei werden wir
beispielsweise feststellen, dass iiber K = R (und ebenso {iber jedem anderen unendlichen Kdrper) nur die drei
schon beobachteten Fille eintreten konnen: Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems ist entweder

leer, oder sie enthélt genau ein Losungstupel, oder sie besteht aus unendlich vielen Losungstupeln.



* Um linearen Gleichungssysteme effizient zu 16sen, aber auch fiir andere Aufgaben, werden wir die Vektor- und
Matrixschreibweise einfiihren. Dabei wird sich herausstellen, dass man in gewissen Grenzen mit Matrizen wie
mit Zahlen rechnen kann: Man kann sie addieren, subtrahieren und multiplizieren, einige Matrixen besitzen
sogar einen Kehrwert. Es gibt allerdings auch Unterschiede; beispielsweise ist bei Matrizen die Gleichung AB =
BA in der Regel nicht erfiillt. (Wir werden auch sehen, dass A und B ein bestimmtes Format haben miissen,
damit die Produkte AB und BA {iberhaupt definiert sind.)

* Um Losungsmengen von linearen Gleichungssystem qualitativ beschreiben zu kénnen, werden wir eine ganze
Reihe wichtiger algebraischer Grundbegriffe kennenlernen, zum Beispiel den Begriff des Vektorraums, affine
Unterrdume, das Konzept der linearen Abhangkeit, lineare Abbildungen und den Dimensionsbegriff. Wir wer-
den sehen, dass viele dieser Begriffe eine anschaulich-geometrische Interpretation besitzen; beispielsweise kann
mit der Determinante das Volumen eines Paralletops oder die Orientierung eines Koordinatensystems (Rechts-
und Linkshédndigkeit) beschrieben werden. Viele dieser Begriffe werden auch in weiterfiihrenden Vorlesungen

verwendet.

* Neben dem Losen von linearen Gleichungssystemen lernen wir viele weitere Rechentechniken kennen, bei-
spielsweise Basisbestimmung, Koordinatentransformationen, Determinanten- und Eigenwertberechnung.

Viele Konzepte, die wir in der Linearen Algebra kennenlernen, haben in anderen Teilgebieten der Mathematik wich-

tige Anwendungen.

* Die Geometrie wurde oben bereits angesprochen; viele geometrische Eigenschaften von Strukturen lassen sich
mit Hilfsmitteln aus der linearen Algebra untersuchen. Beispielsweise sind Symmetrieoperationen wie Drehun-
gen, Translationen oder Spiegelungen nichts anderes als lineare Abbildungen oder affine Transformationen.
Bilineare Abbildungen benétigt man fiir Winkel-, Fldchen- oder Abstandsberechnungen. Auch bei der Klassifi-
kation geometrischer Strukturen, zum Beispiel von Kegelschnitten oder sog. qudratischen Fldchen (Quadriken)

im R3, kommt die Lineare Algebra zum Einsatz.

* Auch fiir die mehrdimensionle Analysis, das Thema des nichsten Semesters, spielt die Lineare Algebra eine
wichtige Rolle. Beispielsweise werden wir sehen, dass die Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion, wie
zum Beispiel

f:R®=>R? , (x,y,2)— (3x—5y+z,2x+32),

an jedem einzelnen Punkt des IR? keine reelle Zahl, sondern eine Matrix ist (genauer gesagt, eine 2 x 3-Matrix,
mit sechs Eintrdgen). Auch fiir die Beschreibung der Losungsfunktionen von gewdhnlichen Differenzialglei-

chungen ist die Lineare Algebra essentiell.
* Viele Verfahren der Numerik, zum Beispiel die Interpolation, basieren auf Methoden der Linearen Algebra.

* In der Algebra-Vorlesung werden wir sehen, dass der Vektorraumbegriff der Linearen Algebra beim Verstédndnis

von sog. algebraischen Korpererweiterungen eine wichtige Rolle spielt.

* In der Funktionanalysis betrachtet man Funktionen systematisch als Losung von Gleichungen, beispielsweise
Differential- oder Integralgleichungen. Zum gro3en Teil geht es dabei im Kern um das Studium unendlich-

dimensionaler Vektorrdume.



Die Liste lief3e sich noch um viele weitere Punkte ergdnzen. Zum Schluss sollte noch erwdhnt werden, dass auch
auBBerhalb der Mathematik, vor allem in der Naturwissenschaften, die Methoden der Linearen Algebra zu einem
unverzichtbaren Hilfsmittel geworden sind.

* Am stirksten von der Linearen Algebra durchsetzt ist natiirlich die Physik. Mechanische und elektromagneti-
sche Wellen sind Linearkombinationen sogenannter ebener Wellen und bilden damit einen Vektorraum. Aus-
schlaggebend hierfiir ist die Linearitdt der Wellengleichungen, die bei der Bestimmung und der Klassifikation
der Losungen eine zentrale Rolle spielt. Der Tragheitstensor, mit dem in der Mechanik die Rotation von starren
Korpern beschrieben wird, ist nichts anderes als ein linearer Endomorphismus; seine Eigenvektoren werden
die Trdgheitsachsen des Korpers genannt. Sie liefern die Richtungen, um die eine stabile Rotation des Korpers

moglich ist.

Sowohl Wellenphdnomene als auch die Eigenwerttheorie sind auch essentiell fiir die Quantenmechanik. Bei-
spielsweise wird jede Messgrof3e (Observable) eines quantenmechanischen Systems durch einen linearen Endo-
morphismus beschrieben, dessen Eigenwerte genau die Werte sind, die bei einer Messung am System potentiell,
also mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit, auftreten. Die Berechnung von Eigenwerten und -vektoren werden

wir am Ende dieses Semesters kennenlernen.

Die Gesetze der Speziellen Relativititstheorie lassen sich besonders einfach und elegant mit Hilfe einer in-
definiten Bilinearform (der sogenannten Minkowski-Metrik) formulieren. Noch stdrker gehen die Methoden
der Linearen Algebra (neben der Analysis und der Differentialgeometrie) in die Allgemeine Relativitéitstheo-
rie ein, hier in Form von Tensorfeldern auf Mannigfaltigkeiten. Beispielsweise ist die beriihmte Einsteinsche
Feldgleichung eine Gleichung zwischen zwei Tensorfeldern, dem Einsteinschen Kriimmungstensor und dem
Energie-Impuls-Tensor.

* Lineare Gleichungssysteme treten auch in anderen Fachgebieten in grof3er Zahl auf. Beispielsweise benotigt
man sie in der Chemie zur Berechnung von Gleichgewichtsreaktionen. In der Elektrotechnik bestimmt man
Stréme und Spannungen in Gleich- und in Wechselstromkreisen durch Losung solcher Systeme. (Bei Gleich-
stromkreisen handelt es sich um Systeme iiber R, bei Wechselstromkreisen um Systeme iiber dem Korper C der
komplexen Zahlen. Dort werden beispielsweise Spulen und Kondensatoren als rein ,imaginédre“ Widerstéande
behandelt, und auch Strom und Spannung werden zu komplexen Zahlen, weil man neben der Amplitude auch
die Phase beriicksichtigt.) Auch in den Wirtschafts- und Sozialwissenschaften hat man es mit linearen Glei-
chungsystemen zu tun, beispielsweise bei Optimierungsproblemen oder statistischen Berechnungen.



§ 1. Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt definieren wir lineare Gleichungssysteme (LGS) {iber einem beliebigen Koérper K in
einer beliebigen Anzahl n von Variablen und legen fest, was wir unter einer Losung bzw. der Lésungsmenge eines solchen Systems
verstehen. Wir unterscheiden homogene und inhomogene LGS und untersuchen den Zusammenhang zwischen den Losungsmen-
gen solcher Systeme. Zum Schluss fiihren wir die sog. Matrixschreibweise ein, mit der sich LGS in einer kompakten Form darstellen
lassen.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

— Linearform auf dem K" (n € IN, K Korper)

— lineares Gleichungssystem (LGS), homogen bzw. inhomogen
— Losungsmenge eines LGS

- elementare Umformung eines LGS, Aquivalenzumformung
— m x n-Matrix {iber einem Kérper K

—  Matrix-Vektor-Produkt

—  (erweiterte) Koeffizientenmatrix eines LGS

Im gesamten Text bezeichnet K stets einen beliebigen Korper, solange nichts genaueres festgelegt wird. Mit K™ be-
zeichnen wir die Menge der Elemente in K ungleich O. Fiir jedes n € IN ist Og. das Tupel (Og,...,0;) € K", dessen
sédmtliche Eintrage gleich Oy sind. Ist x € K", dann bezeichnen wir mit x, ..., x, die Komponenten von x. Es gilt also
jeweils x = (xq, ..., X,.)-

Die Elemente in K" werden auch Vektoren genannt. Sie lassen sich komponentenweise addieren oder mit einem
,Skalar“ A € K multiplizieren. Fiir beliebige v,w € K" definieren wir

V4w =+ Wi, Vy +W,) und AV = (Avy, ..., AV,).

(1.1) Definition. Sei n € IN. Eine Linearform auf dem K" ist eine Abbildung ¢ : K" — K,

. . n
die in der Form ¢ (x) = ijl a
kann.

;x; mit geeigneten Koeffizienten ay, ..., a, € K dargestellt werden

Beispielsweise sind ¢ (x;, x5) = 3x; —2x, und ¥ (x;, x5) = x; + x, Linearformen.

(1.2) Definition. Seien m,n € IN. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) bestehend aus m
Gleichungen in n Unbekannten ist ein Paar

((¢1: RS ¢m): b)

bestehend aus einem Tupel von m Linearformen ¢; und einem Vektor b € K™. Ist b = Ogn, dann

spricht man von einem homogenen, sonst von einem inhomogenen LGS.



Sind beispielsweise ¢ und v die oben angegebenen Linearformen, dann ist ((qb, Y), (Z)) eine Kurzschreibweise fiir

das inhomogene lineare Gleichungssystem

3X1 - 2X2 = 7
6.

Haufig werden lineare Gleichungssysteme in der folgenden ausgeschriebenen Form dargestellt: Sind die m Linear-
formen gegeben durch ¢;(x) = Z?:l a;;x; fir 1 <i < mund ist b = (by,..., by,), dann schreibt man das LGS
((¢15-+-» ), b) auch in der Gestalt

allxl + a12X2 + aee + alnxn = bl
as1Xq + A9oXo + .o + Aon Xy, = b2

(€Y
AmX1 + ApaXy + ..+ auuX, = bp

(1.3) Definition. Ein Element v € K" bezeichnet man als Losung des LGS ((¢1, ..., ), b),
wenn die Gleichungen ¢;(v) = b; fiir 1 < i < m erfiillt sind. Die Teilmenge

¥ = {veK"|¢;(v)=b;fuir1<i<m} < K"

wird die Léosungsmenge des LGS genannt.

Ein Element v = (v4, ..., v,) € K" liegt nach Definition genau dann in der ¢, wenn alle m Gleichungen in erfiillt
sind, nachdem man x; fiir 1 < j < n durch v; ersetzt hat. Wir notieren nun einige grundsatzliche Beobachtungen zur

Form solcher Losungsmengen. Zur Vorbereitung halten wir fest

(1.4) Lemma. Ist ¢ : K" — K eine Linearform und sind v,w € K" und A € K, dann gilt
o(v+w)=¢(»)+ d(w)und ¢(Av) = A¢p(v). (Abbildungen mit dieser Eigenschaft werden wir

spéter als lineare Abbildungen bezeichnen.)

Beweis: Beide Gleichungen erhilt man durch einfaches Nachrechnen. Nach Definition der Linearformen hat die
Abbildung ¢ die Form ¢(x) = Z;lzl a;x; mit ay, ..., a, € K. Man erhélt nun

n

o(v+w) = Zaj(vj+wj) = Zajvj+Zajwj = ¢(v)+o(w)
j=1

j=1 j=1

und ebenso ¢p(Av) = > a;(Av)) =21 > a;v; = A$(v). O
j=1 j=1

(1.5) Proposition. Sei ((¢q,-.., Pn), Ogn) ein homogenes LGS mit Losungsmenge & C K". Ist
A €K und sind v,w € £, dann gilt auch v+w € ¥ und Av € . (Dies ist, wie wir spater sehen

werden, die charakteristische Eigenschaft eines Untervektorraums des K™.)



Beweis: Aus v,w € ¥ folgt nach Definition ¢;(v) = ¢;(w) = O fiir 1 < i < m. Nach|(1.4)|ist damit auch ¢;(v+w) =
¢:(v)+ ¢;(w) =0g +0x =0 fiir 1 <i < m und somit v +w € £. Ebenso ist ¢;(Av) = A¢;(v) = A - Oy = 0 und
damit Av € Z. |

(1.6) Proposition. Sei((¢q, ..., $), b) ein beliebiges LGS, £ die Losungsmenge dieses Systems
und #" die Losungsmenge des zugehérigen homogenen LGS gegeben durch ((¢1, ..., ¢,,), O )-
Ist v € ¥ ein beliebiges Element, dann gilt £ = v + £", also

Y = {v+w|lweLh)

Beweis: Aus v € & folgt ¢;(v) = b; fiir 1 <i < m. Beweisen wir nun zunichst die Inklusion , 2% Ist w € £", dann
gilt ¢;(w) = O flir 1 < i < m. Wir erhalten ¢;,(v +w) = ¢;(v) + ¢;(w) = b; + 0x = b; fiir 1 < i < m und somit
v+twe L.

Zum Nachweis von ,,C“ sei u € ¢ vorgegeben. Dann gilt ¢,;(u) = b; fiir 1 <i < m. Setzen wir w = u—v, dann folgt
d:(w) = ¢:(u) + ¢p;(—v) = ¢;(u) — ¢;(v) = b; — b; = O fiir alle i. Dies zeigt, dass w in £" enthalten ist. Also ist u in
der Form v + w mit w € ¥" darstellbar. m|

Um die Losungsmenge eines LGS konkret auszurechnen, benétigt man Operationen, die zur Vereinfachung des Sys-

tems genutzt werden konnen, ohne die Losungsmenge zu dndern. Zunichst bemerken wir

(1.7) Lemma. Seien ¢, Linearformen auf dem K" und A € K. Dann sind auch die beiden
Abbildungen ¢ + 1) und A¢ gegeben durch (¢ +)(x) = ¢(x) + P (x) und (A¢p)(x) = A (x)

Linearformen.

Beweis: Dies sieht man unmittelbar durch Einsetzen. Seien ¢ und 1) gegeben durch ¢(x) = Z;‘l=1 a;x; und ¢(x) =

2;;1 b;x; mit a;, b; € K fiir 1 < j < n. Dann gilt fiir jedes x € K" jeweils
(@ +9)(x)= D (a;+b)x; und  (A$)(x)= Y (Aa)x;.
j=1 j=1

Also sind auch ¢ + ¢ und A¢ Linearformen. |

(1.8) Definition. Unter einer elementaren Umformung eines LGS ((¢1, ..., ), b) versteht

man eine der folgenden Operationen.

(Mg ») Ersetzung von ¢, durch A¢, und von b, durch Aby, fiir ein k € {1,...,m} und ein A € K*

(Ag,) Ersetzung von ¢, durch A¢, + ¢, und von b, durch Ab; + by, fiir k,£ € {1,...,m} mit
k # £ und beliebiges A € K



Als weiteren Umformungstyp betrachtet man héufig noch
(Vi¢) Vertauschung von ¢, und ¢, sowie von b, und by, fiir k,£ € {1,...,m} mit k # ¢

Diese Umformungen betrachten wir aber nicht als elementar, weil sie aus den Umformungen vom Typ (M ;) und
(Ax.2) zusammengesetzt werden kann, wie das folgende Schema zeigt.

(¢k, bk) Akt ( b bie ) My ( —¢, —by ) Atje ( $e, by ) Akt (d’lb be)
—_— — — —_—
¢4, by ¢+ dp, b+ by ¢r+ dp, b+ by b+ Gy, b+ by ¢, bk

(1.9) Proposition. Sei ((¢1, ..., $), b) ein LGS und ((¢1, ..., ¢.,), b’) ein weiteres, das aus dem
ersten durch Anwendung einer elementaren Umformung entsteht. Bezeichnen £, ¥’ C K" die
Losungsmengen der beiden Systeme, dann gilt ¥ = £”.

Beweis: Zunichst betrachten wir den Fall, dass £’ durch Anwendung einer elementaren Umformung vom Typ (M; ;)
entsteht. Es gilt dann ¢, = A¢, und b; = Ab; sowie ¢! = ¢, und b; = b, fiir alle i # k. Fiir alle v € K" und alle i # k
gilt dann offenbar ¢;(v) = b; < ¢;(v) = b}, und ebenso

$N=b, © A (V)=Ab < ¢ (=D
Insgesamt erhalten wir damit
veyY & ¢(v)=bfirl<i<m & ¢(v)=bifirl<i<m & vel

und somit & = £’. Betrachten wir nun den Fall einer Umformung vom Typ (A, ;). Hier gilt ¢; = ¢; und b; = b;
fiir alle i # ¢, auerdem ¢2 = A¢y + ¢, und bé = Aby + b,. Fiir jedes v € K" und i # k,{ ist die Aquivalenz
¢:(v)=Db; & ¢!(v) = b! offensichtlich. Fiir die Indizes k, { gilt

o(V)=bx N p,(v)=b, = P (vV)=by AN AP (V)+ (V) =Ab+ Db, < ¢;/<(V) = b; A ¢2(V) = bé-
Also ist £ = £’ auch fiir diesen Umformungstyp erfiillt. |

Eine Umformung, die die Losungsmenge eines LGS nicht dndert, wird Aquivalenzumformung genannt. Die Umfor-

mungen vom Typ (M 3), (Ay,) und (Vi) sind also alles Aquivalenzumformungen.

Wir werden nun sehen, wie man ein LGS noch kompakter darstellen kann.

(1.10) Definition. Seien m,n € IN. Eine mxn - Matrix {iber K ist eine Abbildung
A:{1,..,m}x{1,...n} —K.

Dabei nennt man A(i, j) den Eintrag von A an der Stelle (i, j). Die Menge aller m x n-Matrizen
tiber K wird mit .#,,, x bezeichnet. An Stelle von ./, x schreibt man auch kiirzer .#, ;. Die

Elemente dieser Menge werden als quadratische Matrizen bezeichnet.



Durch die Gleichung A = (a;;) ordnet man dem Eintrag A(i, j) der Matrix A die Bezeichnung a;; zu. Allgemein legen
wir folgende Konvention fest: Bezeichnet ein Grol3buchstabe wie zum Beispiel A, B, C eine Matrix, dann bezeichnen
i» b
auch auf iibersichtliche Weise als rechteckiges Schema der Form

die indizierten Kleinbuchstaben a;;, b;;, ¢;; immer automatisch die Eintrége dieser Matrix. Man kann eine Matrix

all a12 cee aln
a21 a22 “ee a2

A = " darstellen.
T R B

Allgemein nennt man a;, = (a;,---,@;,) € K" die i-te Zeile und a,; = (ayj, ..., a,,;) € K™ die j-te Spalte von A. Im
weiteren Verlauf wird es sich als praktisch erweisen, auch die Elemente aus K" als spezielle Matrizen mit nur einer
Spalte anzusehen. Wir legen deshalb fest, dass von nun an K" = ./, x fiir alle n € IN gilt.

Zur Beschreibung der Eintrage verwendet man haufig als hilfreiche Abkiirzung das sogenannte Kronecker-Delta.
Fiir jeden Korper K und beliebige m,n € IN definiert man

1y falls m=n

0 falls m#n.

Falls aus dem Kontext geschlossen werden kann, welcher Korper gemeint ist, wird der Index K auch oft weggelassen.

Die folgenden konkreten Beispiele fiir Matrizen werden uns in den Anwendungen immer wieder begegnen.

(i) die Nullmatrix 0 = 0™ in M yxn x> deren samtliche Eintrége gleich O sind
(Wir bezeichnen mit 0 = 0™ die quadratische Nullmatrix.)

(ii) die Einheitsmatrix E = E™ in M, x mit den Eintrégen §;; firl<i<mund1<j<n
(Die Einheitsmatrix ist also immer quadratisch.)

(iii) die Basismatrizen B, = B,({?x”) mit den Eintragen b;; = 5,6 fir1<i<mund1<j<n

Beispielsweise ist

0 0 0 1 0 O 01
0 = (0 0 O) , E®=10 1 o| und BZ?=]0 0
0 0 1 0 0

(1.11) Definition. Seien A € .4, und v € K". Dann bezeichnet man den Vektor w € K™
mit den Komponenten w; gegeben durch

n
w; = Zaijvj fir 1<i<m
Jj=1

als das Matrix-Vektor-Produkt Av von A und v.



Wir geben ein konkretes Beispiel fiir die Berechnung eines Matrix-Vektor-Produkts an.

1 2 3\(3 1-3+2-(-1)+3-7 22
4 5 6|[-1] = |4-3+5-(-1)+6-7| = |49
7 8 9/\7 7-3+8-(=1)+9-7 76

(1.12) Proposition. Das Matrix-Vektorprodukt erfiillt die Rechenregeln A(v + w) = Av + Aw
und A(Av) = A(Av) fiir beliebige Matrixen A € 4, x und Vektoren v,w € K".

Beweis: Wir rechnen beide Gleichungen komponentenweise nach. Sei A= (a;;), v =Av,w =Aw, u =A(v +w) und
2z = A(Av). Zu zeigen ist u = v/ +w’ und z = Av’. Nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts gelten die Gleichungen

n n n n
!/ __ /o — —
Vi = E aijVj N Wi = E aijo 5 u; = E aij(Vj +W]) s B = E aU()LVJ)
j=1 j=1 j=1

=1
fir 1 <i < m. Daraus folgt

n

n n

— — — / /

u; = E al'j(Vj + W)) = E al'jVj + E al'jo = Vi + Wi
j=1

j=1 j=1

n n
und ebenso z; = Zaij(lvj) = AZaUv}- =Avifirl<i<m,alsou=v+w undz=Av" O
=1 =1

Jedem Paar (A, b) bestehend aus einer Matrix A € #,,,,x und einem Vektor b € K™ kann ein LGS der Form

((¢15-++» ®m), b) zugeordnet werden, indem man die Linearformen ¢; durch

n
¢i(x) = Zaijxj fir 1<i<m definiert.
j=1
Die Losungsmenge des LGS ist dann durch ¥ = { v € K" | Av = b } gegeben. Man bezeichnet A als die Koef-
fizientenmatrix des LGS. Die Matrix A = (A b) € Mpxn+1),x> deren erste n Spalten mit denen von A und deren
letzte Spalte mit b {ibereinstimmt, nennt man die erweiterte Koeffizientenmatrix des Systems. Beispielsweise ist die
Koeffizientenmatrix A bzw. die erweiterte Koeffizientenmatrix A des LGS x; — 2x, + 5x3 = 7, 2x; — X3 = 8 gegeben

durch
1 -2 5 - 1 -2 5 7
A= bzw. A= .
2 0 -1 2 0 -1 8

Die Aussagen in Proposition[(1.5)|und[(1.6)|ergeben sich nun auch unmittelbar aus den Rechenregeln fiir das Matrix-
Vektor-Produkt: Ist beispielsweise ¥ C K" die Losungsmenge eines homogenen LGS gegeben durch (A, Og~ ), und sind
v,w € ¥ vorgegeben, dann gilt Av = Og» und Aw = Ogn. Es folgt A(v + w) = Av + AW = Ogm + Ogm = Ogm und somit
v+w e Z. Ebenso gilt A(Av) = AAv = A - Ogm = Ognm und somit Av € &, fiir jedes A € K. Der Beweis von Proposition
in dhnlicher Form sei dem Leser als (wichtige) Ubungsaufgabe iiberlassen.

Jede elementare Umformung des LGS entspricht einer Umformung der Matrix A bei gleichzeitiger Umformung des
Vektors b. Beispielsweise wird in (M, ;) die k-te Zeile von A und die k-te Komponente von b mit dem Wert A multi-
pliziert. Bei (A; ) addiert man das A-fache der k-ten Zeile von A zur {-ten Zeile von A und ebenso das A-fache der
Komponente b, des Vektors b zur Komponente b,. Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie sich diese Operationen
durch reine Matrizenrechnung bewerkstelligen lassen. Dies wiederum wird bei der Beschreibung und der Analyse
des Gaufdschen Losungsverfahrens eine wichtige Rolle spielen.



§ 2. Kongruengen, Restklassenringe und endliche Korper

Zusammenfassung.  Eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Jeder Aquivalenzrelationen auf X kann eine Zerlegung der Menge X zugeordnet werden. Die Elemente dieser Zerlegung werden
dann als Aquivalenzklassen bezeichnet. Auf X = Z ist fiir jedes n € IN eine Aquivalenzrelation =, gegeben, die durch a =, b <
n | (@ — b) definiert ist, wobei | die Teilerrelation bezeichnet. Auf der Menge Z/nZ der Aquivalenzklassen beziiglich =, kénnen
zwei Verkniipfungen + und - definiert werden, durch die Z/nZ zu einem Ring wird. Man spricht dann von einem sogenannten
Restklassenring. Ist n eine Primzahl, so ist Z/nZ dariiber hinaus ein endlicher Korper.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

- symmetrische Relation, Aquivalenzrelation, Aquivalenzklasse

Zerlegung einer Menge

Kongruenzrelation =, modulo n, Kongruenzklasse

— der Restklassenring Z/nZ (fiir n € IN), die endlichen Kérper I, (fiir jede Primzahl p)

Wir erinnern an folgende Definitionen aus dem ersten Semester. Eine Relation auf einer Menge X ist eine Teilmenge
R C X x X. Fiir jedes Paar (x,y) € X x X verwenden wir fiir die Aussage (x,y) € R auch die Abkiirzung xRy. Wir
hatten eine Relation als reflexiv bezeichnet, wenn xRx fiir alle x € X erfillt ist, als anti-symmetrisch, wenn aus

xRy und yRx stets x = y folgt, und als transitiv, wenn fiir alle x, y,z jeweils die Implikation xRy A yRz = xRz
erfiillt ist.

Im weiteren Verlauf verwenden wir fiir eine Relation haufig auch das Zeichen ~.

(2.1) Definition. Sei X eine Menge und ~ eine Relation auf X.

(i) Man bezeichnet die Relation ~ als symmetrisch, wenn fiir alle x, y € X die Implikation
x ~y =y ~ x erfiillt ist.

(ii) Eine Aquivalenzre]ation auf X ist eine Relation auf X, die reflexiv, symmetrisch und
transitiv ist.

(iii) Ist ~ eine Aquivalenzrelation, dann wird fiir jedes x € X die Teilmenge von X gegeben

durch [x]. ={y € X | x ~ y} die Aquivalenzklasse des Elements x genannt.

Wir geben zwei Beispiele fiir Aquivalenzrelationen an.

(i) Sei X eine endliche Menge und £ (X) die Potenzmenge von X, also die Menge aller Teilmengen von X. Wir
definieren auf & (X) eine Relation ~ durch die Festlegung
A~B & |Al=|B| YABe®Z(X).

Man iiberpriift unmitelbar, dass diese Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, also eine Aquivalenzre-
lation auf 2 (X) darstellt. Ist A € 2 (X) vorgegeben, so besteht die Aquivalenzklasse [A]. von A aus genau den
Teilmengen von X, die genauso viele Elemente haben wie A.



(ii) Fiir jedes n € IN definieren wir auf Z eine Relation =, durch die Festlegung
a=s,b & nl|(a—b) VabeZ.

Hierbei steht | fiir die Teilerrelation; die Schreibweise n | (a — b) bedeutet also, dass n ein Teiler der ganzen
Zahl a—b ist. Die Relation =,, wird als Kongruenzrelation modulo n bezeichnet. Zwei ganze Zahlen a,b € Z

mit a =, b werden auch kongruent modulo n genannt.

Wir zeigen, dass =, eine Aquivalenzrelation auf Z ist. Fiir alle a € Z gilt offenbar a =, a, denn n ist stets
ein Teiler von a — a = 0. Also ist die Relation =,, reflexiv. Sind a, b € Z mit a =, b, dann gilt nach Definition
n | (a—b). Es gibt also ein k € Z mit a— b = kn. Aber dann gilt auch b—a = (—k)n, also n | (b—a), und damit
auch b =, a. Dies zeigt, dass =, eine symmetrische Relation ist. Seien nun a,b,c € Z mita=, bund b =, ¢
vorgegeben. Dann gilt n | (a—b) und n | (b —c¢), es gibt also k,{ € Z mit a— b = kn und b —c = {n. Es folgt
a—c=(a—b)+(b—c)=(k+4£)n, also n | (a—c) und somit a =, c. Dies zeigt, dass =, auch transitiv ist.
Insgesamt handelt es sich also bei =, tatsichlich um eine Aquivalenzrelation.

Die intuitive Bedeutung der Aquivalenzrelationen auf einer Menge wird durch den folgenden Begriff besser verstind-
lich.

(2.2) Definition. Als Zerlegung einer Menge X bezeichnen wir eine Teilmenge & C & (X)
mit den Eigenschaften A # @ fiir alle A € %, dass fiir jedes x € X ein A € & mit x € A existiert,
und dass fiir alle A,B € & aus AN B # & jeweils A = B folgt.

Die zweite Bedingung besagt also, dass X die Vereinigung aller Elemente aus % ist, und die dritte, dass je zwei
verschiedene Mengen aus X disjunkt sind. Ist zum Beispiel X = {1,2,3,4,5}, dann ist sowohl {{1,2,3},{4,5}}
als auch {{1},{5},{2,3,4}} eine Zerlegung von X. Dagegen ist {{1,2,3},{3,4,5}} oder {{1,3},{2,5}} oder auch
{@,{1,2},{3, 4}, {5}} keine Zerlegung von X.

(2.3) Proposition. Sei X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir alle x,y € X
folgt aus y € [x]. stets [x]. = [y].. Die Aquivalenzklassen von ~ bilden eine Zerlegung der
Menge X.

Beweis: Seien x,y € X mit y € [x]. vorgegeben. Nach Definition [x]. gilt dann x ~ y.Zum Beweisvon [y]. C [x].
sei nun z € [y]. vorgegeben. Dann gilt y ~ 2. Aus x ~ y und y ~ z folgt x ~ 2, auf Grund der Transitivitidt. Daraus
wiederum folgt z € [x].. Zum Beweis von [x]. € [y]. sei nun z € [x].. Dann gilt x ~ 2. Aus x ~ y und der
Symmetrie von ~ folgt y ~ x. Aus y ~ x und x ~ z folgt y ~ z. Damit ist z € [ y]. nachgewiesen. Insgesamt haben
wir damit [x]. = [y]. gezeigt.

Fiir jedes x € X enthilt die Aquivalenzklasse [x]. auf jeden Fall das Element x, denn auf Grund der Reflexivitit gilt
x ~ x und damit x € [x].. Samtliche Aquivalenzklassen sind also nicht leer, und jedes x € X ist in mindestens einer
Aquivalenzklasse enthalten. Seien nun x, y € X mit [x].N[y]. # @ vorgegeben. Dann existiert ein z € [x].N[y]..
Wie wir oben gezeigt haben, folgt daraus [x]. = [2]. = [y ].. Damit haben wir fiir die Menge der Aquivalenzklassen
die Eigenschaften einer Zerlegung nachgewiesen. m|



Umgekehrt l4sst sich jeder Zerlegung eine Aquivalenzrelation zuordnen.

(2.4) Proposition. Sei X eine Menge und % eine Zerlegung von X. Dann ist durch die Fest-
legung
X~ypy & JAeZ:(x€AAN(yeA) Vx,yeX

eine Aquivalenzrelation auf X definiert.

Beweis: Fiir jedes x € X existiert nach Definition der Zerlegungen ein A € % mit x € A. Die Aussage (x € A)A(x € A)
ist somit erfiillt, es gilt also x ~4 x. Dies zeigt, dass ~ reflexiv ist. Seien nun x,y € X mit x ~4 y vorgegeben.
Dann existiert ein A € & mit (x € A)A(y € A). Es gilt dann auch (y € A) A (x € A); daraus folgt y ~4 x. Die Relation
~4 ist also auch symmetrisch. Seien schlieBlich x, y,z € X mit x ~4 y und y ~4 2. Dann gibt es Menge A,B € &
mit (x € A)A(y € A) und (y € B)A(z € B). Aus y € ANB und den Eigenschaften einer Zerlegung folgt A = B. Damit
ist dann auch (x € A) A (z € A) erfiillt, und wir erhalten x ~ z. Dies zeigt, dass ~4 auch transitiv ist. Insgesamt ist

durch ~ also eine Aquivalenzrelation gegeben. m|

(2.5) Proposition. Sein €N und a € Z. Dann ist die Aquivalenzklasse [a], von a beziiglich
der Relation =, gegeben durch die Menge a + nZ = {a + nk | k € Z}. Man nennt [a], auch die

Kongruenz- oder Restklasse von a modulo n.

Beweis: Zum Beweis der Inklusion [a],, € a+nZ seic € [a], vorgegeben. Dann gilt a =, ¢, also n | (a—c). Es existiert
also ein k € Z mit a — ¢ = nk. Daraus wiederum folgt ¢ = a + n(—k) € a + nZ. Zum Nachweis von a + nZ C [a],
sei ¢ € a + nZ. Dann gilt ¢ = a + nk fiir ein k € Z. Es folgt n(—k) = a—c, also n | (a —¢) und somit a =, c. Dies

wiederum ist gleichbedeutend mit ¢ € [a],,. m|

Wenden wir Proposition |(2.3)|auf die Relation =,, an, so erhalten wir

(2.6) Folgerung. Fiir allen€ N und a,b € Z gilt die Aquivalenz

a=,b & bea+nZ & a+nZ=>b+nZ.

Beispielsweise gelten in Z /57 die Gleichungen 2+ 57 =7+ 572 =12+ 5Z = -3 + 5Z.

Aus der Schulmathematik ist das Konzept der Division mit Rest bekannt: Ist a € Z und n € IN vorgegeben, so findet

man stets Elemente q,r € Z, so dass a =qn+r und 0 < r < n erfiillt ist.

(2.7) Proposition. Fiir jedes n € IN sei Z/nZ die Menge der Kongruenzklassen modulo n.

Dann besitzt Z/nZ genau n verschiedene Elemente, ndmlich r + nZ mit 0 < r < n.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass jede Kongruenzklasse mit einem dieser n Elemente iibereinstimmt. Sei a + nZ
vorgegeben, mit a € Z. Division mit Rest liefert q,r € Z mita = qn+r und 0 < r < n. Wegen a —r = qn gilt
n | (a—r) und somit a =, r. Wir erhalten a+nZ = [a], = [r], = r +nZ, nach Proposition[(2.6)] Um zu zeigen, dass
die angegebenen Elemente alle verschieden sind, seien r,s € Z mit 0 < r,s < n vorgegeben. Nehmen wir an, es gilt



r+nZ = s+ nZ; zu zeigen ist, dass dann r = s folgt. Aus [r], = [s], folgt s € [r], und somit r =, s, also n | (r —s).

Aber wegen 0 < r,s < n ist |[r —s| < n; somit ist n | (r —s) nur méglich, wenn r =s ist. |

Statt mit [a],, oder a +nZ bezeichnet man die Restklasse von a auch mit a, sofern n aus dem Kontext heraus bekannt
ist. Nach Proposition |(2.7)|ist die Menge Z /77 beispielsweise gegeben durch

7/77. = {0,1,2,3,4,5,6}.

Unser néchstes Ziel besteht darin, auf den Mengen Z/nZ geeignete Rechenoperationen einzufiihren.

(2.8) Definition. Fiir jedes n € IN definieren wir auf der Menge Z/nZ eine Addition + und
eine Multiplikation -, indem wir fiir alle a, b € Z mit 0 < a, b < n jeweils

(a+nZ) + (b+nZ)
(a+nZ) - (b+nZ)

(a+b)+nZ
ab+nZ

setzen.

Unter Hinzunahme von Proposition [(2.7)]lassen sich die Verkniipfungen + und - auf ganz Z/nZ problemlos berech-
nen. In Z/77 gilt beispielsweise 2+2 =4, 3+5=8 =1 und 5+ 6 = 11 = 4. Dabei wurde jeweils im ersten Schritt
die Definition der Verkniipfung und eventuell in einem zweiten Schritt Folgerung angewendet, um deutlich
zu machen, welches der Elemente 0, 1, ...,6 als Ergebenis der Verkniipfung herausgekommen ist. Nach demselben
Schema erhilt man2-3=6,3-5=15=1und 5-6 = 30 = 2. Wir geben die Verkniipfungstabellen fiir + und - auf
Z./nZ fir n = 4 und n = 7 vollstdndig an. (Fiir n = 2,3 sind sie im Skript zur ,Analysis einer Variablen“ auf Seite
44/45 zu finden.)

Addition und Multiplikation auf Z /47

[jofi]2]3] - [o]1[2]3]
ojjof1(2]|3 o|ffofofofo
111]2(3]|0 1/0[1]2]3
212(3|0|1 2110202
313(0]1]2 310|321
Addition und Multiplikation auf Z /77
[+]ofi]2][3]4]|5]6] |- [o]1[2]3]4]5]6]
0Ojlo|11(2|3|4|5]|6 offofofofofofofo
1(1|2|3|4|5|6]|0 110(1]|2]|3|4|5]|6
212(3|4|5|6|0|1 210(2(4(6]1|3]|5
3(3|4|5|6|0]|1]2 3(10|3|6|2|5|1|4
414|5(6(0]1]2]3 410(4(1|5]|2|6]3
5(5(6|0|1|2|3|4 5/0|5|3|1|6]4]2
6(6/0[1|2]|3]4]|5 6|0[6[5]4|3]2]|1




(2.9) Satz. Seine€ IN.

(i) Fir alle a, b € Z gelten die Gleichungen (a + nZ) + (b +nZ) = (a + b) + nZ
und (a +nZ) - (b +nZ) = ab + nZ.

(ii) Das Tripel (Z/nZ,+, -) ist ein Ring, mit 0 = 0+ nZ als Null- und 1 = 1 +nZ als Einsele-
ment. Man bezeichnet ihn als Restklassenring modulo n.

Beweis: zu (i) Nach Definition der Addition und der Multiplikation sind beide Gleichungen jedenfalls fiir0 < a,b < n
erfiillt. Seien nun a, b € Z beliebig vorgegeben. Durch Division mit Rest erhalten wir q;,q,,7,s € Z mita =q,n+r,
b=gyn+sund 0 < r,s < n. Esfolgt a+nZ = r+nZ und b+nZ = s+nZ. Die Rechnung a+b = (q,n+r)+(g,n+s) =
(q; +go)n+(r +5) zeigt, dass a+ b =, r +s und somit (a + b) +nZ = (r +s) + nZ gilt. Damit erhalten wir insgesamt

(a+nZ)+(b+nZ) = (r+nZ)+(s+nZ) = (r+s)+nZ = (a+b)+nZ.

Ebenso liefert die Rechung ab = (qyn+r)(qan+s) = ¢1qon+rqen+sqn+rs = (q1q, +rq, +sq; )Jn+rs die Kongruenz
ab =, rs und die Gleichung ab + nZ = rs + nZ. Es gilt also auch

(a+nzZ)-(b+nZ) = ((r+nZ)-(s+nZ) = rs+nZ = ab+nZ.

zu (i) Die vollstindige Verifikation samtlicher Ringaxiome behandeln wir in den Ubungen. Hier beschrianken wir
uns auf den Nachweis, dass die Verkniipfung + kommutativ ist, und dass 1 die Eigenschaft eines Einselements besitzt.
Seien dazu a, b € Z vorgegeben. Weil die Verkniipfung + auf dem Ring Z der ganzen Zahlen kommutativ ist, gilt
(a+nZ)+(b+nZ)=(a+b)+nZ = (b+a)+nZ = (b+nZ)+ (a+ nZ). Daraus folgt die Kommutativitit der
Verkniipfung + auf Z/nZ. Auerdem gilt 1-(a+nZ) = (1+nZ)-(a+nZ) = 1-a+nZ = a+nZ. Also hat 1 tatsichlich
die definierende Eigenschaft eines Einselements. |

Aus den Ringaxiomen folgt unter anderem, dass jedes Element a € Z/nZ ein Negatives besitzt, also ein b € Z/nZ
mit a + b = 0. Das Negative von ¢ +nZ (mit ¢ € Z) ist jeweils gegeben durch (—c)+nZ = (n—c)+nZ. In Z/77Z gilt
beispielsweise =0 =0, —1 =6, -2 =5, —3 =4, —4 =3, —5 = 2 und —6 = 1. Dementsprechend lisst sich auf Z/nZ
eine Subtraktion definieren, indem man fiir a, b € Z/nZ jeweils a— b = a + (—b) setzt. In Z /77 gilt beispielsweise
3—4=3+(—-4)=3+3=6.

Eine naheliegende Frage lautet, ob Z/nZ nicht vielleicht sogar ein Korper ist. Dazu miisste unter anderem gezeigt
werden, dass jedes Element # 0 in Z/nZ einen Kehrwert besitzt. Aber dies ist, zumindest fiir beliebiges n, nicht der
Fall. In Z/47Z gilt beispielsweise 2-0=0,2-1=2,2-2=4=0und 2-3 = 6 = 2. Es existiert also kein a € Z/47Z
mit 2-a = 1, das Element 2 besitzt also keinen Kehrwert. Aulerdem sehen wir, dass es in Z /47 Elemente ungleich
0 gibt, deren Produkt gleich O ist, nimlich 2 -2 = 0. So etwas ist in einem Kérper nicht méglich, wie wir aus der
»Analysis einer Variablen“ wissen.

Wir werden aber sehen, dass Z/nZ in einige Fille doch ein Korper ist. Um zu sehen, fiir welche natiirlichen Zahlen
n dies gilt, benotigen wir noch etwas Vorbereitung. Wir bezeichnen zwei natiirliche Zahlen m und n als teilerfremd,

wenn keind € N mitd > 1, d | m und d | n existiert.



(2.10) Lemma. Sind m,n € NN teilerfremd, dann gibt es a, b € Z mit am + bn = 1.

Beweis: SeiS ={am+bn|a,b e Z}. Zu zeigen ist, dass 1 € S gilt. Sei d € IN die kleinste natiirliche Zahl in S. Dann
gilt d | s fiir alle s € S. Denn nehmen wir an, dies ist nicht der Fall, d.h. es gilt d ts fiir ein s € S. Durch Division mit
Rest erhalten wir dann ¢,r € Z mit s = qd + r, wobei 0 < r < d gilt. Wir zeigen, dass r in S enthalten ist. Wegen
d € S gibtes ag, by € Z mit d = aym + byn. Wegen s € S existieren ebenso a,, b; € Z mit s = a;m + byn. Es folgt

r = s—qd = (aym+bn)—qlagm+boen) = (a3—qag)m+(b;—qbo)n ,

wegen a; —qdy, b; —qby € Z also tatsichlich r € S. Aber r € S, r € IN und r < d stehen im Widerspruch zur
Minimalitét von d.

Damit ist gezeigt, dass d | s fiir alle s € S erfiillt ist. Wegen m,n € S folgt d | m und d | n. Weil m und n aber nach
Voraussetzung teilerfremd sind, muss d = 1 sein. Damit ist 1 € S nachgewiesen. Nach Definition von S existieren
also a,b € Z mit 1 =am+ bn. O

Wie in der Schulmathematik bezeichnen wir eine natiirliche Zahl p als Primzahl, wenn p > 1 ist und keine r,s € IN

mit p =rsund 1 <r,s < p existieren, die Zahl also nicht in zwei echt kleinere Faktoren zerlegbar ist.

(2.11) Satz. Fiir jedes n € IN ist der Restklassenring Z/nZ genau dann ein Kérper, wenn n
eine Primzahl ist.

Beweis: ,<“ Seip € IN eine Primzahl. Wir zeigen, dass Z/pZ ein Korper ist und miissen dazu nachweisen, dass
jedes Element ungleich 0 in Z/pZ einen Kehrtwert besitzt. Sei ¢ + pZ ein solches Element, mit ¢ € {1,...,p—1}. Weil
p eine Primzahl ist, besitzt p in IN nur die beiden Teiler 1 und p. Daraus folgt, dass ¢ und p teilerfremd sind. Nach
Lemma [(2.10)] existieren deshalb a, b € Z mit ac + bp = 1. In Z/pZ gilt deshalb die Gleichung

(a+pZ)c+pZ)+(b+pZ)p+pZ) = 1+pZ.

Wegen p + pZ = 0 und 1 + pZ = 1 erhalten wir in Z/pZ die Gleichung (a + pZ)(c + pZ) = 1. Das Element c + pZ
besitzt in Z/pZ also das Element a + pZ als Kehrwert.

»,2=" Ist n keine Primzahl, dann gilt entweder n = 1, oder es gibt r,s € N mit 1 < r,s < n und n = rs. Wir zeigen,
dass Z/nZ in beiden Fillen kein Kérper ist. Im Fall n =1 gilt 1 =1+ 1Z = 0+ 1Z = 0, Null- und Einselement stim-
men in Z/nZ also {iberein. Aber in einem Korper ist es nach Definition ausgeschlossen, dass Null- und Einselement
zusammenfallen. Betrachten wir nun noch den Fall n = rs mit r und s wie oben angegeben. In einem Korper K folgt
fiir alle Elemente a, b € K aus ab = Oy stets a = Ok oder b = O. Setzen wir aber a = r + nZ und b =s + nZ, dann
gilt einerseits a # 0 und b # 0, andererseits aber ab = (r +nZ)(s + nZ) = rs + nZ = n+nZ = 0. Also ist Z/nZ kein
Korper. O

Beispielsweise ist IF;5 ein Korper, denn fiir jedes a € IF;5 gibt es ein b € IF;; mit ab = 1: Es gelten die Gleichungen
1-1=1,2-7=1,3-9=1,4-10=1,5-8=1,6-11 =1 und 1212 = 1. An diesen Gleichungen konnen die
Kehrwerte fiir jedes einzelne Element abgelesen werden:

i1=1, =7 , 3'=9 , #'=T0 , 5'=8 , 6'=11 , 7'=3 ,

871=5 91'=3 , 10

-



Ist p eine Primzahl, dann verwendet man an Stelle von Z/pZ fiir den Restklassenring auch die Notation If',. (Dabei
steht das IF' fiir die englische Bezeichnung der algebraischen Struktur , Korper“. Diese lautet , field*.)

Mit den beiden Schulmethoden, Einsetzungs- und Eliminationsverfahren, konnen auch lineare Gleichungssysteme

tiber dem Korper I, gelost werden. Betrachten wir beispielsweise iiber IF';5 das lineare Gleichungssystem

x+y+z=1 , x—2y+3z=5 , 4x—3z=8.
Formen wir die erste Gleichung nach z und setzen in die anderen beiden Gleichungen ein, so erhalten wir
z=1-x—y , x—2y+3(1—-x—y)=5 , 4x—-31—-x—y)=8

Die beiden hinteren Gleichungen kénnen vereinfacht werden zu

—2x—5y=2 , 7x+3y=11

Die zweite dieser Gleichungen kénnen wir nach y auflésen durch

3y=11-7x = 9:3:y=9:11-9-7-x = y=28+2x.
Die Multiplikation im ersten Schritt mit 9 fiihrt dazu, dass der Koeffizient vor dem y zu 1 wird, weil 9 in IF;5 der
Kehrwert von 3 ist, wie wir oben gesehen haben. Erneutes Einsetzen liefert nun —2x —5(8 +2x) = 2, was umgeformt
werden kann zu x = 3. Weiter erhalten wir y = 8 + 2x —8+2 3=lundz=1-x—y=1-3-1=-3=10.Das
lineare Gleichungssystem wird also gelost durch x = 3, y = 1, z = 10.



§ 3. Das Gauf8’sche Eliminationsverfahren

Zusammenfassung. In diesem Kapitel behandeln wir ein allgemeines Verfahren, dass die Bestimmung der Losungsmenge von
beliebig grofen LGS erméglichst. Dabei gehen wir davon aus, dass das LGS durch seine erweiterte Koeffizientenmatrix (siehe
§1) gegeben ist. Diese Matrix bringt man durch eine fest vorgegebene Folge von Umformungsschritten auf eine sog. normierte
Zeilenstufenform. Die Losungsmenge kann dann auf einfache Weise von der Matrix abgelesen werden, egal ob diese leer oder
einelementig ist, oder aus mehreren Elementen besteht. Neben dem Gauf3schen Eliminationsverfahren beschiftigen wir uns mit
Rechenoperationen fiir Matrizen und untersuchen, wie diese mit den elementaren Umformungen eines LGS aus dem ersten Kapitel
zusammenhéingen.

(3.1) Definition. Eine Matrix A € .#,,,, x befindet sich in Zeilenstufenform (kurz ZSF),
wenn A = 00" gilt oder folgende Bedingung erfiillt ist: Es gibt ein r € {1,...,m} und jy, ..., j, €
{1,...,n} mit j; < j, < ... <j,, so dass

@ a, # 0 fiir 1 <i <r und
(i) a;; =0 fiir j < j; oderi>r

erfiillt ist. Man nennt r den Zeilenrang einer solchen Matrix. Das Tupel (7, j;, ..., j. ) bezeichnen
wir insgesamt als die Kennzahlen der ZSE

Die Positionen (i, j;) mit 1 < i < r in der Matrix werden Zeilenkdépfe genannt. Die Bedingung (i) besagt, dass die
Eintrige in den Zeilenképfen ungleich Null sind. Nach Bedingung (ii) befinden sich links von den Zeilenkdpfen nur
Nulleintrédge; in den ,kopflosen“ Zeilen sind alle Eintrédge gleich Null. Der Zeilenrang kann offenbar nie groer als
min{m, n} werden.

(3.2) Definition. Eine Matrix A € .#,,, x befindet sich in normierter ZSE wenn A = olmxm)
gilt oder wenn sie in ZSF mit den Kennzahlen (r, ji, ..., j,) vorliegt und aullerdem die folgenden
Bedingungen erfillt sind: Es giltq;; =1 flrl1 <i<rundq; =0gfirl<i<rund1<k<i.

Bei der normierten ZSF kommen also folgende Bedingungen hinzu: Die Eintrige in den Zeilenképfen sind gleich 1,
und oberhalb der Zeilenkopfe befinden sich nur Nulleintrige. Bei einer Matrix A in normierter ZSF gilt also insgesamt
a;; = 0 in jedem der drei Félle

1) i>r (2) i<rundj<j (3) j=jifureinke{1,..,r}\{i};

in Worten, die Eintrdge der Matrix sind Null (1) unterhalb der r-ten Zeile, (2) links von den Spaltenk6pfen und (3)
in jeder Spalte, in der sich ein Zeilenkopf befindet, sind alle anderen Eintrige gleich Null. Abgesehen davon kénnen
aber durchaus noch weitere Eintrége von A gleich Null sein. Wir bemerken auf3erdem, dass eine Matrix A € ./, x
in normierter ZSF mit Zeilenrang r = n in den oberen n Zeilen mit der Einheitsmatrix E™ iibereinstimmt, denn in

diesem Fall muss j, = k fiir 1 < k < n gelten.



Wir geben einige konkrete Beispiele fiir Matrizen in Zeilenstufenform an.

0 2 3 4 0 6
0 0 3 0 811
A = 0 0 0 2 2 9
0 0 00 0 2
0 000 OO

Diese Matrix liegt in Zeilenstufenform vor, mit zugehorigen Kennzahlen r = 4, j; =2, j, = 3, js; =4 und j, = 6.
Es besteht aber keine normierte Zeilenstufenform, denn beispielsweise sind die Eintrége in den Zeilenkopfen (1,2),
(2,3), (3,4) und (4, 6) ungleich 1. Auerdem gibt es Eintrdge ungleich Null oberhalb der Zeilenképfe.

1 07 0 5 0
011010
B = 0 001 30
0 0 00 OO
0 0 00 OO

Dies ist eine Matrix in normierter Zeilenstufenform, mit den Kennzahlen r = 3, j; =1, j, = 2 und j; = 4. Auch die

Einheitsmatrix
1 0 0 O
o 01 0 O
0 01 O
0 0 0 1

Ju—

liegt in normierter Zeilenstufenform vor. Die Kennzahlen lauten r =4 und j, =i flir 1 <i < 4.

(3.3) Definition. Fiir 1 < { < n bezeichnet e, € K" jeweils den £-ten Einheitsvektor mit den

Eintrégen e;; = &;.

In K* sind die drei Einheitsvektoren beispielsweise gegeben durch

e; = (1x,0x,0x) , ey =1(0g,1x,0x) und e3= (0,0, 1x).

Sei nun A eine Matrix in normierter ZSF mit Kennzahlen (r, ji, ..., j,). Unser erstes Ziel in diesem Abschnitt besteht
darin, die Losungsmenge " des homogenen LGS mit Koeffizientenmatrix A, gegeben durch Ax = Ogn, explizit zu
beschreiben. Dazu definieren wir

S={1,...n}\ {ji, .., J;}

und definieren fiir jede Zahl £ € S einen Vektor b, € K™ durch

r

b( = eg—Zakgejk.

k=1
Der Vektor b, entsteht also aus dem Nullvektor dadurch, dass man die £-te Komponente auf 1y setzt und die Eintrége

—dyy, ...,—a,, der £-ten Spalte auf die Positionen j, ..., j. des Vektors verteilt. Es gilt also

byj, =—ai fir 1<k <r und by =0 fiiralle€S.



Mit Hilfe dieser Vektoren lisst sich nun die Losungsmenge £ folgendermaRen darstellen.

(3.4) Satz. Sei ¥ CK" die Losungsmenge eines homogenen LGS mit Koeffizientenmatrix A,

und seien S und die Vektoren b, fiir £ € S definiert wie oben.

() ImFall S =@ gilt £" ={ 04 }.

(i) Ist S nichtleer, dann ist die Losungsmenge gegeben durch

o = {erbl

Les

A[EKVEES}.

Beweis: zu (i) Unter dieser Vorausssetzung gilt {j;,...,j.} = {1,...,n}, woraus wiederum r = n und somit m > n
folgt. Wie oben ausgefiihrt, stimmen bei Zeilenrang n die ersten n Zeilen von A mit der Einheitsmatrix E™ {iberein.
Es gilt also a;; = 6;; fir 1 < i,j < n und q;; = O falls i > n. Wir erinnern aullerdem daran, dass nach Definition
%"= {v €K" | Av = Oy} gilt. Fiir jeden Vektor v € K" erhalten wir die Aquivalenz

n
veL' o A=0m © (W) =0fir ISk<m & > ayv;=0g fir 1<k<m
j=1

n
& D6y =0 fir 1<k<n & =0 fir 1<k<n & v=04.
=1
zu (ii) Zunichst zeigen wir, dass £ genau aus den Vektoren besteht, die genau die r Gleichungen erfiillen, welche
durch die Matrix A vorgegeben sind. Weil (1) die Eintrége a;; von A unterhalb der r-ten Zeile gleich Null sind und
es (3) fiir 1 < k < r in der ji-ten Spalte auller a;;, = 1 keinen Eintrag ungleich Null gibt, gilt fiir alle v € K" die
Aquivalenz
D]

n n
ves o ZakjijOK fir1<k<m & ZakjijOK fir 1<k<r
=1 =1

3) ..
= Z qivi=0 & v, = —Zakjvj fir 1<k<r
Jjesulji} Jjes

Fiir die oben konstruierten Vektoren b, mit £ € S muss also die folgende Gleichung iiberpriift werden.

{VGK” vjkz—ZakévlﬁirlskSr} = {Zlebl

(es Les
L2 Seiv =Y, Ab, mit A, € K fiir alle { € S. Dann sind die Komponenten von v gegeben durch Vi, =
Dves Mibgj, = Dyes Ae(—agy) fir 1 < k < rund v; = >, A;8,; = A fiir j € S. Wir erhalten fir 1 < k < r

also
Vie = Z(—M)ake = —Zauw )

[4=N] Les

MGKVEGS}

und damit ist v in der Menge auf der linken Seite enthalten.



,C“ Seiv € K" ein Vektor mit v; = — >}, ¢ ayv; fiir 1 <k < r. Wir definieren A, = v, fiir alle £ € S und setzen
w =Y, A¢b,. Nun rechnen wir nach, dass die Vektoren v und w iibereinstimmen. Fiir 1 < k < r gilt

Wi = Zkebwk = ZAIZ(_aklZ) = —Zakﬂe = Ve
Les Les Les
Fiir die Komponenten j € S erhalten wir ebenso
W] = Zlebe] = 215551 = A’j = Vj
les leS

fiir alle j € S. Insgesamt gilt also v = w, und damit ist v in der Menge auf der rechten Seite enthalten. m|
Wir diskutieren eine Reihe von Anwendungsbeispielen fiir die soeben bewiesene Losungsformel.
(i) Das homogene lineare Gleichungssystem x; = 0, x, + 2x5 = 0 hat die Koeffizientenmatrix
1 0 O
A = .
01 2

Es handelt sich um eine Matrix in normierter Zeilenstufenform mit den Kennzahlen r = 2, j; = 1, j, = 2. Es ist
S =1{1,2,3}\ {j1, )} = {3}. Die Losungsmenge ist somit £" = {A;b; | A; € R} mit dem Losungsvektor

(ii) Das homogene lineare Gleichungssystem x; = 0, x; = 0 hat die Koeffizientenmatrix

100
A = .
(001)

Die Kennzahlen dieser normierten Zeilenstufenform lauten r = 2, j; = 1, j, = 3. Esist S = {2}, und die Losungsmenge
ist gegeben durch " = {A,b, | A, € R} mit

(iii) Das homogene lineare Gleichungssystem x; —4x5 + 5x3 = 0, x5 + 2x3 = 0, x4 = 0 hat die Koeffizientenmatrix

10 —4
A = |o
0

o = O

0
0
1

S O wu

2
0
eine normierte ZSF mit den Kennzahlen r = 3, j; =1, j, =2, j; = 4. Hierist S = {1, ..., 5} \ {j1, j2, js} = {3, 5}. Der
Losungsraum " = {A;bs + Ashs | A3, A5 € K} wird diesmal aufgespannt von den Vektoren

4 -5
—2 0
bo=| 1| , bs=| 0
0 0
0 1



(3.5) Satz. SeialsoA=(Ab)e My 1),k die erweiterte Koeffizientenmatrix eines LGS und
% C K" dessen Losungsmenge. Wir setzen voraus, dass A in normierter ZSF vorliegt, mit den

Kennzahlen r und ji, ..., j,.

(i) Istj.=n+1, dann gilt £ =@.

(ii) Sei nun j. < n. Wir definieren einen Vektor w € K" durch w = Z;zl bye;,. Dann gilt
weLXL.

Der spezielle Losungsvektor w entsteht also einfach dadurch, dass man die Werte b, ..., b, auf die Positionen jy, ..., j,
verteilt und die tibrigen Komponenten auf Null setzt. Es gilt also w; = b fir 1 <k <r und w, =0 fiiralle £ € S.

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass £ nichtleer und w ein Element aus ¢ ist. Dann gilt insbesondere Z?zl a.jw; =
b,. Wegen j, =n+1 gilt aber a,; =0 fir 1 < j <nund b, =a,,,; = a,; = 1. Setzen wir dies in die Gleichung

ein, so erhalten wir Z?:l Ogw; = 1k. Der Widerspruch Ox = 1 zeigt, dass unsere Annahme falsch war.

zu (ii) Zu zeigen ist Z;‘Zl a;;w; = by fiir 1 < k < m. Auf Grund der Eigenschaft (3) der normierten ZSF ist a;, = 1
jeweils der einzige Eintrag ungleich Null in der ji-ten Spalte, fiir 1 < k < r. Nach Definition des Vektors w erhalten
wir fiir 1 < k < r somit

n r

(3
Diagw; = DLagw, = agw, = w, = b
j:] i=1
Fiir r < k < m gilt nach Eigenschaft (1) der normierten ZSF (Eintrdge unterhalb der r-ten Zeile gleich Null) sowohl
a;; =0 fiir 1 < j < n als auch b, = 0, also ebenfalls Z;Zl a;;w; = 0 = by. Insgesamt ist die Gleichung Z;Zl agjw; =
by also tatséchlich fiir 1 < k < m erfiillt. O

Wir demonstrieren die Anwendung der Losungsformel an einem konkreten Beispiel. Das inhomogene LGS x; —4x3+

S5x5 =—2, Xy + 2x53 =7, x4, = 5 besitzt die erweiterte Koeffizientenmatrix

1 0 —4 0 -2
A =101 2 00 7
00 0 1 0 5

Es handelt sich um eine normierte Zeilenstufenform mit den Kennzahlen r = 3 und j; = 1, j, = 2, j; = 4. Nach
Satz((3.5)|ist w = (—2,7,0,5,0) € R’ ein Lésungsvektor, was man durch Einsetzen in die Gleichungen des Systems
unmittelbar tiberpriift: Es ist (—2)—4:-0+5-0=—2,7+2-0=7und 5=5.

Um nun ein Losungsverfahren fiir beliebige LGS zu erhalten, brauchen wir also nur noch ein Verfahren, mit dem wir
beliebige Matrizen in normierte Zeilenstufenform {iberfiihren kénnen. Um dieses Problem auf systematische Weise
16sen zu konnen, bendtigen wir eine Reihe von Rechenoperationen fiir Matrizen.



@

(i1)

(iii)

(@iv)

Seien m,n € Nund A, B € A, x mit Eintrédgen A = (a;;) und B = (b;;). Dann nennt man die Matrix C = (c;;)

mit ¢;; = a;;+ b;; flir 1 <i <mund 1 < j < n die Summe von A und B. Wir bezeichnen diese Matrix mit

(1 2 3)+(—1 5 —2) B (0 7 1)

4 5 6 3 0 1 7 5 7

Sei A€ My mit A= (a;;) und A € K. Dann ist die Matrix C = (c;;) mit ¢;; = Aa;; ein skalares Vielfaches
von A, das wir mit AA bezeichnen. Beispielsweise ist

S(t 23y _ (7 1“2
4 5 6/  \28 35 42)°
Seien nun m,n,r € Nund A€ A, x, B € M, k. Dann heildt die Matrix C € .#,,, x mit den Eintradgen

n

Cij = Z ;. by;

A+ B. Beispielsweise gilt

k=1
Produkt der Matrizen A und B und wird mit AB bezeichnet. Auch hierzu ein konkretes Beispiel:
1 0 1 2 3 4
1 2 3 4
-1 1 = 3 1 -1 -3
(4 3 2 1)

3 0 36 9 12

Den Eintrag an der Position (2,2) erhdlt man zum Beispiel durch Multiplikation der zweiten Zeile der ersten
Matrix mit der zweiten Spalte der zweiten Matrix, also durch die Rechung (—1)-2+1-3 = 1. Der Eintrag an
der Position (3, 3) kommt entsprechend durch 3 -3+ 0-2 =9 zu Stande.

Sei A € My k- Die Matrix B € M, x mit den Eintrdgen b;; = aj;; fir 1 <i<nund 1 < j < m wird die zu
A transponierte Matrix 'A genannt. Zum Beispiel ist

1 2 3} _
45 6

w N
o U1 A~

Die Berechnung des Matrixprodukts &hnelt dem Matrix-Vektor-Produkt aus dem ersten Kapitel. Um den Eintrag c;;

der Matrix C = AB an der Position (i, j) zu erhalten, muss die i-te Zeile der Matrix A mit der j-ten Spalte der Matrix

B multipliziert werden. Man beachte, dass das Produkt AB nur gebildet werden kann, wenn die Spaltenzahl von A

mit der Zeilenzahl von B {ibereinstimmt. Die Summe A + B ist nur dann definiert, wenn A und B dasselbe Format,

also dieselbe Anzahl Zeilen und Spalten besitzen.

(3.6) Proposition. Seien A, A’ € M,y ynx, B,B' € My x und C € M, 4 . Dann gilt
() A(B+B)=AB+AB und (A+A)B=AB+A'B
(ii) A(AB) = (AA)B = A(AB)
(iii) (AB)C = A(BC)

(iv) ‘(AB)= ‘B‘A



Beweis:

zu () Den Beweis der ersten Formel tiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe und beweisen statt

dessen direkt die zweite. Es sei C =A+A', D=CB, F =AB, G=A'Bund H = F + G. Dann ist D = H zu zeigen. Es

. _ /
gilt ¢;; = a;; + a;; und

n

dij = Zcikbkj

k=1
Fiir die Eintrage der Matrizen F und G erhalten wir

n

fij = Zaikbkj

k=1
Es folgt

n

k=1

also insgesamt D = H.

n
= Z(aik + al{k)bkj
k=1

und

n

n
Z aikbkj + Z Cll{k bk]
k=1

k=1

n

8ij = Zal{kbkj‘

k=1

n
jo= fiit&; = Zaikbkj'i'zal{kbkj = dj
k=1

zu (ii) Wir definieren C = AB, D =AC, F = AA, G = FB, H =AB und U = AH. Zu zeigen ist dann D = G = U. Nach

Definition gilt ¢;; = Ab;; und

n

djj = Z ik Crj

k=1

= > Aayby;.
k=1

Andererseits gilt auch f;; = Aq;; und g;; = Zzzlfik byj = ZZ=1 Aa;by; = d;j, womit die Gleichung D = G bewiesen

ist. Nun gilt auBerdem h;; = ZZ=1 @ byj und
u =

wodurch auch die Gleichung U = D bewiesen ist.

zu (iii) Wir definieren D = AB, F = DC, G = BC und H = AG. Dann gilt d;;, = Z

.
foo = deicil =
i=1

erhalten wir

ij Ah; = Zlaikbkj = dj ,
k=1

n

i1 Qxi byg, und fiir die Matrix F

r n
222, abicie

i=1 j=1

Andererseits hat G die Eintrige g, = Zirzl byici¢, und fiir die Matrix H gilt

n

hy = Z Axi8ie

i=1 i=1 j=1

n r
= ZZakibijcﬂ , alsoinsgesamt F =H.

zu (iv) Hier definieren wir die Hilfsmatrizen C = AB, D = 'C, F = 'A, G = 'B und H = GF. Dann miissen wir

D = H nachrechnen. Es gilt
n
Cij = Z aikbkj und
k=1

Wegen f;; = aj; und g;; = bj; gilt aullerdem
also H = D wie gewiinscht.

28

n
dijj=cj; = 2 :ajkbki-
k=1

n
Zbkiajk = dj
k=1



(3.7) Proposition. SeiA€ ., . Dann gilt EMA=AEM =4,
Beweis: Sei B=EMA. Fiir 1 <i <mund 1< j < n gilt dann

m
b = §5ikakj = Q-
k=1

Damit ist B = A bewiesen. Sei nun C =AE™. Fiir 1 <i <mund 1 < j < n gilt dann ebenfalls

n
Cij = Zaik5kj = al'j 5 also C=A. O
k=1

Bei Rechnungen mit Matrizen ist es oft giinstig, diese in mehrere Bereiche aufzuteilen. Sei A € #,,, x, seien
kq,ko,2,,¢, natiirliche Zahlen mit 1 < k; <k, <m,1<{; <{, <n,und aullerdem r =k, —k; +1,s =4{,—¢; + 1.
Dann nennt man die Matrix B € .4, x mit den Eintragen b;; = ay, i1 +j—1 fir 1 <i <r,1<j <s eine Teilmatrix
von A; es handelt sich um einen ,,rechteckigen Ausschnitt“ der Matrix A.

Haufig verwendet man die sogenannte Blockschreibweise, um Matrizen darzustellen, die aus bestimmten Teilma-
trizen aufgebaut sind. So steht beispielsweise der Ausdruck

(¢ 7)

fiir die Matrix, deren linker oberer Teil aus den Eintrdgen von A und entsprechend in den iibrigen drei Bereichen aus
den Eintragen von B, C und D besteht. Dabei wird voraussetzt, dass untereinander stehende Matrizen (hier: A, C bzw.
B, D) stets dieselbe Spaltenzahl und nebeneinander stehende Matrizen (A, B bzw. C, D) dieselbe Zeilenzahl haben.

Das Rechnen mit Matrizen in Blockschreibweise wird durch eine Reihe von Rechenregeln vereinfacht.
(3.8) Proposition. Seien A, B, C, D Matrizen iiber K.
(i) Stimmt die Spaltenzahl von A und B mit der Zeilenzahl von C iiberein, dann gilt
A AC
c = .
B BC
(ii) Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B und C {iberein, dann gilt
A(B ¢) = (aB ac).

(iii) Stimmt die Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von C und die Spaltenzahl von B mit
der Zeilenzahl von D iiberein, dann gilt

(a B)([C)) = AC+BD.

Beweis: Wir beschrénken uns auf den Beweis von (iii). Nach Voraussetzung gilt A € My xn, x, B € Mpun, x> C €
My xrx und D € M, . flr geeignete m,ny,n,, v € IN. Die Matrix AC + BD auf der rechten Seite ist in #,,,.x
enthalten. Seien nun k, £ mit 1 <k < mund 1 </ < r vorgegeben. Zu zeigen ist, dass der Eintrag des Matrixprodukts



links an der Position (k,{) mit dem Eintrag der Matrix AC + BD an derselben Stelle {ibereinstimmt. Um den Eintrag
auf der linken Seite auszurechnen, muss die k-te Zeile des Faktors (A B) mit der {-ten Spalte des zweiten Faktors

multipliziert werden. Dies liefert den Wert
n

n
Z agjcje + ZZI byjd;q-
j=1

j=1
Die erste Summe entspricht dem Eintrag von AC an der Stelle (k,{), die zweite Summe dem Eintrag von BD an

derselben Position. Insgesamt erhalten wir also den Eintrag von AC + BD an der Stelle (k, £). m|

Wir demonstrieren die Funktionsweise der Rechenregel |(3.8)| (iii) fiir Blockmatrizen anhand eines Beispiels und

betrachten dazu die vier Matrizen
1 2 5 6 9 10 13 14
A= , B= , C= , D= :
3 4 7 8 11 12 15 16
1 2 9 10 31 34 5 6\(13 14 155 166
AC = = und BD = =
3 4 11 12 71 78 7 8 15 16 211 226

und somit
155 166 31 34 186 200
AC+BD = + = .
211 226 71 78 282 304

Eine direkte Multiplikation der zusammengesetzten Matrizen liefert dasselbe Ergebnis:

Es gilt

9 10
(AB)C (1 2 5 6\|11 12| (186 200
D 3 4 7 8/)|13 14 282 304/
15 16

Allgemeiner kann gezeigt werden, dass man Matrizen mit beliebiger Aufteilung ,blockweise“ multiplizieren kann,
wobei lediglich vorausgesetzt werden muss, dass die Teilmatrizen, die dabei multipliziert werden sollen, ,zusam-

menpassen®.

(3.9) Proposition. Seien m,n,r € NN, seien A% fir 1 <i < m, 1 <j < nund BYY fiir
1<j<nund1 <k < r Matrizen mit der Eigenschaft, dass die Spaltenzahl von A% jeweils
mit der Zeilenzahl von BY% iibereinstimmt, fiir alle i, j, k. AuRerdem setzen wir voraus, dass
die Zeilenzahlen von A% fiir festes i und die Spaltenzahlen von BU- fiir festes k jeweils gleich

sind. Dann gilt
AL oo A pLy ... g@n cuy ... )
AmD o A(mn) ) ... pgr) cml) ... clmr)
mit 9 =37 | AGIBUM fir 1 <i<mund 1<k <r.

Wir geben den Beweis nur der Vollstindigkeit halber an, fiir den weiteren Verlauf ist er ohne Belang. Fiir alle i, j, k
sei m; x n; jeweils das Format der Matrix A und n; x r; das Format der Matrix BU"*). Dann hat die Matrix C(*%)



jeweils das Format m; x r;.. Wir bezeichnen die Matrix auf der rechten Seite der zu beweisenden Gleichung mit D und
die Matrix auf der linken Seite mit C. Beide Matrizen haben das Format m, x r, mit m, = Z:n:l m; und ry = 21:=1 k.
AuRerdem sei A die Matrix mit den Blécken A%/ und B die Matrix mit den Blécken BUK), Nach Definition gilt D = AB.

Seien nun p € {1,...,mg} und q € {1,...,ro} vorgegeben. Zu zeigen ist c,, = d,,. Der Eintrag d,, kommt dadurch
zu Stande, dass die p-te Zeile von A mit der g-ten Spalte von B multipliziert wird. Wir nehmen nun an, dass i €
{1,...,m} und k € {1,...,r} so gewdhlt sind, dass die p-te Zeile der Matrix A durch die f-ten Zeilen der Matrizen
AGD A2 AGM 5uft, und ebenso die g-te Spalte von B durch die g-ten Spalten der Matrizen B(bK) B2K) Bk,
Dabei ist f € {1,...,m;} und g € {1, ..., }. Setzen wir n, = 2;1:1 n;, dann gilt

nj n nj . .

dpg = Zapj bj, = Zzaﬁlé”b?gk)-

=1 j=1t=1
Nun lduft die p-te Zeile von C auch durch die f-ten Zeilen der Matrizen C1, ¢®2) . ¢@" und die g-te Spalte
von C entsprechend durch die g-ten Spalten der Matrizen C(%), ¢20) ¢k Wegen (0K = Z?zlA(i’j)B(j’k) fiir

1<i<mund 1<k <r erhalten wir dann wie gewiinscht

n n N
_ (k) _ 1,/ (k) _ @) Gk _
Cg = Cpp = E (AWBY) e, = E 42 ag bég = dyg O
=1 =1 =1

(3.10) Definition. Eine Matrix aus .#,, x der Form M, ; = E(m)+(7n—1)B,(<’zxm) mitk € {1,...,m}
und A € K* oder der Form Ay, = E™ + ABgfxm) mit k,£ € {1,...,m} und A € K wird Elemen-

tarmatrix genannt.

In Blockschreibweise hat die Elementarmatrix My ; die Form

E&D 0 0
Mk,l = 0 A, 0
0 0 E(m=k)

wobei die Eintrége 0 jeweils fiir Nullmatrizen der passenden Grofe stehen. Die Elementarmatrix Ay, ; hat im Fall
k < £ bzw. k > ¢ die Form

ED o 0 0 0

0 1 0 0 0
Apgn = 0 0 ECD g 0

0 A 0 1

0 0 0 0 Em=0

beziehungsweise

ECD o 0 0 0

0 1 0 A 0
Apes = 0 0 Ek1 o 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 Em=R)



(3.11) Proposition. Sei A€ My, -

(i) Sei A € K* und k € {1,...,m}. Multipliziert man die Matrix A von links mit der Element-
armatrix M, ;, so bewirkt dies eine Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Wert A.

(ii) Seien k,f € {1,...,m} mit k # £ und A € K. Multipliziert man die Matrix A mit der Ele-
mentarmatrix Ay , ;, dann wird das A-fache der k-ten Zeile zur {-ten Zeile von A addiert.

Beweis: Beide Aussagen lassen sich durch die blockweise Multiplikation von Matrizen unmittelbar nachrechnen.

zu (i) SeiB € M (_1)xn x die Teilmatrix bestehend aus den oberen k—1 und C € .#;;,_)«, x die Teilmatrix bestehend
aus den unteren m — k Zeilen von A. Ferner sei z € .4, i die k-te Zeile von A. Dann gilt

ECD o 0 B E®DB 4+ 0z +0C B
M A = 0 A 0 2 = 0B + Az +0C = | Az
0 0 EmH |\ ¢ 0B + 0z + Em¢ C

zu (ii) Hier beschrénken wir uns auf den Fall k < £ und teilen die Matrix A auf in die Matrix B € A(j_1)xnx
bestehend aus den ersten k — 1 Zeilen, der Matrix C € #(;_x_1)x, x bestehend aus der (k + 1)-ten bis zur (£ —1)-ten
Zeile und der Matrix D € #(;,_y)«, x Destehend aus den unteren m — £ Zeilen. Ferner seien z;,%, € M1, x die k-te
und {-te Zeile von A. Dann erhalten wir

E&D o 0 0 0 B B

0 1 0 0 0 2 2k
ApA = 0 0 ED o 0 c| = C

0 A 0 1 Zp Az + 2

0 0 0 0 EMmO )\ D D

O

Wir zeigen anhand zweier Beispiele, dass die Multiplikation mit Elementarmatrizen tatsdchlich den angegebenen
Effekt hat. Die Multiplikation einer dreizeiligen Matrix mit M, 3 von links bewirkt eine Multiplikation der zweiten
Zeile mit dem Wert 3. Zum Beispiel gilt

1 2 3 4 1 00 1 2 3 4 1 2 3 4
Mys]15 6 7 8 = 0 3 0|5 6 7 8 = 15 18 21 24
9 10 11 12 0 0 1 9 10 11 12 9 10 11 12

Ebenso bewirkt die Multiplikation mit A; 5 , von links, dass das zweifache der ersten Zeile zur dritten addiert wird,
zum Beispiel

1 2 3 4 1 00\(1 2 3 4 1 2 3 4
Aso|5 6 7 8| = |o1o0fl5 6 7 8| =[5 6 7 8
9 10 11 12 2 0 1)\9 10 11 12 11 14 17 20

Jede Zeilenumformung einer Matrix A ldsst sich also durch Multiplikation mit einer Elementarmatrix von links reali-
sieren. Dementsprechend fiihrt die Multiplikation von A mit einem Produkt E,, - E,,,_; - ... - E; von Elementarmatrizen
dazu, dass A einer Folge von m Zeilenumformungen unterworfen wird. Wir bezeichnen die Menge aller Matrizen in
M, k., die sich als Produkt von Elementarmatrizen schreiben lassen, mit &,,(K).



Mit Hilfe des Matrixkalkiils werden wir nun zeigen, dass sich jede Matrix durch eine endliche Anzahl von Zeilenum-

formungen auf normierte Zeilenstufenform bringen l&sst.

(3.12) Lemma. SeiA € ./, eine Matrix, die aus einer einzigen Spalte besteht, also eine
Matrix der Form A= *(a; a, ... a,,,). Sind nicht alle Eintrége von A gleich Null, dann gibt es ein
Produkt E € &,,(K) von Elementarmatrizen mit EA= *(1; Og O ... Og).

Beweis: Auf Grund unserer Vorbemerkung geniigt es zu zeigen, dass A durch eine endliche Abfolge von elementaren
Zeilenumformungen auf die Gestalt ‘(10 ... 0) gebracht werden kann. Auch Vertauschungen von Zeilen sind zul4ssig,
weil diese (wie oben gesehen) durch endlich viele elementare Umformungen realsierbar sind. Nach Voraussetzung
gibt es ein k € {1,...,m} mit q; # Og. Nach Multiplikation der k-ten Zeile mit ak’1 und Vertauschung der k-ten mit
der ersten Zeile gilt a; = 1. Nun addieren wir fiir £ = 2, ..., m jeweils das (—a,)-fache der ersten Zeile zur {-ten. Dies
fithrt dazu, dass samtliche Eintrdge der Matrix mit Ausnahme des ersten zu Null werden. m|

(3.13) Satz. Jede Matrix A € ./, x kann durch endlich viele elementare Zeilenumformungen
auf normierte ZSF gebracht werden. Eine dquivalente Formulierung dieser Aussage lautet: Es gibt
eine Matrix E € &,(K), so dass EA in normierter ZSF vorliegt.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass A auf ZSF gebracht werden kann und fithren den Beweis durch vollstandige
Induktion iiber die Anzahl n der Spalten. Der Fall n = 1 ist mit bereits erledigt, denn nach Definition ist
Y(1g Ok ... Og) eine Matrix in ZSF (mit den Kennzahlen r = j; = 1). Sei nun n € N, und setzen wir die Aussage fiir
dieses n voraus. Sei auflerdem A € A, (n+1)x €ine beliebige Matrix. Wir miissen zeigen, dass A auf ZSF gebracht
werden kann und unterscheiden dafiir zwei Falle.

1. Fall: Die erste Spalte von A hat nur Nulleintrage.
Dann hat A die Form (0™*V B) mit einer Matrix B € Mmxnx- Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Matrix
E € §,(K), so dass B’ = EB in ZSF vorliegt, mit gewissen Kennzahlen r, j,, ..., j,. Es gilt

EA = E(O™VYB) = (0™VEB) = (0™ p).
Wie man leicht iiberpriift, liegt auch (001 B’) die Matrix in ZSF vor, mit den Kennzahlen r, j, + 1, ..., j, + 1.

2. Fall: Die erste Spalte von A hat Eintrage ungleich Null.
In diesem Fall kann A in der Blockgestalt

dargestellt werden, mit a;; €K, 2 € Myxnx, S € Mn—1)x1.x Und C € M (y_1)xn x> Wobei die Teilmatrix ‘(a;;s) nicht
nur Nulleintrdge enthélt. Nach|(3.12)|gibt es eine Matrix E € &,,(K) mit

A7) - )

und wir erhalten



mit geeigneten Matrizen 2’ € A, x und C’ € M ,_1)x, k- Nach Induktionsvoraussetzung existiert nun eine Matrix
E' € &8,_1(K), so dass E’'C’ in ZSF vorliegt, mit gewissen Kennzahlen r, ji, ..., j,. Auferdem gilt

1 0 1z’_1z’
o EJ\o ¢/  \o EcC

Wieder tberpriift man, dass sich die Matrix rechts in ZSF befindet, mit Kennzahlen r +1,1,j; +1,...,j, + 1. Anhand

der Gleichung
1 0\(1 0y (1 o0
o u/lo v)  \o uv

fiir Blockmatrizen sieht man, dass mit E/ auch die Matrix
1 0
0 E

Zu zeigen bleibt, dass jede Matrix in ZSF durch elementare Zeilenumformungen auf normierte ZSF gebracht werden

als Produkt von Elementarmatrizen darstellbar ist.

kann. Dazu setzen wir voraus, dass A bereits in ZSF mit den Kennzahlen r, jy, ..., j, vorliegt. Um q;; = 1flir1<i<r
zu erreichen, dividiert man einfach fiir jedes i die i-te Zeile durch q;;, . Die ZSF der Matrix wird durch diese Operation
nicht zerstort, da die Eigenschaft eines Eintrages, gleich Null oder ungleich Null zu sein, dadurch nicht veréndert

wird.

Die Bedingung a;; = O fiir k < i kann dadurch erfiillt werden, dass man nacheinander fiir die Zeilennummern
i=rr—1,r—2,..,1 jeweils das ai;-fache der i-ten Zeile von der k-ten Zeile subtrahiert, fiir 1 < k < i. Dabei ist
darauf zu achten, dass in keinem Schritt die ZSF beeintrachtigt wird und die erreichte Form fiir die Spalten j, mit
£ > i erhalten bleibt. Die ZSF bleibt erhalten, da die i-te Zeile ihren ersten Eintrag # O erst in der Spalte j; hat und
ji > ji fir 1 < k < i gilt. Somit werden weder die Zeilenkopfe der dariiberliegenden Zeilen noch die Eintrédge links
davon verédndert. Die Zeilen unterhalb der i-ten bleiben véllig unveréndert. Auch die Bedingung a;;, = 0 fir £ > i
und k < ¢ bleibt erhalten, da der einzige Eintrag ungleich Null in der j,-ten Spalte der Eintrag a,;, = 1 ist, und dieser

spielt wegen £ > i bei der Zeilenumformung keine Rolle. m|

Man kann sich an diesem ,induktiven“ Beweisschema orientieren, um eine beliebige, konkret vorgegebene Matrix
A€ My x zundchst auf Zeilenstufenform und dann auf normierte Zeilenstufenform zu bringen. Diese systematische

Vorgehensweise bezeichnet man dann als das Gauf8’sche Eliminationsverfahren.



§ 4. Die allgemeine lineare Gruppe

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt definieren wir zunéchst zwei grundlegende algebraische Strukturen, auf die wir im
weiteren Verlauf der Vorlesung héufig zuriickgreifen werden: Monoide und Gruppen. Diese Begriffe werden anschlieend ein-
gesetzt, um die algebraischen Eigenschaften der Matrizen genauer zu untersuchen. Insbesondere wird dabei ein Kriterium fiir
die Invertierbarkeit von Matrizen herauskommen. Wie wir sehen werden, bilden die invertierbaren Matrizen eine Gruppe, die
sogenannte allgemeine lineare Gruppe, die in der gesamten Mathematik eine wichtige Rolle spielt.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  Verkniipfung auf einer Menge

— assoziative und kommutative Verkniipfungen

—  Monoid, Gruppe, Neutralelement, inverses Element

—  Abgeschlossenheit einer Teilmenge unter einer Verkniipfung

—  Neudefinition der Ringe und Koérper

(4.1) Definition. Eine Verkniipfung auf einer Menge A ist eine Abbildung A x A — A.

Als Bezeichnungen fiir eine Verkniipfung sind die Symbole -, ®, %, +, ® und einige Varianten {iblich. Wird eines
der Symbole -, ®, x verwendet, dann spricht man von einer multiplikativen Verkniipfung, bei + oder @ nennt man
sie additiv. Die beiden Typen unterscheiden sich aber auf3schlieBlich durch das verwendete Symbol, mathematisch
gesehen besteht zwischen einer additiven und einer multiplikativen Verkniipfung keinerlei Unterschied.

Multiplikative Verkniipfungssymbole werden zur Vereinfachung der Notation haufig auch weggelassen, d.h. an Stelle
von a - b schreibt man einfach ab. Sollen mehrere Elemente miteinander verkniipft werden, so ist die Verwendung
von Klammern iiblich, um die Reihenfolge der angewendeten Verkniipfungen anzuzeigen. So bedeutet zum Beispiel
der Ausdruck a(b(cd)), dass zunéchst das Element x; = cd gebildet wird, anschlieRend x, = bx; und schlief3lich

X3 = axZ.

(4.2) Definition. Eine Verkniipfung - auf einer Menge A bezeichnet man als

(i) kommutativ, wenn ab = ba fiir alle a,b € A

(i) assoziativ, wenn a(bc) = (ab)c fiir alle a, b, ¢ € A erfiillt ist.

Bei assoziativen Verkniipfungen kénnen die Klammern auch weggelassen werden. Fiir beliebige Elemente a, b,c,d €
A ist dann zum Beispiel abcd eine Kurzschreibweise fiir das Element a(b(cd)), welches auf Grund der Assoziativitat
mit jedem anders geklammerten Ausdruck, etwa (ab)(cd) oder a((bc)d), iibereinstimmt.



(4.3) Definition. Ein Monoid ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer Menge G # @& und einer
Verkniipfung - : G x G — G mit folgenden Eigenschaften.

(i) Die Verkniipfung ist assoziativ.

(ii) Es gibt ein Element e € G mit ae = ea = a fiir alle a € G.

Ist die Verkniipfung - auch kommutativ, dann wird (G, -) ein kommutatives oder abelsches
Monoid genannt.

Ein Element e mit der unter (ii) genannten Eigenschaft bezeichnet man als Neutralelement des Monoids. Jeder
Monoid (G, -) besitzt nur ein Neutralelement. Ist nimlich e’ ein weiteres, dann gilt e = ee’ = ¢’. Aus diesem Grund
kann von dem Neutralelement des Monoids gesprochen werden. Man verwendet die feststehende Bezeichung e, fiir

dieses ausgezeichnete Element. Bei einer additiven Verkniipfung wird im allgemeinen an Stelle von e; das Symbol
0, verwendet.

(4.4) Definition. Sei (G,-) ein Monoid. Wenn fiir jedes a € G ein Element b € G existiert, so
dass die Gleichungen

ab = ba = eqg

erfiillt sind, so bezeichnet man (G, -) als eine Gruppe. Wie bei den Monoiden spricht man von
einer kommutativen oder abelschen Gruppe, wenn die Verkniipfung kommutativ ist.

Fiir jedes a € G bezeichnet man ein Element b mit der angegebenen Eigenschaft als ein zu a inverses Element. Jedes
Element a in einem Monoid (G, -) besitzt hochstens ein Inverses. Sind ndmlich b, c € G beide zu a invers, dann gilt
ba =e; und ac = eg, insgesamt also

b = be; = blac) = (ba)ce = ez = c.

Auf Grund dieser Eindeutigkeit ist es zuldssig, fiir das Inverse von a die feststehende Bezeichnung a™! zu verwenden.
Bei einer additiven Verkniipfung ist die Bezeichnung —a fiir das Inverse {iblich. Diejenigen Elemente in einem Monoid,

die ein Inverses besitzen, bezeichnet man als invertierbare Elemente. Eine Gruppe ist also ein Monoid, in dem jedes
Element invertierbar ist.

Fiir die invertierbaren Elemente eines Monoids gelten eine Reihe von wichtigen Rechenregeln.

(4.5) Lemma. Sei(G,-) ein Monoid, und seien a, b € G invertierbare Elemente.
() Ist c € G ein Element mit ac = eg, dann gilt c = a~!. Ebenso folgt aus ca = e bereits die
Gleichheit c = a™!.
(ii) Das Neutralelement e ist invertierbar, und es gilt egl =eg.
(iii) Das Element ab ist invertierbar, und es gilt (ab)™* = b~ a~".

1

(iv) Auch das Inverse a~! von a ist invertierbar, und es gilt (a™!)™! = a.



1

Beweis: zu (i) Aus ac =e; und a 'a = e; folgt insgesamt ¢ = eqc = (a ‘a)c = a *(ac) = a le; = a !. Setzen wir

ca = e voraus, so erhalten wir die Gleichheit entsprechend durch aa™* = e; und die Rechnung ¢ = ce; = c(aa™?) =
1 1

(ca)at=claa)=(ca)at=ezat=al.

zu (i) Ein Element ¢ € G ist ein Inverses von e, wenn die Gleichungen e;c = ce; = e erfiillt sind. Aus der
Gleichung e;e; = e folgt also, dass das Neutralelement e; sein eigenes Inverses ist.

zu (iii) Dies folgt aus den Gleichungen (ab)(b*a™!) = a(bb™})a! = aega™ = aa™* = e; und (b~'a1)(ab) =
b (aa)b=b"leghb=b"'b=ce;.

1 1

zu (iv) Ein Element ¢ € G ist ein Inverses von a~*, wenn die Gleichungen a 'c = e; und ca™' = e; gelten. Also

folgt die Aussage aus den Gleichungen a 'a = e; und aa™! =e;. m|

Sei * eine Verkniipfung auf einer Menge A. Eine Teilmenge U C A bezeichnet man als abgeschlossen unter *x, wenn
fiir alle a, b € U auch das Element a * b in U enthalten ist. Dies bedeutet, dass die Einschrankung der Verkniipfungs-
abbildung auf die Teilmenge U x U C A x A eine Abbildung mit dem Bildbereich U liefert. Man erhélt also eine neue
Verkniipfung *;;, die nun auf der Menge U definiert ist. Um die Notation aber nicht zu aufwéndig werden zu lassen,
behalt man meistens auch auf U das alte Verkniipfungssymbol bei. Gelegentlich ist die Schreibweise x;; aber hilfreich,

wenn betont werden soll, dass die Verkniipfungsabbildung auf U gemeint ist.

Beispielsweise ist nach |(4.5)| (iii) in jedem Mononoid (G, -) die Menge der invertierbaren Elemente unter der Verk-
niipfung - abgeschlossen. Also ist auch auf der Menge dieser Elemente, die man iiblicherweise mit G* bezeichnet,
eine Verkniipfung definiert. Dasselbe Lemma zeigt auch, dass das Neutralelement e; des Monoids in G* enthalten

1

ist. Mit jedem Element a liegt auch das Inverse a~* in G*. Daraus folgt

(4.6) Satz. Die Menge G* der invertierbaren Elemente eines Monoids (G, -) bildet zusammen

mit der auf G* eingeschrankten Verkniipfung eine Gruppe.

Die aus dem ersten Semester bekannte Definitionen des Rings und des Kérpers lassen sich mit dem Begriff des
Monoids und der Gruppe nun kiirzer formulieren.

(4.7) Definition. Ein Ring ist ein Tripel (R, +, -) bestehend aus einer Menge R und zwei Verk-
niipfungen + und - auf R mit folgenden Eigenschaften.

(i) Das Paar (R, +) ist eine abelsche Gruppe.

(i) Das Paar (R, -) ist ein abelsches Monoid.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz a(b + c) = ab + ac fiir alle a, b,c €R.

Wir erinnern daran, dass das Neutralelement der Gruppe (R, +) das Nullelement O und das Neutralelement des Mo-
noids (R, -) das Einselement 1 des Rings genant wird. Ist dariiber hinaus die Gruppe R* der beziiglich Multiplikation

invertierbaren Elemente gleich R \ {0z}, dann nennt man den Ring (R, +, -) einen Kérper.



Wir verwenden die neu eingefiihrten Begriffe nun, um unser bisherigen Wissen iiber die Regeln zur Matrizenrechnung

besser zu strukturieren. Wie immer bezeichnen wir mit K einen beliebigen Korper.

(4.8) Satz. SeiK ein Korper, und seien m,n € IN.

(i) Die Menge 4., bildet mit der Addition von Matrizen eine abelsche Gruppe, deren
Neutralelement die Nullmatrix 0 ist.

(ii) Die Menge ., x bildet mit der Multiplikation von Matrizen ein Monoid, mit der Einheits-
matrix E als Neutralelement. Dieses ist kommutativ fiir n = 1 und nicht-kommutativ fiir
n=2.

Beweis: zu (i) Zu zeigen ist, dass fiir beliebige Matrizen A, B, C € M, x das Assoziativgesetz A+(B+C) = (A+B)+C
und das Kommutativgesetz A+B = B+A sowie die Gleichung A+0 = A giiltig ist. Das Nachrechnen dieser Rechenregeln
ist einfacher als inund wird deshalb hier nicht ausgefiihrt. Sie zeigen, dass (.#,,4, x, +) ein abelsches Monoid
ist. Ebenso leicht weist man nach, dass fiir jedes A € #,,,,, x mit der Matrix —A = (—1)A die Gleichung A+(—=A) =0

erfiillt ist. Also ist unser Monoid sogar eine abelsche Gruppe.

zu (ii) Seien A,B,C € ./, x vorgegeben. Bereits inwurde das Assoziativgesetz A(BC) = (AB)C wurde nach-
gewiesen, und nachgilt jeweils AE = EA= A. Also ist (., ,-) ein Monoid. Im Fall n = 1 gilt (a)(b) = (ab) =
(ba) = (b)(a) fiir alle a, b € K, d.h. die Kommutativitét von (.#, g, -) folgt direkt aus der Kommutativitét von (K, ).
Um zu zeigen, dass das Monoid (.#,, , ) fiir n = 2 nicht kommutativ ist, betrachten wir die Matrizen

0, 1 1, 1
A = k7K und B = k7K
1 Ok Ok 1k

Es gilt

aber
1 1 O 1 1 1
BA = K 1k Kk lk _ KoK
Ok 1xJ\1x Ok T Ok
Weil in jedem Korper Null- und Einselement verschieden sind, gilt 0 # 1 und somit AB # BA. Fiir den Nachweis der

Nichtkommutativitat im Fall n > 2 greifen wir auf die Blockdarstellung von Matrizen zuriick. Mit Hilfe der soeben

definierten 2 x 2-Matrizen A, B setzen wir

. A o2x(n=2) . B 0@2x(n-2)
A = 0((n—2)><2 0(n—2)><(n—2) und B = 0((n—2)><2 0(n—2)><(n—2) :
Es gilt dann
. A 0(2x(n—2)) B O(ZX(n—Z)) AB 0(2><(n—2))
AB = | pmoxd)  g-ox2) || g-2xd)  g-ox2) | T | g2k g-2xm2)



und

. B O(ZX(H—Z)) A O(ZX(n—Z)) BA O(ZX(TI—Z))
BA = | pe2x2 g2xm-2) || g-2x2 g2y | T | gl-2xd)  gl-2xn-2)
Wegen AB # BA gilt auch AB # BA. Somit ist das Monoid (., x, ) auch im Fall n > 2 nicht kommutativ. |

Eine Matrix A € ./, ; wird invertierbar genannt, wenn eine Matrix B € .#,, x mit AB = BA= E™ existiert. Beispiels-

weise sind die Elementarmatrizen M, ; und A, ; invertierbar. Fiir alle A € K* und k € {1, ..., n} gilt

E&D o 0 E&D o 0
M M = 0 A 0 0 A1 0
0 0 E(=k) 0 0 E(n—k)
E®&D o 0
= 0 1 0 = EW
0 0 ER)

und ebenso My -1 M, ; = E™. Die Invertierbarkeit von Ay 2 zeigen wir nur im Fall k < £: Das Produkt Ay ; ; Ay, 5
ist gegeben durch

E&D o 0 0 0 E&D o 0 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 ED o 0 0 0 ED o 0
0 A 0 1 0 0 —A 0 1 0
0 0 0 0 E0 0 0 0 0 E0
E&D o 0 0 0
0 1 0 0 0
= 0 0 ERD o 0 = EM™
0 0 0 1 0
0 0 0 0 E0

Aus Satz|(4.6), angewendet auf das Monoid (.#, x,-) und die Teilmenge der invertierbaren Matrizen, folgt

(4.9) Folgerung. Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber einem Korper K bildet mit
der Multiplikation von Matrizen eine Gruppe. Man nennt sie die allgemeine lineare Gruppe
und bezeichnet sie mit GL,(K).

Weil GL,(K) unter Matrizenmultiplikation abgeschlossen ist und alle Elementarmatrizen in GL,(K) liegen, ist auch
die Menge &,(K) aller Matrizen, die als Produkte von Elementarmatrizen dargestellt werden kénnen, in GL,(K)
enthalten. Ist allgemein B € GL,(K), dann gilt fiir jedes A € .#,, x offenbar die Aquivalenz

AeGL,(K) & ABeGL,(K) & BAeGL,(K).

Setzen wir namlich A € GL,(K) voraus, dann ist AB invertierbar, weil die Menge der invertierbaren Matrizen unter
Multiplikation abgeschlossen ist. Setzen wir umgekehrt die Invertierbarkeit von AB voraus, dann folgt mit dem-
selben Argument wegen (AB)B~' = A(BB™!) = AE(™ = A die Invertierbarkeit von A. Der Beweis der Aquivalenz
A€ GL,(K) & BA € GL,(K) lauft vollig analog.



Wir beschéftigen uns nun mit der Frage, wie man die Invertierbarkeit von Matrizen nachweist, und wie gegebenenfalls

die inverse Matrix berechnet werden kann.

(4.10) Satz. Lasstsich eine MatrixA € Mk durch endliche viele elementare Zeilenumformun-

gen in eine Matrix A’ in normierter ZSF mit Zeilenrang r = n umwandeln, so ist A invertierbar.

Beweis: Bereits in § 3 haben wir bemerkt, dass eine Matrix A’ in normierter ZSF mit Zeilenrang r = n zwangsliufig mit
der Einheitsmatrix E® {ibereinstimmt. Weil A durch elementare Zeilenumformungen in A’ = E® {iberfiihrt werden
kann, gibt es eine Matrix T € &,(K) C GL,(K) mit TA= E™. Es folgt A= EMWA = (T7'T)A=T"(TA) = T'EM™ =

T~!. Damit ist die Invertierbarkeit von A bewiesen. O

Die Beweisidee in kann genutzt werden, um die zu A inverse Matrix auszurechnen. Wendet man die Zeile-

numformungen im Beweis statt auf A auf die Blockmatrix (A E™) an, so erhilt man die Matrix
T(A E™) = (TATE™) = (E™ 7).

Aus der rechten Hilfte der umgeformten Matrix kann die Inverse von A abgelesen werden, denn es gilt die Aquivalenz

A=T"! < A™! = T. Wir demonstrieren dieses Berechnungsverfahren, indem wir A™! fiir die Matrix

3 0 2
A = -1 1 -1
7 0 5

bestimmen. Dazu schreiben wir die Einheitsmatrix E®®) neben unsere Matrix A und formen auf normierte ZSF um.

3.0 2100 -1 1 -1]0 10
11 -1{0 10| = 302100/ »
7 0 5|00 1 7 0 5[0 0 1
-1 1|0 -1 0 -1 1|0 -1 0
30 10 0| ~ |o -1 3 -
0 0 0 1) 0 -210
1 -1 1]0-10 1 -1 1] 0 -10
o1 1|3 1 0 - o 1 —-+| 1 0 —
o7 —=2]0 7 1) \ 0o o 3 |-} o 1
1 -1 1] 0 -10 -1 0| 7 -1 -3
o1 -1 1+ 1 0 - 0 -2 1 1 -
0 0 1|-7 0 3 0 0 -7 0 3



Als Ergebnis erhalten wir also

-1

3 0 2 5 0 —2
Al = |11 1 = |21 1
7 0 5 -7 0 3

Offen bleibt hierbei die Frage, wie es zu interpretieren ist, wenn die Matrix A zwar auf normierte ZSE aber mit
Zeilenrang r < n, gebracht werden kann. Dafiir ist es notwendig, dass wir uns neben den Zeilen- auch mit Spalte-
numformungen einer Matrix befassen. Unter einer elementaren Spaltenumformungen verstehen wir, dass die zu
den Zeilenumformungen analogen Operationen auf die Spalten einer Matrix A € .#,,.,, x angewendet werden, also
im einzelnen

(i) die Multiplikation der k-ten Spalten einer Matrix mit einem Wert A, wobei A € K* und k € {1, ..., n} ist

(ii) die Addition des A-fachen der k-ten Spalte zur £-ten, mit A € K und k,£ € {1, ...,n}, k # L.

(4.11) Lemma. Die Multiplikationen einer Matrix A € .#,,,, x mit den Transponierten von
Elementarmatrizen von rechts bewirken elementare Spaltenumformungen. Genauer gilt:

(i) Die Matrix A tMM entsteht aus der Matrix A durch Multiplikation der k-ten Spalte mit A.

(ii) Die MatrixA ‘A, , entsteht aus der Matrix A durch Addition des A-fachen der k-ten Spalte

zur {-ten Spalte.
Beweis: Wir beschrianken uns auf den Beweis der Aussage (i). Nach der Rechenregel (iv) in|(3.6)| gilt A tMM =

‘(*A) "My, = “(My; ‘A). Der Ubergang ‘A — M, ; ‘A bewirkt nach die Multiplikation der k-ten Zeile von
A mit dem Wert A. Fiir jedes £ ist die {-te Spalte von A gleich der £-ten Zeile von ‘A, und entsprechend ist die £-te
Spalte von A ‘M, ; = ‘(M ; ‘A) gleich der £-ten Zeile von M ; ‘A. Also stimmt die £-te Spalte von A mit der {-ten
Spalte von A 'M, ; fiir £ # k iiberein, und fiir { = k unterscheiden sie sich um den Faktor A. m|

Wir bemerken noch, dass mit jeder Matrix A € GL,(K) auch die Transponierte ‘Ainvertierbar ist, mit ( ‘A)~! = (A™1).
Dies folgt direkt aus der Rechnung

tA t(A—l) — t(A—lA) — tE(n) — E(n)

und einer analogen Rechnung, die ‘(A™!) ‘A= E™ liefert.

(4.12) Satz. Fiir jede Matrix A € /., x gibt es invertierbare Matrizen T € GL,,(K) und
U € GL,(K) und ein r € {1, ...,n}, so dass die Matrix TAU die Blockgestalt

EM 0
besitzt.
0O O

Beweis: Wir wissen bereits, dass eine Matrix T € GL,,(K) existiert, so dass B = TA in normierter ZSF vorliegt, mit
gewissen Kennzahlenr, ji, ..., j,.. Nach((4.11)|geniigt es nun zu zeigen, dass B durch elementare Spaltenumformungen



auf die angegebene Blockgestalt gebracht werden kann. Nach Definition der normierten ZSF befindet sich fiir 1 <
k < r in der j,-ten Spalten von B jeweils der k-te Einheitsvektor e, € K™. Nun fithrt man nacheinander fiir 1 <k <r
die folgende Operation aus:

Addition des (—ay,)-fachen der j,-ten Spalte zur {-ten, fiir j, <£ <n

Durch diese Operation werden die Eintrage rechts von der Position (k, j,) zu Null, wéhrend alle iibrigen Eintrége der
Matrix unverdndert bleiben.

Nach Durchfithrung dieser Schritte enthélt die modifizierte Matrix B’ in den Spalten ji, ..., j. die Einheitsvektoren
e, ..., e, alle ibrigen Spalten sind Null. Nun vertauscht man die Spalten noch so, dass sich die Einheitsvektoren in
den ersten r Spalten befinden. Dann hat die Matrix die gewiinschte Form. |

Auch hier lassen sich die Matrizen T und U, die die angegebene Blockgestalt erzeugen, explizit berechnen. Zunéchst
wendet man die erforderlichen Zeilenumformungen statt auf A auf die Blockmatrix (A E(™) an und erhilt so eine
Matrix der Form (B T) mit T € GL,,(K), wobei B = TA sich in normierter ZSF befindet. Anschlieffend wendet man
auf die linke Teilmatrix von (B E™) Spaltenumformungen an, die B auf die Blockgestalt bringen, und dieselben
Spaltenumformungen auch auf die rechte Teilmatrix. Man erhélt damit eine Matrix der Form (C U) mit U € GL,,(K),
wobei C = BU die angegebene Blockgestalt hat. Die Matrizen T und U haben die gewiinschte Umformungeigenschaft.

Durch dieses Rechenverfahren wird auch eine Moglichkeit aufgezeigt, eine Matrix auf Invertierbarkeit zu testen.

(4.13) Satz. SeiA € .4,y eine Matrix, die durch elementare Zeilenumformungen auf nor-

mierte ZSF mit Zeilenrang r < n gebracht werden kann. Dann ist A nicht invertierbar.

Beweis: Nehmen wir an, dass die Voraussetzung erfiillt ist, die Matrix A aber dennoch in GL,(K) liegt. Nach|(4.12)
gibt es Matrizen T, U € GL,,(K) mit
EM o
TAU = .
0 o0

Mit A wire dann auch TAU invertierbar. Aber eine Matrix mit Nullzeilen kann nicht invertierbar sein, denn fiir
beliebiges B € 4, ,, x und V € GL,(K) gilt

o = @) = ()

wobei die letzte Matrix offensichtlich nicht mit der Einheitsmatrix iibereinstimmt. Der Widerspruch zeigt, dass die
Annahme falsch war. O

Unser Rechenverfahren zur Bestimmung der Inversen einer Matrix A liefert also zugleich ein Entscheidungskriterium
fiir die Invertierbarkeit: Kommt bei der Rechnung eine normierte ZSF mit Zeilenrang r < n heraus, dann existiert die

Inverse von A nicht.



§ 5. Vektorrdume und lineare Abbildungen

Zusammenfassung. Der Begriff des K-Vektorrraums ist fiir die Lineare Algebra von zentraler Bedeutung. Es handelt sich dabei
um eine Menge V mit einer Verkniipfung, der Vektoraddition, und einer Abbildung K x V' — V, der skalaren Multiplikation.
Das wichtigstes Beispiel sind die Vektorraume der Form K", fiir die wir die Vektoraddition und skalare Multiplikation bereits in
82 definiert haben. Aber auch viele weitere Objekte der Mathematik besitzen eine Vektorraumstruktur, zum Beispiel die Menge
Mpxnx der (m x n)-Matrizen iiber einem Korper K, oder die Menge der K-wertigen Abbildungen auf einer Menge X.

Eine Abbildung V — W zwischen Vektorrdumen bezeichnet man als lineare Abbildung, wenn sie ,vertrdglich“ mit der Vektor-
addition und der skalaren Multiplikation der beiden Vektorrdume ist. Beispielsweise ist die Matrix-Vektor-Multiplikation aus § 2
ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung K™ — K™. Lineare Abbildungen sind ein wichtiges Hilfsmittel, um Beziehungen zwischen
verschiedenen Vektorrdumen herzustellen. Oft haben sie eine geometrische Interpretation; zum Beispiel ist die Spiegelung im R2
an einer Gerade durch den Ursprung (0, 0) eine lineare Abbildung, ebenso jede Drehung um (0, 0). Auch bei der Untersuchung
von linearen Gleichungssystemen spielen die linearen Abbildungen eine wichtige Rolle, wie wir im weiteren Verlauf noch sehen
werden.

(5.1) Definition. SeiK ein Korper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V, +, -) bestehend aus einer
nichtleeren Menge V und Abbildungen + : VxV — V und - : K xV — V genannt Vektoraddition
und skalare Multplikation, so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.
(i) Das Paar (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(i) Fiir alle v,w € V und A, u € K gelten die Rechenregeln
@ A+u)-v=>A-v)+(u-v)
® A +w)=A-v)+(A-w)
© AW v=2a-(u-v)
(d 1g-v=v

Die Elemente der Menge V werden Vektoren genannt.

Bei der skalaren Multiplikation wird héiufig auf das Abbildungssymbol - verzichtet. Das Neutralelement der Gruppe
(V,+) bezeichnet man als den Nullvektor 0, des Vektorraums. Das Inverse eines Vektors v € V beziiglich der Vek-
toraddition bezeichnet man mit —v und verwendet v —w als abkiirzende Schreibweise fiir v + (—w). Per Konvention
bindet die skalare Multiplikation stirker als die Vektoraddition, d.h. der Ausdruck Av + w ist gleichbedeutend mit
(AWW)+wfirAeK,v,weV.

(5.2) Proposition. Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Dann gilt fiir alle A € K und v € V die
Aquivalenz
AVZOV = AZOKOderVZOV 5

aullerdem (—1g)v =—v fiirallev e V.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Aquivalenz. ,<“ Ist A = Ok, dann gilt Av = 0xv = (O + 0x)v = Ogv + O v =
Av + Av. Addition von —Av auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert

W+ (W) =Av+Av+(—v) & 0, =Av+0, < 0, =Av.



Setzen wir nun v = Oy, voraus, dann erhalten wir Av = A0, = A(0y, + 0y) = A0y + A0y = Av + Av. Wieder fiihrt die
Addition von —Av auf beiden Seiten zum gewiinschten Ergebnis.

,2=“ Setzen wir Av = 0,, voraus, und nehmen wir an, es ist A # 0. Dann gilt
v = Ixpy = Ay = At w) = ato, = o, ,

wobei im letzten Schritt die bereits bewiesene Rechenregel u0, = Oy, fiir alle u € K verwendet wurde. Beweisen wir
nun noch die Gleichung (—1)v = —v. Es gilt v+ (=1 )v = 1xv+(—1g)v = (1x + (—1x))v = O v = 0,,. Addition von
—v auf beiden Seiten liefert

V+(=1 v+ () =0y +(—v) & v+(V)+(-1lgxpv=—v &

Oy +(—1lx)v=— & (—1lgv=—v |

(5.3) Proposition. Sei K ein Korper.

Die folgenden Strukturen sind Beispiele fiir K-Vektorrdume.
(i) fiir jedes n € IN das Tripel (K", +, ) mit den Abbildungen
+:K"xK"—>K" , ((aj,--,a,),(by,...., b)) = (ay + by,...,a, + by)

und
KxK'"—>K" , (A(aq,...,ay))— (Aag, ..., Aa,)

(i) fiir alle m,n € IN das Tripel (A ,xn k> +, "), Wobei + 1 My nx X Mypxng = Mmxnx fir die
Addition und - : K X M,y x — Mmxn x flir die skalare Multiplikation von Matrizen steht

(iii) das Tripel (K, +,-), wobei + die Addition und - die Multiplikation von K bezeichnet

(iv) das Tripel ({Oy},+,-), wobei + : {0y} x {0y} — {0y} durch (0,,0) — 0, und
-1 K x {0y} — {0y} durch (A,0) — Oy fiir alle A € K gegeben ist

Beweis: Punkt (i) kann als Spezialfall von (ii) angesehen werden, da wir in §1 festgelegt haben, dass die Elemente
aus K™ Matrizen mit einer einzigen Spalte sind. Beweisen wir nun die Vektorraum-Eigenschaft von Beispiel (ii). Nach
(i) ist (4, x,+) eine abelsche Gruppe, mit der Nullmatrix als Neutralelement. Zu {iberpriifen sind noch die
Gleichungen (A + u)A = AA+ uA, A(A+ B) = AA+ AB, (Au)A = A(uA) und 1A = A fiir beliebige Kérperelemente
A, € K und beliebige Matrizen A,B € ., x- Der Beweis dieser Rechenregeln erfolgt dhnlich wie in und
wird hier nicht ausgefiihrt.

Kommen wir nun zu Beispiel (iii). Dass (K, +) eine abelsche Gruppe mit Oy als Neutralelement ist, ergibt sich direkt
aus (). Seien nun A,u € K und a, b € K vorgegeben, wobei A, u die Rolle der Korperelemente und a, b die
Rolle der ,Vektoren“ iibernehmen. Die Rechenregel (ii) (b) in[(5.1)|gegeben durch A(a+b) = Aa+Ab entspricht dem
Distributivgesetz im Korper K. Die Regel (ii) (a) erhdlt man durch Kommutativ- und Distributivgesetz, denn es gilt

A+wa = a(A+pu) = arl+ur = Aa+ua.



Nach dem Assoziativgesetz der Multiplikation gilt (Au)a = A(ua), also ist auch (ii)(c) giiltig. Nach Definition des
Einselements in einem Korper gilt schliel3lich noch 1xa = a, also Regel (ii) (d).

Betrachten wir nun Beispiel (iv) und tiberpriifen zunachst, dass ({Oy},+) eine abelsche Gruppe ist. Assoziativ- und
Kommutativgesetz sind wegen 0, + 0, = 0, + 0, und (0, + 0y) + 0, = Oy + 0, = O, + (0O} + 0y) erfiillt. Wegen
a+0, =0, =aund Oy +a = 0, = q fiir alle a € {0,} ist 0, das Neutralelement der Gruppe. Die Gleichung
0y + 0y = Oy + 0y = Oy zeigt, dass Oy sein eigenes Inverses ist. Damit ist der Nachweis der Gruppeneigenschaften
abgeschlossen. Zur Uberpriifung der Rechenregeln (ii) (a) bis (d) seien A, u € K vorgegeben. Es gilt

(A + M)OV = OV = OV + OV = AOV + MOV N

also ist (ii) (a) erfiillt. Die Regel (ii) (b) erhalt man durch A(0y +0,) = A0, = 0y, = 0y, + 0y = A0y + u0y, und (ii) (c)
durch die Rechnung (Au)- 0y, =0y, = A-0, = A - (- 0y). SchlieBlich ist wegen 1,0, = 0, auch (ii)(d) erfillt. O

Nach (i) ist C" fiir jedes n € IN mit der komponentenweisen Addition + und skalaren Multiplikation - ein C-
Vektorraum. Wir bemerken noch, dass die skalare Multiplikation - : Cx C" — C" zu einer Abbildung - : RxC" — C"
eingeschriankt werden kann. Das Tripel (C", +, - ) ist dann ein R-Vektorraum, denn wenn die Rechenregeln (ii) (a) bis
(d) fiir alle v,w € C" und A, u € C giiltig sind, dann gelten sie erst recht fiir alle v,w € C" und A, u € R. Auch jeder
andere C-Vektorraum kann durch Einschréankung der skalaren Multiplikation auf diese Weise zu einem R-Vektorraum
gemacht werden.

Wir betrachten noch ein weiteres Beispiel fiir Vektordume, das auf den ersten Blick etwas exotisch erscheinen mag.
(5.4) Proposition. SeiK ein Korper, (V, +y, ) ein K-Vektorraum und X eine beliebige Menge.
Mit A = Abb(X, V) bezeichnen wir die Menge der Abbildungen X — V. Aullerdem

(i) definieren wir auf A eine Verkniipfung @, indem wir jedem Paar (f, g) von Elementen aus
A die Abbildung gegeben durch (f @ g)(x) = f(x) +, g(x) fiir alle x € X zuordnen

(i) definieren wir eine Abbildung ® : K x A — A, indem wir jedem Paar (A, f ) die Abbildung
gegeben durch (Af)(x) = A -y f(x) fiir alle x € X zuordnen.

Dann ist (A, ®, ®) ein K-Vektorraum.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass (A, ®) eine abelsche Gruppe ist. Seien f, g,h € A vorgegeben. Fiir ein beliebiges
x eX gilt

(Fegleh)(x) = (Feg)+vh(x) = (Fl)+yglx))+vhlx) = f(x)+y (g(x)+y h(x))
= f)+v(geh)(x) = (fe(geh)x) ,

wobei wir im dritten Schritt die Assoziativitdt der Verkniipfung +, auf V verwendet haben. Weil x € X beliebig
vorgegeben war, folgt daraus die Gleichheit der Abbildungen, also (f ® g) @ h = f & (g @ h). Ebenso folgt aus
Fega)X)=f(x)+,g(x)=g(x)+, f(x)=(go f)(x) fir f,g €V und x € X die Gleichung f ® g =g & f fiir alle
f, & € Aund somit die Kommutativitit der Verkniipfung & auf A.

Sei nun 04 € A die Abbildung gegeben durch 04(x) = Oy, fiir alle x € X. Fiir alle f € Aund x € X gilt dann

f®0)(x) = f)+y04(x) = f)+y0, = f(x) ,



also f ® 0, = f, und auf Grund der bereits bewiesenen Kommutativitdt auch 0y, & f = f. Schlief8lich definieren wir
fiir jedes f € A die Abbildung ©f € A durch (&f)(x) = —f (x) fiir alle x € X. Fiir jedes x € X gilt dann

FefNx) = f)+v(ef)x) = fO)+v(=f(x) = 0y = 04x)

und somit f & (6f) = 04. Auf Grund der Kommutativitit von & gilt damit auch (&f) @ f = 0,. Damit ist insgesamt
nachgewiesen, dass es sich bei (A, ®) um eine abelsche Gruppe handelt.

Nun miissen wir noch die Gleichungen (a) bis (d) in|(5.1)| (ii) iberpriifen. Seien dazu f,g € Aund A, u € K vorge-
geben. Fiir alle x € X gilt

(A+wof)x) = @A+wvflx) = AyvfX)+ypyflx) =

Aeof))+ywef)x) = (Aofeuof)(x)
und somit (A+u)® f =10 f @ u® f Ebenso gilt fiir alle x € X die Gleichung
Ao(feg)dl) = Av({(feg)x)) = Av(Fl)+vgl)) = A fl)+y Ay glx)
= Aof))+y(Aeg)x) = (Aoferog)x) ,
also A (f ®g) =10 f ®A®g. Zum Nachweis von Bedingung (c) rechnen wir nach, dass fiir alle x € X die Gleichung
(e f)x) = AW vfix) = Ay@vfx) = AyWwof)x) = (Aouof)(x)

und somit (Au) ® f = A ® (u ® f) gilt; dabei haben wir im zweiten Schritt die Rechenregel (ii)(c) im Vektorraum
(V,+y, ) verwendet. Schlief3lich gilt fiir alle f € A und x € X noch

(ke f)x) = Ixwflx) = f(x) ,

also 1y ® f = f fiir alle f € A. Damit haben wir auch die Regel (ii)(d) auf die entsprechende Regel in (V,+y, )
zuriickgefiihrt. O

(5.5) Definition. Seien (V,+, ) und (W, +,y, -1, ) K-Vektorraume. Eine Abbildung ¢ : V. — W
heil3t lineare Abbildung oder Homomorphismus von K-Vektorraumen, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind.

@A) p(v+yw) =0 (V) +y ¢(w) fir alle v,weV
(i) p(A-yv)=A-y p(v)firalleveV und A €K

(5.6) Lemma. Ist ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt ¢(0y,) = 0, ¢(—v) = —¢(v)
und (v —w) = ¢p(v) — ¢p(w) fiir alle v,w € V.

Beweis: Die erste Gleichung erhélt man mit Hilfe der Eigenschaft (ii) von linearen Abbildungen durch ¢(0y) =
¢ (Og -y 0y) = Ok -y ¢(0y) = 0y,. Die zweite ergibt sich durch die Rechnung

(=) = o((-1)vv) = (gwolv) = —¢O).

Die dritte Gleichung schlieflich erhilt man durch

p(v—w) = o(v+y(—w)) = ¢M+wo(-w) = oM +w(—¢w)) = ¢(M—-¢Ww). O



(5.7) Proposition. Seien m,n € N und A € 4, x. Dann ist durch ¢, : K" — K™, v — Av
eine lineare Abbildung gegeben.

Beweis: Seien v,w € K" und A € K vorgegeben. Auf Grund der Rechenregeln aus |(1.12)| fiir das Matrix-Vektor-
Produkt gilt
P (v+W) =AWV +w) =Av+Aw = ¢,(v) + pa(w)

und ¢4(Av) = A(Av) = AAV = A, (V). O

Sei V ein K-Vektorraum, n € N, und seien vy, ...,v,, € V beliebige Vektoren. Wie bei Korpern verwenden wir den

Ausdruck ZZ=1 v als Kurzschreibweise fiir die Summe v; + ...+ v, in V.

(5.8) Lemma. Seien V,W K-Vektorraume, n € N, aullerdem vy, ...,v, €V und ¢ : V. — W eine

¢(ka) = Do)
k=1

k=1

lineare Abbildung. Dann gilt

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion {iber n. Im Fall n = 1 lautet die Behauptung nur
¢(v1) = ¢(vy) fiir alle v; € V und ist offensichtlich erfiillt. Sei nun n € IN, und setzen wir die Aussage fiir dieses n

voraus. Seien vy, ..., V,4; € V beliebige Vektoren. Dann erhalten wir

n+1 n n
¢(ka) = ¢(ka+vm) = ¢(ka)+¢(vn+l) o

k=1 k=1 k=1

n+1

Do)+ v) = Do)
k=1 k=1
wobei an der Stelle (*) die Induktionsvoraussetzung angewendet wurde. O

(5.9) Proposition. Die Linearformen auf dem K-Vektorraum K" sind genau die linearen Ab-
bildungen K" — K.

Beweis: Dass jede Linearform ¢ auf K" eine lineare Abbildung K" — K ist, folgt direkt aus den Rechenregeln fiir
Linearformen aus Sei nun ¢ : K" — K eine lineare Abbildung. Fiir 1 < k < n sei ¢, € K" jeweils der k-te
Einheitsvektor und a;, = ¢ (e;). Ist nun v = (A4, ...,A,) € K" ein beliebiger Vektor, dann gilt v = ZZ:l Are. Durch
Anwendung von erhalten wir

$(v) = ¢(Zakek) = Do) = D hdle) = D A
k=1 k=1 k=1 k=1

Dies zeigt, dass ¢ eine Linearform im Sinne von|(1.1)|ist. O

Seien X,Y Mengen, sei V ein K-Vektorraum, und seien A = Abb(X,V) und B = Abb(Y, V). Nach |(5.4)| gibt es Verk-
nilipfungen &,, ®; auf A, B und Abbildungen ©, : K x A— Aund ©3 : K x B — B, so dass (4, ®,,®,) und (B, ®5,©p)

zu K-Vektorrdumen werden.

(5.10) Proposition. Seiu:X — Y eine Abbildung. Dann ist durch ¢, : B — A, f — f ou eine
lineare Abbildung zwischen (B, @5, ®5) und (A, ®4, ®,) gegeben.



Beweis: Seien f,g € Bund A € K vorgegeben. Zu zeigen ist ¢, (f ®zg) = ¢, (f )P, (g) und ¢, (A05f) = A0,¢,(f)-
Zum Beweis der ersten Gleichung sei x € X ein beliebiges Element. Dann gilt

Pu(f@pg)x) = (Fopglow)x) = (Fopgulx) = flulx))+ygulx))
= (fow))+y(gou)(x) = ¢, (f)X)+y ¢, ()x) = (Pu(f)®a $,(8))(x).

Weil x € X beliebig vorgegeben war, folgt daraus ¢,(f &5 &) = ¢,(f) ®4 ¢p,(g). Zum Beweis der zweiten Gleichung
betrachten wir wiederum ein beliebiges x € X. Es gilt

¢ (A0 f)x) = ((Aogflou)x) = (Aopflulx)) = Ay flulx))
= Ay(fouw)x) = Ay o ()x) = (A040,()(x)
und somit ¢,(A @5 f) = A0, ¢,(f). m|

(5.11) Proposition. Seien U,V,W drei K-Vektorrdume und ¢ : U — V, ¢ : V — W lineare
Abbildungen. Dann ist v o ¢ eine lineare Abbildung von U nach W. Ist ¢ bijektiv, dann ist ¢!
eine lineare Abbidlung von V nach U.

Beweis: Wir iiberpriifen die Linearitdt der Abbildung v o ¢. Seien dazu v,w € U und A € K vorgegeben. Dann gilt

(Wop)v+yw) = YP@+yw)) = YP(e()+yo¢w)) = Y(e(V))+w P(d(w))
= (Yod)(v)+w (P od)(w)
und (Y o ¢)(Av) = Y(p(Av)) = Y(Ad(v)) = AP(¢p(v)) = A(Y o ¢)(v). Setzen wir nun voraus, dass ¢ bijektiv

ist. Um zu zeigen, dass die Abbildung ¢! linear ist, seien v,w € V und A € K vorgegeben. Sei v/ = ¢ '(v) und
w’ = ¢ 1(w). Unter Verwendung der Linearitit von ¢ erhalten wir

P My ¢TI W) = Vagw = idy(Hw) = (9T e )V Hyw)
= ¢ +yw)) = TPy W) = TV W)
Ebenso gilt ¢~ (v) = Av' =idy (M) = (¢ 0 )W) = ¢ (d(Av) = ¢ (A (V) = ¢ (W) O

(5.12) Definition. Eine lineare Abbildung ¢ : V — W heif3t

(i) Monomorphismus (von K-Vektorrdumen), wenn ¢ injektiv ist,
(i) Epimorphismus, wenn ¢ surjektiv ist,
(iii) Isomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist.
Eine lineare Abbildung ¢ : V — V bezeichnet man als Endomorphismus von V, und ist sie

auflerdem bijektiv, dann spricht man von einem Automorphismus. Zwei K-Vektorrdume V, W

werden isomorph genannt, wenn ein Isomorphismus ¢ : V — W existiert.

Die folgende Feststellung ist beispielhaft fiir ein wichtiges allgemeines Prinzip der Algebra, dass ndmlich die Abbil-
dungen, die eine algebraische Struktur erhalten, selbst wiederum eine algebraische Struktur bilden.



(5.13) Folgerung. Die Menge der Automorphismen eines K-Vektorraums V ist mit der Kom-
position o von Abbildungen als Verkniipfung eine Gruppe. Man bezeichnet sie mit GL(V) und
nennt sie die allgemeine lineare Gruppe des Vektorraums V.

Beweis: Die vorhergehende Proposition zeigt, dass mit ¢, : V — V auch die Abbildungen v o ¢ und ¢! Auto-
morphismen des Vektorraums V sind. Die Assoziativitét ergibt sich aus der allgemeinen Regel ho(gof)=(hog)of
fiir beliebige Abbildungen zwischen Mengen. Die identische Abbildung id, besitzt die definierende Eigenschaft des
Neutralelements (es gilt ¢ oid, = idy o ¢ = ¢ fiir jeden Automorphismus ¢ von V), und die Umkehrabbildung ¢!
von ¢ erfiillt die Bedingung ¢ o ¢ = ¢ 0 ¢! = id,, fiir das inverse Element. O



§ 6. Untervektorrdume

Zusammenfassung. Unter einem Untervektorraum versteht man eine Teilmenge U eines Vektorraums V, unter der Vektoraddi-
tion und der skalaren Multiplikation von V abgeschlossen und beziiglich dieser Operationen selbst ein Vektorraum ist. Beispiele
fiir Untervektorrdume des R® sind Geraden und Ebenen, die durch die Koordinatenursprung Ogs = (0,0, 0) verlaufen. Geraden
und Ebenen, die dies nicht erfiillen, sind ,,verschobene® Untervektorraume, die als affine Unterrdume bezeichnet werden.

In diesem Kapitel definieren wir die Untervektorrdume fiir beliebige K-Vektorrdume V und behandeln auch dazu eine Reihe
von Beispielen. Unter anderem sind Losungsmengen homogener LGS in n Unbekannten iiber einem Koérper K Untervektorrdume
des K", bei inhomogenen LGS erhalten wir affine Unterrdume des K". Aufderdem sehen wir uns an, durch welche Operationen
man aus vorgegebenen Untervektorrdumen neue Untervektorrdume gewinnt. Hier ist als wichtigste Operation die Summe von
Untervektorrdumen zu nennen. Auch lineare Abbildungen konnen zur Definition von Untervektorrdumen genutzt werden. Hierbei
greifen wir auf die aus dem ersten Semester bekannten Konzepte der Bild- und Urbildmengen von Abbildungen zuriick.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

—  Untervektorraum
—  Summe und direkte Summer zweier Untervektorrdume
— Kern und Bild einer linearen Abbildung

— affiner Unterraum und zugehdriger Untervektorraum

(6.1) Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V wird Untervektorraum von
V genannt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

@ oy eU
(i) v+weU fiur alle v,we U

(i) AveUfiralle A€ Kundv e U

Motiviert ist die Definition des Untervektorraumbegriffs durch den Wunsch, auf gewissen Teilmengen eines Vekto-
raums ebenfalls eine Vektorraumstruktur zu erhalten. Der folgende Satz zeigt, dass die Definition die gewiinschte
Funktion erfiillt.

(6.2) Satz. Sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum von V. Definieren
wir Abbildungen +; : U x U — V und - : K x U — V durch

V+yw = v+w und Agyv = A-v fir v,weUund A €K,

dann ist durch (U, +, :y) ein K-Vektorraum gegeben.

Beweis: Weil U ein Untervektorraum ist, gilt v+ w € U fiir alle v,w € U, also auch v +; w = v + w € U. Dies zeigt,
dass 4+ eine Abbildung U x U — U, also eine Verkniipfung auf U gegeben ist. Ebenso gilt A -; v = A-v € U fiir



alle ve U und A € K. Somit ist -; eine Abbildung -; : K x U — U. Wir miissen nun iiberpriifen, dass (U, +, ;) die
Vektorraum-Bedingungen aus|(5.1)| erfillt.

Zunéchst tberpriifen wir, dass (U, +) eine abelsche Gruppe ist. Fiir alle u,v,w € U gilt (u 45 v) +yw = (u+
v)+w=u+(v+w)=u+y(v+yw), also ist das Assoziativgesetz erfiillt. Nach Voraussetzung liegt 0, in U, und
firallev € U gilt u +; 0y = u+ 0y = u und Oy +y u = Oy + u = u. Damit besitzt 0, die Eigenschaften des
Neutralelements in (U,+). Sei nun v € U vorgegeben. Nach Voraussetzung liegt der Vektor —v = (—1)v in U.
Auflerdem gilt v + (—v) = v + (—v) = 0y, und (—v) +y v = (—v) + v = 0y.. Also besitzt jedes v € U in (U, +) ein
Inverses, ndmlich —v. Ingesamt bedeutet dies, dass (U, +;) eine Gruppe ist. Das Kommutativgesetz erhélt man durch
die Rechnung v+yw=v+w=w+v=w+, v firalle v,we U.

Nun miissen wir noch die Eigenschaften (ii) (a)-(d) aus|(5.1)|{iberpriifen. Seien dazu v,w € U und A,u € K vor-
gegeben. Es gilt (A+u) yv=A+u)-v=2A-v+u-v=2A-,v+yu-yv. Ebenso erhélt man A - (v +, w) =
A(+w)=A-v+A-w=A-yv+y A-yw. Weiter gilt (Au) -y v=_(Au) - v=A-(u-v) =A-y (t-y v) und schlieRlich

g pv=1x-v=v. O

Man sieht, dass das Nachrechnen der Vektorraum-Axiome in (U, +y, ;) eine ziemliche Routineangelegenheit war:
Uberall wurden nur die Symbole +; und -;; durch + und - ersetzt und anschlieRend verwendet, dass die Axiome im
Vektorraum V giiltig sind.

Folgende konkrete Beispiele lassen sich fiir Untervektorrdume angeben.

(i) Ist V ein beliebiger K-Vektorraum, dann sind {0, } und V Untervektorrdume von V.

(ii) Fiir jedes v € V ist lin(v) = {Av | A € K} ein Untervektorraum. Im Fall v # 0, bezeichnet man ihn als lineare
Gerade. Fiir beliebige v, w ist auch durch

lin(vyw) = {Av+uw]|A,ueK}

ein Untervektorraum gegeben. Ist v # 0, und w ¢ lin(v) (oder dquivalent, v ¢ lin(w) und w ¢ lin(v)), dann

nennt man lin(v, w) eine lineare Ebene.

(iii) Die Losungsmenge ¢ C K" eines homogenen linearen Gleichungssystems bestehend aus m Gleichungen in
n Unbekannten ist ein Untervektorraum von K". Denn der Nullvektor Og. ist immer in ¢ enthalten, und die
Bedingung v,w € £,A € K = v +w, Aw € ¥ haben wir bereits in [(1.5)| nachgerechnet.

(iv) Seien a,b € R, a < b. Die Menge V der Funktionen f : [a, b] — R besitzt die Struktur eines R-Vektorraums;
dies folgt aus Prop. angewendet auf die Menge X = [a, b] und den R-Vektorraum R. Die Menge der
reellwertigen stetigen Funktionen auf [a, b] ist ein Untervektorraum von V. Denn aus der Analysis einer Varia-
blen ist bekannt, dass die konstante Funktion [a, b] — R, x — O stetig ist. Diese Funktion ist der Nullvektor
des Vektorraus V. Aullerdem sind mit f, g auch die Funktionen f + g und Af stetig, fiir jedes A € R..

Genauso l4sst sich auch begriinden, dass die Menge der stetigen, auf ]a, b[ differenzierbaren Funktionen einen
Untervektorraum von V bildet, ebenso die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b].

(6.3) Proposition. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Nach Prop. ist dann auch die
Menge Abb(V, W) aller Abbildungen V — W ein K-Vektorraum. Die linearen Abbildungen ¢ :
V — W einen Untervektorraum von Abb(V, W).



Beweis: Sei A= Abb(V,W) und U C A die Teilmenge der linearen Abbildungen zwischen V und W. Zunéachst miissen
wir zeigen, dass die Abbildung 0,, die jeden Vektor aus V auf 0y, abbildet, in U enthalten ist. Seien dazu v,v' € V
und A € K vorgegeben. Es gilt 0,(v +v’) = 0,(v)+0,(v') = 0 + 0y, = 0y und 04(Av) = 20,(v) = A - 0y, = Oy Also
ist 04 in U enthalten.

Seien nun ¢,y € U und A € K vorgegeben. Zu zeigen ist ¢ +1 € U und A¢ € U, d.h. wir miissen nachrechnen,
dass diese Abbildungen linear sind. Seien dazu v,v' € V und u € K. Weil ¢ und v linear sind, gilt

(@+PIv+v) = v +V)+Pp(v+v) = M+ +P(M)+y(v) =
P +YM+ eI +90) = (¢ +¥)V)+ (P +¥)V)

und ebenso

(@+P)wv) = ow)+ypw) = wpe(M+uypv) = we®)+v) = w¢+y)).
Damit ist ¢ + 1 € U nachgewiesen. Nun zeigen wir noch, dass A¢ in U liegt. Es gilt
AP)v+v) = Ap(v+v) = UM +o(V)) = A +A¢(V) = (AP)V)+(AP)V)
und (A@)(uv) = Ap(uv) = Aup (v) = uAp(v) = u(Agp)(v). Also ist A¢ eine lineare Abbildung. m|

Wegen (6.2)| zeigt |(6.3)| insbesondere, dass die linearen Abbildungen zwischen zwei K-Vektorraumen V, W selbst
einen K-Vektorraum bilden. Man bezeichnet diesen {iblicherweise mit Homy (V, W).

(6.4) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum, und seien U, U’ Untervektorrdume von V. Dann
sind auch die Mengen

unu’ und U+U ={u+uv |ueU,u’ €U’} Untervektorraume von V.

Man bezeichnet U + U’ als die Summe von U und U’.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Untervektorraum-Eigenschaft von U N U’. Weil U, U’ nach Voraussetzung Un-
tervektorrdume sind, gilt 0, € U und 0, € U’. Es folgt 0, € U N U’. Seien nun Elemente v;,v, € UNU' und A €K
beliebig vorgegeben. Dann gilt insbesondere v;, v, € U. Weil U ein Untervektorraum ist, folgt v +v, € U und Av; € U,
und ebenso gilt v; + v, € U’ und Av; € U’, weil U’ ein Untervektorraum ist. Aus v; + v, € U und v; + v, € U’ folgt
v, + v, € UNU’, ebenso erhalten wir Av; € U N U’. Damit sind die Untervektorraum-Eigenschaften fiir die Menge
U N U’ nachgewiesen.

Nun zeigen wir, dass auch die Menge U + U’ ein Untervektorraum von V ist. Wegen 0,, € U und 0,, € U’ gilt zunéchst
Oy =0y +0y € U+ U’. Seien nun v;,v, € U+ U’ und A € K vorgegeben. Dann gibt es u,u, € U und uj,u), € U’
mit v; = u; +u} und v, = u, +u,. Weil U ein Untervektorraum ist, gilt u; +u, € U, ebenso gilt u’ +u;, € U’. Es folgt
v+ vy = (ug +u)) + (up +u)) = (uy +uy) + (1) +u)) € U+ U’. Aus der Untervektorraum-Eigenschaft von U und U’
folgt auch, dass Au; € U und Au) € U’ gilt. Wir erhalten Av; = A(u; +u}) = Au; + Auj € U + U’. Damit haben wir

auch die Untervektorraum-Eigenschaften von U + U’ nachgerechnet. |

Auch aus mehr als zwei Untervektorrdumen kann eine Summe gebildet werden. Sei V ein K-Vektorraum, und sei

U;, Uy, Us, ... eine beliebige Anzahl von Untervektorrdumen von V. Man definiert

1 r+1 r
DU=U; und > U= (Z Uk) +U,,, fir r>1.
k=1

k=1



Der Nachweis, dass es sich bei 21221 U, fiir jedes r € IN um einen Untervektorraum von V handelt, erfolgt durch voll-

standige Induktion iiber r, was hier aus Zeitgriinden aber nicht ausgefiihrt wird. Ebenso zeigt man durch vollstdndige

k=1

Induktion, dass

ukEkaijrlskSr} gilt.

(6.5) Definition. FEin K-Vektorraum V wird direkte Summe der Untervektorrdume U, U’ C V

genannt, wenn die Bedingungen
V=U+U" und UNU ={0y} erfiillt sind.

Die direkte Summe zweier Untervektorrdaume U, U’ wird mit U & U’ bezeichnet.

(6.6) Lemma. Sei V ein K-Vektorraum mit Untervektorrdumen U,U’ C V. Dann sind die

folgenden Bedingungen dquivalent:

) v=UueU

(ii) Fir jedes v € V gibt es eindeutig bestimmte Vektoren u € U und u’ € U’
mitv=u+u'.

Beweis: (i) = (ii) © Wegen V = U + U’ gibt es fiir jeden Vektor v € V Elemente u € U und v’ € U’ mitv =u +u’.
Wir beweisen nun die Eindeutigkeit. Sei v € V, und seien uy,u, € U und uj,u), € U’ mit v = u; +u} = u, +u,. Dann

gilt u; —u, =u), —u; € UNU’. Wegen UNU’ = {0y} folgt u; —u, = u), —u’ =0y, also u; = u, und u} = u,.

L(ii) = (D)“ Weil jeder Vektor v € V in der Form v = u+ v’ mit u € U und u € U’ geschrieben werden kann, gilt
V = U + U’. Wir zeigen nun, dass auch UN U’ = {0, } erfiillt ist. Die Inklusion ,,2“ ist offensichtlich, da U und U’
Untervektorraume sind und somit O, in U und U’ enthalten ist. Sei nun v € U N U’ vorgegeben. Nach Voraussetzung
gibt es eindeutig bestimmte u € U, u’ € U’ mit v =u+u’. Aus v = 0, + v mit 0, € U und v € U’ folgt auf Grund der
Eindeutigkeit u = 0,,. Ebenso kénnen wir v auch in der Form v = v + 0, mit v € U und 0,, € U’ schreiben. Diesmal

liefert die Eindeutigkeit die Gleichung u’ = 0y,. Insgesamt erhalten wir v =u +u’ = 0, + 0, = 0y,. m|

Auch die direkte Summe von mehreren Untervektorrdaumen lasst sich rekursiv definieren. Sei V ein K-Vektorraum,

und seien Uy, U,, Us, ... Untervektorrdume von V. Dann setzt man
1 r+1 r
Pu.=u, und @Uk:(@uk)eum fir r>1.
k=1 k=1 k=1

Damit die direkte Summe @,’(:11 Uy gebildet werden kann, diirfen sich @, _, U, und U,, jeweils nur in {0y} schnei-
den.



(6.7) Satz. SeiV ein Vektorraum, r € IN, und seien Uy, ..., U, Untervektorrdume von V. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

.
() Esgilt vV =EPU;.
k=1

(i) Jeder Vektor v € V kann auf eindeutige Weise als Summe v = er{:l u; dargestellt werden,
mity, €U firl <k <.

(i) Fir 1<k <rgiltV =y U;und U;n (Z Uj) ={0,}.

J=1 Jj#k

Beweis: Wir beweisen die Aquivalenz der drei Aussagen durch vollstdndige Induktion {iber r. Im Fall r = 1 besteht
(i) nur in der Aussage V = U,. Aussage (ii) besagt, dass fiir jedes v € V ein eindeutig bestimmter Vektor u; € U,
mit v = u; existiert, was offenbar zu (i) dquivalent ist. Die Aussage (iii) besteht aus den Gleichungen V = U; und
U; N {0y} = {0y}, und wiederum ist ,,(i) < (iii)“ offensichtlich.

Sei nun r € IN vorgegeben, und setzen wir die Aquivalenz von (i), (i) und (iii) fiir dieses r voraus. Seien Uy, ..., U, ,,
beliebige Untervektorraume von V. Wir beginnen mit dem Beweis der Implikation ,,(i) = (ii)“. Hier lautet die Vor-

aussetzung
r+1 r
v = Pu = (@ Uk)eBUrH.
k=1 k=1

Insbesondere gilt V = Z,:ill Uy; dies bedeutet, dass jedes v € V jedenfalls als Summe v = u; + ... + u,,; dargestellt

/
r+1

ist. Weil V nach Voraussetzung die direkte Summe von @;_, Uy und U, ist, folgt u; +... +u, = u} + ...+ u/ und
U1 = u,,, nach|(6.6)| Nach Induktionsvoraussetzung besitzt jedes Element in @, _, U, eine eindeutige Darstellung

werden kann, mit uy € Uy fiir 1 < k < r+1. Nehmen wir nun an, dass v = u} +...+u/  ; eine weitere solche Darstellung

als Summe von Elementen in Uy, ..., Uy. Aus uy + ... +u, = u} +... +u/ folgt also u = u; fir 1 <k <r.

Beweisen wir nun die Implikation ,,(ii) = (iii)“ und setzen dazu (ii) voraus. Zunichst zeigen wir die Gleichung
V= Z,:ill Uy. Die Inklusion ,,2“ ist nach Definition der Summe offensichtlich. Andererseits hat auf Grund unserer
Voraussetzung jedes Element v € V eine Darstellung v = u; + ... + u,,; mit u, € Uy fiir 1 < k < r + 1. Also gilt auch

,C“ Seinun k € {1,...,r + 1} vorgegeben. Zu zeigen ist die Gleichung

U,N (Z Uj) = {0y}

j#k
Hier ist ,,2“ offensichtlich erfiillt. Zum Beweis von ,,C“ nehmen wir an, dass ein Vektor v # 0, im Durchschnitt

existiert. Dann liegt v einerseits in Uy, andererseits gilt v =) ik U fiir gewisse Elemente u; mitu; € U; fiir 1 < j <

r+1

r+1 und j # k. Setzen wir u; = —v, dann gilt ijl u; = Oy. Weil aber der Nullvektor auch in der Form 0y, +...+ 0y

mit 0y € U fiir 1 < j < r+1 dargestellt werden kann, und weil diese Darstellung nach (ii) eindeutig ist, folgt u; = 0y
fir 1 <j <r+1mitj# k und auch v = —u; = 0, im Widerspruch zur Annahme.



Zeigen wir nun noch die Implikation ,,(iii) = (i)“ und setzen dazu (iii) voraus. Zu zeigen ist

r+1 r
v = Pu = (@ Uk)GBU,H.
k=1 k=1

Wir betrachten den Untervektorraum U = ZZ=1 Uy.. Nach Voraussetzung gilt U, N (D] i Uj) = {Oy}firl<k<r+1.
Damit ist fiir 1 < k < r jeweils erst recht der Durchschnitt von U mit Zj 2kr+1 Uj gleich {0y }. Also ist die Bedingung
(iii) fiir den K-Vektorraum U und die Untervektorraume Uy, ..., U, von U erfiillt. Die Induktionsvoraussetzung liefert

U = @ Uk'
k=1

Weiter gilt nach Voraussetzung V = U+V,,, aulerdem UNV, ., = {0y }. Wie gewiinscht erhalten wir V =U®V,,; =

r+1
=1 Uk~ O

uns damit

(6.8) Proposition. Seien V,W K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Ferner
seien V' C V und W/ C W Untervektorraume. Dann sind die Teilmengen

Pp(V)={p(v) | veV'} und ¢! W)={veV | p(v)eW’}
Untervektorraume von W bzw. von V.

Beweis: Wir rechnen die Untervektorraum-Axiome fiir beide Teilmengen direkt nach. Seien w,w’ € ¢(V’) und A € K.
Dann gibt es nach Definition von ¢ (V') Vektoren v,v' € V' mitw = ¢(v) und w’ = ¢(v’). Da V' ein Untervektorraum
ist, gilt v+ v’ € V' und damit

w+w' =M +d(V)=0p(v+v) € ¢V
Ebenso gilt Av € V’ auf Grund der Untervektorraum-Eigenschaft und somit Aw = A¢(v) = ¢(Av) € (V).

Nun zeigen wir, dass auch ¢ (W) ein Untervektorraum ist. Seien dazu v, v’ € ¢ "}(W’) und A € K vorgegeben. Dann
gilt p(v), p(v') € W und ¢ (v)+¢(v') € W/, da W’ ein Untervektorraum von W ist. Aus ¢ (v+v') = ¢ (v)+op(v') e W’
folgt v+v' € ¢ 1(W’). Da auch A¢(v) in W’ liegt, erhalten wir ¢ (Av) = A¢(v) € W’ und somit Av € ¢ 1(W’). O

(6.9) Definition. Seien V,W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung.
Dann nennt man

() ker(¢p)=o¢*({o,)={veV|¢p(v)=0,} den Kernund
(i) im(¢p)=¢(V)={¢(v)|veV } das Bildvon ¢.

Nach Prop. |(6.8)|ist ker(¢ ) ein Untervektorraum von V und im(¢) ein Untervektorraum von W.

(6.10) Proposition. Seien V, W K-Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung.

(i) Die Abbildung ¢ ist genau dann surjektiv, wenn im(¢) = W gilt.

(i) Sie ist genau dann injektiv, wenn ker(¢) = {0, } erfiillt ist.



Beweis: Aussage (i) ist nach Definition der Surjektivitdt unmittelbar klar. Zum Beweis von (ii) setzen wir zunéchst
voraus, dass ¢ injektiv ist. Die Inklusion {0y } € ker(¢) ist erfiillt, weil der Kern ein Untervektorraum von V ist. Zum
Nachweis von ker(¢) C {0y} sei v € ker(¢) vorgegeben. Dann gilt ¢ (v) = 0y, = ¢(0y), und aus der Injektivitdt von
¢ folgt v =0y.

Setzen wir nun umgekehrt die Gleichung ker(¢) = {0y } voraus, und beweisen wir die Injektivitdt von ¢. Seien dazu
v,v' €V mit ¢(v) = ¢ (v') vorgegeben. Dann gilt ¢ (v —v) = ¢(v')— ¢ (v) = 0, und somit v/ —v € ker(¢). Aus der
Voraussetzung an den Kern folgt v/ —v =0, & v =" O

(6.11) Definition. FEine Teilmenge A € V wird affiner Unterraum von V genannt, wenn
entweder A= @ gilt oder ein Untervektorraum U und ein Vektor v € V existieren, so dass

A = v+U = {v+ul|lueU} erfiillt ist.

Betrachten wir einige konkrete Beispiele fiir affine Unterrdume.

(i) Seienu,v € V. Dann ist u+1lin(v) = {u + Av | A € K} ein affiner Unterraum. Im Fall v # 0, bezeichnet man
ihn als affine Gerade. Fiir beliebige u,v,w € V ist auch durch

u+lin(v,w) = {u+Av+uw]|A,uekK}

ein affiner Unterraum gegeben. Ist v # 0, und w kein skalares Vielfaches von v (also w # Av fiir alle A € K),
dann nennt man u + lin(v, w) eine affine Ebene.

(ii) Die Losungsmenge £ C K" eines beliebigen linearen Gleichungssystems bestehend aus m Gleichungen in n
Unbekannten ist ein affiner Unterraum von K". Dies folgt aus der Tatsache, dass fiir jedes Element v € ¢
nach die Gleichung ¥ = v + <" gilt, wobei ¥" die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS
bezeichnet, und dass £" stets ein Untervektorraum von K" ist.

(6.12) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum und & # A C V ein affiner Unterraum.

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten Untervektorraum U, so dassA=v + U fiireinv € V
erfullt ist.

(ii) Fiir jeden Vektor w € A erfiillt der Untervektorraum U aus Teil (i) die Gleichung A= w+U.

Wir nennen U den zu A gehérenden Untervektorraum und bezeichnen ihn mit £ (A).

Beweis: zu (i) Nehmen wir an, dass v, v’ € V Vektoren und U, U’ Untervektorraume von V mit v+ U =A=v'+ U’
sind. Wegen v € A gilt v =v'+u,, fiir ein u, € U’, und wegen v’ € A gilt v/ = v+u; fiir ein u; € U. Der Differenzvektor

v’/ — v ist also sowohl in U als auch in U’ enthalten. Wir beweisen nun die Gleichung U = U’.

»,C“ Istu € U, dann liegt v+u in A, und folglich gibt es ein u’ € U’ mit v+u = v/+u’. Es folgtu = (v'—v)+u’ € U’. , 2

n=

Istu’ € U’ vorgegeben, dann gilt v/ +u’ in A, es gibt also ein u € U mit v'+u’ = v+u. Daraus folgt u’ = (v—v')+u € U.



zu (i) Sei U = £(A), v € V ein Vektor mit A= v + U und w € A ein beliebiges Element. Dann gibt es ein u € U
mit w = v 4+ u. Wir beweisen nun die Gleichung v+ U =w+U. ,C“ Istv,; € v+ U, dann gibt es ein u; € U mit
vi =v+u,und esfolgtv; = (w—u)+u; =w+(u; —u)ew+U. ,2“ Ist w; € w+ U, dann existiert ein u; € U

mit w; =w+u,. Esfolgtw, =w+uy; =(v+u)+uy; =v+(utu)ev+U. O



§ 7. Erzeugendensyteme und lineare Unabhdngigkeit

Zusammenfassung. Bereits im letzten Kapitel haben wir gesehen, wie durch die Angabe von ein oder zwei Elementen v, w eines
Vektorraums V Untervektorrdume definiert werden konnen, die wir mit lin(v) und lin(v, w) bezeichnet hatten. Wir werden nun
sehen, dass jeder beliebigen Teilmenge S C V ein Untervektorraum lin(S) zugeordnet werden kann. Man bezeichnet S dann das
Erzeugendensystem von lin(S). Die Elemente von lin(S) sind die Linearkombinationen von S; dabei handelt es sich um die Summen
der Form A v, + ...+ A, v, mit A;,...,A, €K und vy, ...,v, €S.

Die Erzeugendensysteme ermoglichen eine einfache und kompakte Beschreibung aller Untervektorrdume eines Vektorraums V,
denn wie wir sehen werden, benétigt man in der Regel nur Teilmengen S € V mit einer begrenzten Anzahl von Vektoren. So
kann zum Beispiel jeder Untervektorraum von IR® durch die Angabe von hochstens drei Vektoren beschrieben werden. Neben der
Definition von lin(S) werden wir einige einfache Regeln zum Umgang mit Erzeugendensystemen kennenlernen. Wichtig ist auch
die Charakterisierung von lin(S) als kleinster Untervektorraum U von V, der S als Teilmenge enthilt.

Eine Teilmenge S C V heil3t linear abhdngig, wenn der Nullvektor Oy als nichttriviale Linearkombination von Elementen aus S
darstellbar ist. Beispielsweise ist {e;,e,,e; + e,} eine linear abhingige Teilmenge von R2, denn es gilt die Gleichung e; + e, +
(—1)(e; +e,) = Op2. Bei Mengen mit mehr als einem Element ist dies gleichbedeutend damit, dass ein Element in S existiert, dass
als Linearkombination der anderen Elemente aus S dargestellt werden kann. Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit wird im
néchsten Kapitel bei der Definition des Dimensionsbegriffs eine wichtige Rolle spielen.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

— Linearkombination eines Tupels (v, ..., v,) von Vektoren
— von einer Teilmenge S C V aufgespannter Untervektorraum lin(S)
—  Erzeugendensystem eines K-Vektorraums

— lineare Unabhéngigkeit eines Tupels bzw. einer Menge von Vektoren

(7.1) Definition. SeiV ein K-Vektorraum, r € N, und (vy, ..., v,) ein Tupel von Elementen aus
V; im Fall r = 0 ist das leere Tupel () ohne Eintrdge gemeint. Wir bezeichnen einen Vektor w € V
als Linearkombination des Tupels, wenn ein Tupel (A4, ..., A,) € K" existiert, so dass

w = Zkivi erfiillt ist.
i=1

Ist S C V eine Teilmenge, dann bezeichnen wir w als Linearkombination von S, wenn ein Tupel
(v1,...,v,) mit v; € S fiir 1 < i < r existiert, so dass w Linearkombination dieses Tupels ist. Die
Menge aller Linearkombinationen von S in V bezeichnen wir mit lin(S).

Fiir das leere Tupel () existiert nur eine einzige Linearkombination, ndmlich der Nullvektor O. Der Definition un-
mittelbar zu entnehmen ist, dass aus S C S’ stets lin(S) C 1lin(S’) folgt. Gilt V = lin(S), dann wird S ein Erzeugen-

densystem von V genannt. In diesem Fall sagt man auch, dass der Vektorraum V von S erzeugt oder aufgespannt
wird.



Fiir die Vektorrdume K" und .#,,,, x existieren endliche Erzeugendensysteme, ndmlich im ersten Fall die Menge
{eq,...,e,} der Einheitsvektoren und im zweiten die Menge {B;, | 1 < k < m,1 < { < n} der Basismatrizen. Es gibt
aber auch Vektorrdume, die durch keine endliche Teilmenge ihrer Vektoren aufgespannt werden kénnen.

(7.2) Satz. (ohne Beweis)

Fiir jeden Korper K gibt es einen Erweiterungsring K[x] 2 K mit einem ausgezeichneten Element
x ¢ K, so dass fiir jedes f € K[x] folgende Bedingung erfiillt ist. Entweder ist f = O, oder es
gibt ein eindeutig bestimmtes n € IN, und eindeutig bestimmte Elemente ay, ..., a, € K mit

n

f = Zakxk und a, # Og.
k=0
Man nennt K[x] den Polynomring iiber dem Korper K, seine Elemente bezeichnet man als

Polynome. Im Fall f # Oy bezeichnet man n als den Grad des Polynoms.

Es sei noch einmal hervorgehoben, dass das Element x des Polynomrings K[ x] kein Element des Kérpers K ist! Man
kann K[x] als K-Vektorraum betrachten, in dem man die Vektoraddition mit der gewthnlichen Addition im Ring
K[x] gleichsetzt und die skalare Multiplikation K x K[x] — K[x] durch Einschrankung der Multiplikationsabbildung

K[x]xK[x]—K[x] , (f,g)—f¢g

definiert. In diesem Fall ist dann S = {x" | n € IN,} ein (unendliches) Erzeugendensystem von K[ x ] als K-Vektorraum,
wobei x° = 1 ist. Jedes Polynom ist Linearkombination von S. Beispielsweise ist das Polynom f = x” —4x> +5 eine
Linearkombination des Tupels (1, x3,x”), und ebenso eine Linearkombination von (1, x, x?, ..., x7). Man kann sich
aber leicht iiberzeugen, dass keine endliche Teilmenge T € K[x] mit der Eigenschaft lin(T) = K[x] existiert. Denn in
T gibt es ein Polynom mit maximalem Grad n, und folglich kann keine Linearkombination von T einen Grad grof3er
als n haben. Dies bedeutet, dass zum Beispiel x"*! nicht in lin(T) enthalten ist.

(7.3) Satz. SeiV ein K-Vektorraum und S € V eine Teilmenge. Dann gilt

(i) Die Menge lin(S) bildet einen Untervektorraum von V mit lin(S) 2 S.

(i) Ist U ein weiterer Untervektorraum von V mit U 2 S, dann gilt U 2 lin(S).

Somit ist lin(S) der kleinste Untervektorraum von V, der S als Teilmenge enthélt.

Beweis: zu (i) Zunichst beweisen wir, dass 1in(S) ein Untervektorraum von V ist. Der Nullvektor 0, ist eine
Linearkombination des leeren Tupels und somit in lin(S) enthalten. Seien nun v,w € lin(S) und A € K vorgegeben.
Zu zeigen ist v + w € lin(S) und Av € lin(S). Wegen v € 1lin(S) gibt es ein r € IN;, und ein Tupel (v4, ...,v,), so dass v
Linearkombination dieses Tupels ist. Es existiert also ein Tupel (A4, ...,A,) €K™ mitv = Z:zl A;v;. Genauso folgt aus
w € 1lin(S) die Existenz eines s € IN, und von wy, ...,w, € S und g, ..., U, € K mit w = Z;Zl u;jw;. Die Gleichung

v+w = Zr:kivi-kzs:,ujwj

i=1 j=1



zeigt, dass v + w eine Linearkombination des Tupels (vy, ..., V., Wy, ..., w;) ist und somit in lin(S) liegt. Ebenso folgt
aus Av = Zirzl(lli)vi, dass Av eine Linearkombination von (v, ..., v,.) ist und Av somit ebenfalls in 1in(S) enthalten
ist. Der Nachweis der Untervektorraum-Eigenschaft von lin(S) ist damit abgeschlossen. Es gilt S C lin(S), denn jedes
v € S ist wegen v = 1g - v jeweils Linearkombination des einelementigen Tupels (v) und somit nach Definition in
lin(S) enthalten.

zu (ii) Sei U ein beliebiger Untervektorraum von V mit U 2 S. Wir zeigen durch vollstindige Induktion iiber n € IN,),
dass jede Linearkombination jedes n-elementigen Tupels (vy, ..., v,) mit v; € S fiir 1 < i < n in U enthalten ist. Daraus
folgt dann unmittelbar 1in(S) € U. Fiir n = 0 ist die Aussage klar, denn die einzige Linearkombination des leeren

Tupels () ist der Nullvektor 0y, und es gilt 0, € U, weil U ein Untervektorraum von V ist.

Sei nun n € Ny, und setzen wir die Aussage fiir dieses n voraus. Sei (vy,...,v ;1) ein Tupel mit v; € S fir 1 <
i < n+1, und sei w eine Linearkombination dieses Tupels. Es gibt dann also ein Tupel (A1, ..., A1) € K™ mit
w= Z:l A;v;. Der Vektor w' = Z?zl A;v; ist eine Linearkombination des n-elementigen Tupels (v, ..., v,,) und somit
nach Induktionsvoraussetzung in U enthalten. Weiter gilt v,,.; € U wegen S € U und weiter A,,,v,,; € U und

w=w +2A,.1V,41 €U, da U ein Untervektorraum von V ist. Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. i

(7.4) Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen ein Tupel (v;, ..., v,) mit r € INg,
bestehend aus Vektoren v; € V, als linear unabhédngig, wenn fiir jedes Tupel (14, ...,A,) € K"
die Implikation

DAy =0, = A=..=1, =0

i=1
erfiillt ist. Eine Teilmenge S C V bezeichnen wir als linear unabhéngig, wenn jedes Tupel
(v4, ..., v,) bestehend aus lauter verschiedenen Elementen der Menge S linear unabhéngig ist.

Ein Tupel oder eine Teilmenge von V, die nicht linear unabhéngig ist, wird linear abhidngig genannt. Jedes Tupel,
dass einen Vektor mehrfach enthailt, ist automatisch linear abhédngig. Sind beispielsweise v,w € V zwei Vektoren,
dann ist das Tupel (v, w, v) linear abhéngig, denn es gilt 1 - v + O - w+ (—1¢) - v = Oy, aber nicht alle Eintrige des
Tupels (1g, 0g, —1k) sind gleich Null.

Ebenso kann man sich leicht {iberzeugen, dass jedes Tupel, und damit auch jede Teilmenge des Vektorraums V, die

den Nullvektor 0y, enthélt, linear abhéngig ist.

Das leere Tupel ist per Definition linear unabhéngig, und dasselbe gilt auch fiir die leere Menge &. Jede Teilmenge
einer linear unabhingigen Menge ist offenbar ebenfalls linear unabhangig. Ist (v4,...,v,) ein linear unabhéngiges

Tupel, dann ist {v, ..., v, } eine n-elementige linear unabhéngige Teilmenge von V.

Beispielsweise ist im K-Vektorraum K" das Tupel (e, ..., e,) bestehend aus den Einheitsvektoren linear unabhéngig.
Sei namlich (1,,...,4,) € K" ein Tupel mit Y. A;v; = Oy. Fiir 1 < k < n ist die k-te Komponente von ».._, A;e;
jeweils gleich D7 A;6; = Ar. Aus . A;v; = Oy folgt also A, = Ok fiir 1 < k < n. Also ist (ey, ...,e,) linear
unabhingig. Aus unserer letzten Anmerkung im vorherigen Absatz folgt somit, dass {e;,...,e,} eine n-elementige

linear unabhéngige Teilmenge von K" ist.



Ebenso ist die Menge { B,((';X") | 1 <k <m,1 << n} der Basismatrizen im K-Vektorraum #,,,, x der m x n-

Matrizen linear unabhéngig. Die Teilmenge {x" | n € IN,} des Polynomrings K[x] ist ein Beispiel fiir eine unendliche
linear unabhéngige Menge.

(7.5) Lemma. SeiV ein K-Vektorraum.

(i) Eine einlementige Teilmenge {v} C V ist genau dann linear abhingig, wenn v = 0y, ist,
ansonsten linear unabhingig.

(ii) Eine zweielementige Menge {v,w} ist genau dann linear abhingig, wenn ein A € K mit

y = Aw oder w = Av existiert.

Beweis: zu (i) ,<“ Wir haben bereits festgestellt, dass ein Tupel oder eine Menge, die den Nullvektor enthélt,
linear abhangig ist. Insbesondere ist (0, ) linear abhingig (denn es gilt 1; - 0, = 0y, aber nicht alle Eintrdge des
Tupels (1g) sind gleich Null), und somit auch {0y} linear abhingig. ,=“ Wenn {v} linear abhéngig ist, dann gibt
es ein Tupel bestehend aus lauter verschiedenen Vektoren der Menge {v}, das linear abhingig ist. Hierfiir kommt nur
das einelementige Tupel (v) in Frage. Weil es linear abhéngig ist, gibt es ein A € K \ {0} mit Av = 0. Daraus folgt
v=1g-v=2"1w)=21"1-0, =0,.

zu (ii) ,=“ Wir betrachten nur den Fall, dass w = Av fiir ein A € K gilt; im anderen Fall 1auft die Argumentation
vollkommen analog. Weil {v, w} zweielementig ist, gilt v # w. Somit ist (v, w) ein Tupel bestehend aus verschiedenen
Elementen der Menge {v, w}. Dieses Tupel ist linear abhéngig, denn es gilt (—A)v + 1x - w = —w+w = 0y, aber nicht
alle Eintrage des Tupels (—A, 1) sind gleich Null. Also ist auch die Menge {v, w} linear abhingig.

,<=“ Ist {v,w} linear abhingig, dann gibt es ein Tupel bestehend aus verschiedenen Elementen der Menge {v, w},
das linear abhéngig ist. Hierfiir kommen nur die Tupel (v), (w) und (v, w) in Frage. Wie wir bereits unter (i) gesehen
haben, kann das Tupel (v) nur linear abhéngig sein, wenn v = 0y gilt. In diesem Fall ist v = Oy - w. Ebenso kann
(w) nur im Fall w = 0y, linear abhéngig sein, und dann folgt w = Oy, - v. Ist (v,w) linear abhéngig, dann gibt es
Koeffizienten A, u € K, nicht beide gleich Null, mit Av + uw = 0y Im Fall A # 0y, gilt v = (—5)w, im Fall u # 0y, ist

w= (—%)v. O

(7.6) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum und S C V eine beliebige Teilmenge.

(i) Genau dann ist S linear abhingig, wenn ein v € S mit v € lin(S \ {v}) existiert.

(ii) Ist S linear unabhingig und v € V \ lin(S), dann ist auch S U {v} linear unabhéngig.

Beweis: zu (i) ,<“ Angenommen, es gibt ein v € S mit v € lin(S \ {v}). Dann gibt es ein r € IN, und ein Tupel
(v4,...,v,) von Vektoren aus S \ {v} mit der Eigenschaft, dass v eine Linearkombination dieses Tupels ist. Es gibt
also ein Tupel (A4,...,A,) €K™ mit v = Z:zl A;v;. Dabei diirfen wir davon ausgehen, dass die Vektoren vy, ..., v, alle
verschieden sind. Kommt némlich einer der Vektoren v; mehrfach im Tupel vor, gilt also v; = v; fiir ein j # i, dann
konnen wir die Summe A;v; +4;v; durch (A; +A;)v; ersetzen. Dies zeigt, dass wir v; aus dem Tupel streichen konnen,

j
ohne dass die Eigenschaft von v, eine Linearkombination des Tupels zu sein, verloren geht. Die Gleichung

vzzr:livi = (—1K)v+zr:livi=0‘,
i=1 i=1



zeigt nun, dass das Tupel (v, vy, ...,v,) linear abhéngig ist. Weil das Tupel aus lauter verschiedenen Elementen der

Menge S besteht, folgt daraus, dass S linear abhéngig ist.

,2=“ Ist S linear abhéngig, dann gibt es ein r € IN und ein linear abhingiges Tupel (v4, ..., v,) bestehend aus lauter
verschiedenen Vektoren der Menge S. Die lineare Abhéngigkeit bedeutet, dass A4,...,A, € K existieren, nicht alle
gleich Null, mit Zirzl A;v; =0y,. Nehmen wir an, dass i € {1,...,r} ein Index mit A; # 0 ist. Dann kann die Gleichung

umgestellt werden zu

Dies zeigt, dass v; in lin(S \ {v;}) enthalten ist.

zu (ii) Nehmen wir an, dass S linear unabhéngig ist, dass v ¢ 1in(S) gilt, und dass S U {v} dennoch linear abhingig
ist. Dann gibt es ein r € IN und ein linear abhéngiges Tupel (v, ..., v,) bestehend aus lauter verschiedenen Elemen-
ten der Menge S U {v}. Einer dieser Vektoren v; muss mit v iibereinstimmen, denn ansonsten wéare (vy,...,v,) ein
linear abhéingiges Tupel bestehend aus Elementen der Menge S, und S somit linear abhédngig, im Widerspruch zur

Voraussetzung.

Seii€ {1,...,r} der Index mit v; = v. Auf Grund der linearen Abhéngigkeit gibt es Koeffizienten A4, ..., A, € K, nicht
alle gleich Null, mit Z]r':1 A;v; = Oy. Dabei muss A; # Oy gelten, denn andernfalls wire das Tupel ohne den Vektor
v; ebenfalls linear abhingig, was erneut im Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit von S stehen wiirde. So aber

e

J#i i

umstellen. Aber dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung v ¢ lin(S). O

koénnen wir die Gleichung wieder zu

Die Aussage (i) der soeben bewiesenen Proposition wird haufig auch in der Kontraposition verwendet.

(7.7) Folgerung. SeiV ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge S C V ist genau dann linear unab-
héngig, wenn v ¢ lin(S \ {v}) fir alle v € S erfiillt ist.

Am Ende dieses Kapitels sehen wir uns an, wie sich lineare Unabhéngigkeit und die Existenz von Linearkombinationen

rechnerisch nachweisen lésst. Sei V = R® und (v;, v,,v3) das Tupel bestehend aus den drei Vektoren

1 2 0
Vi = —1 , Vo= 6 , V3= 8
0 7 7

Sei auerdem v = (1,0,1) und w = (3,5, 7). Unser Ziel ist es zu tiberpriifen, ob v bzw. w Linearkombinationen des

Tupels (v;, V4, v3) sind. Dass es sich bei v um eine Linearkombination des Tupels handelt, ist dquivalent zur Existenz



von Koeffizienten A,, 15, A3 € R mit

1 2 0 1
AV + AV +A3v3=v & A | -1 |+A, |6 ]|+A3|8]|=]|0 =
0 7 7 1
A+ 22, 1
—A+6A,+8A; |=|0
Ay + 725 1

& (Aq, Ay, Ag) ist Losungsmenge des LGS x; +2x, =1, —x; +6x5+8x3 =0, 7x,+ 7x3=1.

Um zu sehen, ob das LGS eine Losung hat, stellen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix auf und bringen sie auf

normierte Zeilenstufenform.

1 2 0 1 1 2 01 1 2 01 1 2 01 1 0 =2 1
-1 6 8 0 — 0 8 81 — 01 10 — 0110 — 01 1 O
o 7 7 1 07 7 1 07 7 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Die dritte Zeile in der letzten Matrix entspricht der Gleichung 0 = 1. Das LGS ist also unldsbar. Auf Grund der oben
formulierten Aquivalenz folgt daraus, dass v keine Linearkombination des Tupels (v;, V5, v3) ist.

Betrachten wir nun an Stelle von v den Vektor w. Hier fithrt die Gleichung A;v; +A,v, + A3v; = w nach dem gleichen
Schema auf das LGS
X1+2X2:3, _X1+6X2+8X3:5, 7X1+7X3=7

Wieder stellen wir die erweiterte Koeffizientenmatrix auf und formen auf normierte ZSF um.

1 2 0 3 1 2 0 3 2 0 3 1 2 0 3 1 0 -2 1
-1 6 8 5 — 0 8 8 8 — 01 11 — 01 11 — 01 1 1
o 77 7 o7 77 01 11 0 0 0 O 0 0 0 O

Die Gleichungen in der letzten Matrix lauten x; —2x3 =1 und x, + x5 = 1, was zu x; = 1 +2x3 und x, = 1 — x5
umgeformt werden kann. Die Losungsmenge . des urspriinglichen LGS ist also gegeben durch

1+ 2% 1 2
X3 0 1

Jedes Element der Losungsmenge liefert eine Darstellung von w als Linearkombination des Tupels (v;, v,,v3). Setzt
man A = 0, so erhélt man zum Beispiel das Element (1,1,0) € &, und A = 1 entspricht (3,0, 1) € ¥. Tatsichlich gilt

sowohl
1 2 0 3 1 2 0
1-]-1|+1-1]6]|+0-|8 = 5 als auch 3-]-1]+0-]6|+1-]8 = 5
0 7 7 7 0 7



Nach einem &hnlichen Schema l&sst sich auch die lineare Unabhéngigkeit behandeln. Diesmal betrachten wir in
V = R3 das Tupel (v, v,, v3) bestehend aus den Vektoren

1 0 3
Vi = 2 s Vo = 2 , V3= 3
0 -1 3

Diesmal besteht unser Ziel darin, die lineare Unabhingigkeit von (v, v4, v3) nachzuweisen. Fiir jedes Tripel
(A1, A4, A3) in R3 gilt die Aquivalenz

1 0 3 0 A+ 32, 0
)lel + A2V2 + )’3‘/3 = 0R3 = 2‘1 2 |+ A«z 2 + )(43 31=10 = 2}.1 + 2};2 + 3%3 =10
0 1 3 0 Ay + 34 0

& (A, Ay, Ag) ist Losung des LGS x; +3x3 =0, 2x; +2x5 +3x3 =0, —x5 + 3x3 =0.

Diesmal handelt es sich um ein homogenes LGS. Es geniigt also, die nicht-erweiterte Koeffizientenmatrix aufzustellen

und auf normierte ZSF zu bringen.

1 O 3 1 3 1 3
2 2 — 2 -3 — 0 -3 — -3
-1 0 -3 0 2 -3 3

[
o
w

1 00
~ |01 3] —» 0 1 O
0 0 1

o
(=}
=

Die letzte Matrix entspricht dem System x; =0, x, =0, x3 =0, die Losungsmenge ¢ des Systems ist also gleich
{(0,0,0)}. Daraus ergibt sich insgesamt die Aquivalenz

)lel + )Lsz + Ang = 0R3 =4 (A’l’ Az, A3) = (0, O, 0) =4 )(‘1 = X‘Z = Ag =0.

Dies zeigt, dass das Tupel (v;, v, v5) tatsidchlich linear unabhéngig ist; dafiir ist bereits die Giiltigkeit der Implikation
,=“ hinreichend.



§ 8. Basis und Dimension

Zusammenfassung.  Eine Teilmenge eines K-Vektorraums V wird Basis genannt, wenn sie zugleich linear unabhéngig und
ein Erzeugendensystem von V ist. Das wichtigste Ergebnis dieses Abschnitts lautet, dass je zwei Basen eines endlich erzeugten
K-Vektorraums dieselbe Elementezahl besitzen; diese wird dann die Dimension von V genannt.

Wir bestimmen Basen fiir eine Reihe konkreter K-Vektorrdume (der K", Matrizen, Polynome). Auferdem leiten wir einige funda-
mentale Aussagen iiber K-Vektorrdume her. Als wichtigste sind hier der Basisauswahlsatz und der Basisergdnzungssatz zu nennen:
Aus jedem Erzeugendensystem eines K-Vektorraums kann eine Basis ausgewé#hlt werden, und jede linear unabhéingige Teilmenge
kann zu einer Basis ergédnzt werden.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

—  (geordnete) Basis eines K-Vektorraums V

—  Austauschsatz

— Je zwei Basen eines endlich erzeugten K-Vektorraums haben gleich viele Elemente.
— Dimension eines K-Vektorraums

— Basisauswahlsatz und Basisergdnzungssatz

(8.1) Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge B C V hei3t Basis von V, wenn sie
linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem von V ist. Ein Tupel (v4, ..., v,) mit n € IN,, beste-
hend aus Vektoren v; € V, wird geordnete Basis genannt, wenn {v, ..., v,} aus n verschiedenen
Elementen besteht und eine Basis von V bildet.

Im letzten Kapitel haben wir mehrere Beispiele fiir Teilmengen eines Vektorraums V gesehen, die einerseits den
Vektorraum V erzeugen und andererseits auch linear unabhéngig sind. Beispielsweise ist durch die Menge {e, ..., e,}

]((’;X”) | 1<k <m,1 <{ <n} der Basismatrizen bildet
eine Basis des Vektorraums .#,,, x (daher der Name). Die Menge {x" | n € Ny} bildet eine (unendliche) Basis des
K-Vektorraums K[ x].

der Einheitsvektoren eine Basis des K" gegeben. Die Menge {B

(8.2) Satz. SeiV ein K-Vektorraum. Fiir eine Teilmenge B C V sind die folgenden Aussagen
aquivalent.

(i) Sie ist eine Basis von V.

(ii) Sie ist ein minimales Erzeugendensystem von V.

(iii) Sie ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V.

Beweis: (i) = (i) Nehmen wir an, dass B kein minimales Erzeugendensystem von V ist. Dann gibt es eine
Teilmenge S ¢ B mit V = 1in(S). Wahlen wir v € B\ S beliebig, dann gilt v € 1in(S). Nach Prop. [(7.6)| (i) ist S U {v}
also linear abhéngig. Wegen B 2 S U {v} ist dann auch B linear abhingig, im Widerspruch zur Voraussetzung.



,(i) = (iii)“ Gehen wir zunédchst davon aus, dass B linear abhingig ist. Dann gibt es nach ()einv € B
mit v € lin(B \ {v}). Aus B\ {v} C lin(B \ {v}) und v € lin(B \ {v}) folgt B C lin(B \ {v}). Mit Satz folgt
V =lin(B) C lin(B\ {v}), weil lin(B \ {v}) ein Untervektorraum von V ist, und damit V = lin(B \ {v}) Aber dies steht
im Widerspruch zu der Vorausetzung, dass B ein minimales Erzeugendensystem von V ist.

Nehmen wir nun an, B ist zwar linear unabhéngig, aber als linear unabhéngige Teilmenge nicht maximal. Dann gibt
es eine linear unabhingige Teilmenge S von V mit S 2 B. Sei nun v ein beliebiges Element in S \ B. Wegen V = lin(B)
gilt v € lin(B) und wegen B C S \ {v} damit erst recht v € lin(S \ {v}). Nach Prop. (i) bedeutet dies, dass S
linear abhéngig ist. Unsere Annahme hat also erneut zu einem Widerspruch gefiihrt.

,(iii)) = ()“ Nehmen wir an, dass B kein Erzeugendensystem von V ist. Dann existiert ein v € V \ lin(B). Nach Prop.
(ii) ist deshalb mit B auch BU{v} linear unabhéngig. Aber dies widerspricht der Voraussetzung, dass B maximal
als linear unabhéngige Teilmenge von V ist. Also ist B sowohl linear unabhéngig als auch ein Erzeugendensystem
von V, insgesamt eine Basis. O

(8.3) Lemma. (Austauschlemma)

Sei V ein K-Vektorraum, S C V eine linear unabhéngige Teilmenge und E C V ein Erzeugenden-
system von V. Dann gibt es fiir jeden Vektor v € S\ E ein w € E\ S, so dass auch (S \ {v}) U {w}
eine linear unabhingige Teilmenge von V ist.

Beweis: Setzen wir S’ =S\ {v}, dann stimmt E \ S mit E \ S’ {iberein, wegen v ¢ E. Existiert kein w wie angegeben,
dann ist S’ U {w} fiir alle w € E \ S’ linear abhiingig. Nach Prop. (ii) folgt daraus w € lin(S’) fiir alle w € E\ §’,
also E'\ S’ C lin(S’). Zusammen mit S’ C lin(S") folgt E C lin(S’). Weil lin(S’) ein Untervektorraum von V ist, folgt
daraus wiederum V = lin(E) C 1lin(S’), nach Satz Insbesondere ist v in lin(S’) enthalten, die Menge S'U{v} =S
nach Prop. (i) also linear abhéngig, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

(8.4) Satz. (Austauschsatz)

Sei V ein K-Vektorraum, S C V eine linear unabhéngige Teilmenge und E C V ein Erzeugen-
densystem. Dann gibt es fiir jede endliche Teilmenge T C S eine Teilmenge F C E mit der
Eigenschaft, dass |F| = |T| gilt und auch (S \ T) U F linear unabhéngig ist.

Beweis: Der Hauptteil des Beweises besteht im Nachweis der folgenden Hilfsaussage: Fiir jede endliche Teilmenge
T C S\ E gibt es eine Teilmenge F C E\ S, so dass |F| = |T| gilt und (S \ T) UF linear unabhéngig ist. Wir beweisen
diese Aussage durch vollstindige Induktion iiber n = |T|. Ist n = 0, dann folgt T = @. Setzen wir F = &, dann gilt
|F]=0=|T|. AuBerdem gilt (S\ T)UF =S, also ist diese Menge linear unabhingig.

Sei nun n € N, und setzen wir die Aussage fiir n voraus. Sei T C S \ E eine (n + 1)-elementige Teilmenge und ve T
ein beliebiges Element. Setzen wir T’ = T \ {v}, dann gilt |T’| = n und T = T’ U {v}. Nach Induktionsvoraussetzung
existiert eine Teilmenge F’ C E \ S mit |F’| = n und der Eigenschaft, dass (S \ T’) U F’ linear unabhingig ist. Die
disjunkte Zerlegung S = (S\ T)U T’ U {v} liefert die Gleichung S\ T’ = (S\ T)U {v}, und wegen SNF’ = & erhalten
wir die disjunkte Zerlegung (S\ T')UF' = (S\T)UF' U{v} =S U{v} mit S’ = (S\ T) U F’. Beim Ubergang von S
zu S’ U {v} haben wir alle Elemente aus T mit Ausnahme von v durch Elemente aus E \ S ersetzt.



Um auch das Element v noch gegen ein Element aus E \ S auszutauschen, wenden wir Lemma auf die linear
unabhingige Menge S’ U {v} an. Demnach existiert ein w € E \ (S’ U {v}) mit der Eigenschaft, dass S’ U {w} linear
unabhingig ist, und wegen w ¢ S’ liegt w insbesondere nicht in F’. Setzen wir F = F’ U {w}, dann gilt also |F| =
[F'|+1=n+1=|T|, auBerdem S'U{w} =(S\T)UF' U{w} =(S\T)UF. AuBerdem gilt w ¢ S. Denn aus w € S
wiirde wegen w ¢ S’ folgen, dass w € T und somit in S \ E liegt, im Widerspruch zu w € E. Es gilt also w € E\ S, und
zusammen mit F' C E\ S folgt F C E\ S.

Damit ist der Beweis der Hilfsaussage abgeschlossen. Sei nun T C S eine endliche Teilmenge. Definieren wir T’ =
T\E, dann besitzt T die disjunkte Zerlegung T = T'U(TNE), und aullerdem gilt T’ € S\E. Auf Grund der Hilfsaussage
existiert eine Teilmenge F’ C E \ S mit |F’| = |T’| und der Eigenschaft, dass (S \ T') U F’ linear unabhingig ist. Sei
nun F = F'U(T NE). Wegen F' NS = & ist auch dies eine disjunkte Zerlegung, und folglich gilt |F| = |F’'|+|T NE| =
IT’| +|T NE| =|T|. AuRerdem gilt (S\ T)UF = (S\T)U(TNE)UF’ =(S\ T’)UF’, also ist diese Menge linear
unabhéngig. m|

Wir bezeichnen einen K-Vektorraum V als endlich erzeugt, wenn eine endliche Teilmenge E C V mit V = lin(E)

existiert.

(8.5) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum, E ein Erzeugendensystem von V und B C E eine
maximale linear unabhéngige Teilmenge von E. Dann ist B eine Basis von V.

Beweis: Nach Voraussetzung ist B U {v} fiir jedes v € E \ B linear abhéngig. Nach Prop. (i) folgt daraus
jeweils v € lin(B), es gilt also E \ B C lin(B). Zusammen mit B C lin(B) erhalten wir E C lin(B). Weil lin(B) ein
Untervektorraum von V ist, folgt V = lin(E) C lin(B) nach Satz Es gilt somit V = lin(B), und B ist linear
unabhéngig. Also ist B eine Basis von V. O

(8.6) Satz. SeiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(i) In V existiert eine endliche Basis B.
(ii) Fiir jede Basis B’ von V gilt |B’| = |B|, insbesondere ist jede Basis endlich.

(iii) Ist S CV linear unabhingig und E C V ein Erzeugendensystem von V,
dann gibt es eine Basis B’ mit S C B’ CE.

Beweis: zu (i) Nach Voraussetzung existiert eine endliche Teilmenge E, C V mit V = lin(E,;). Weil E, endlich ist,
existiert in E, eine maximale linear unabhéngige Teilmenge B, die natiirlich ebenfalls endlich ist. Nach Prop.|(8.5)

ist B also eine endliche Basis von V.

zu (ii) Sei B’ eine weitere Basis von V. Zunéchst zeigen wir, dass |B’| > |B| gilt. Dazu wenden wir den Austauschsatz
(8.4)|auf S = T = B und E = B’ an. Demzufolge existiert eine Teilmenge F C B’ mit |F| = |B|. Insbesondere gilt also
die Ungleichung |B’| > |F| = |B].

Um die Endlichkeit von B’ zu beweisen, wihlen wir in B’ eine beliebige Teilmenge T’ mit |T’| = |B|, was wegen
|B’| = |B| moglich ist. Der Austauschsatz liefert uns eine Teilmenge F’ C B mit der Eigenschaft, dass |F’'| = |T’| = |B|
gilt und (B’\ T’)UF’ linear unabhéngig ist. Wegen F’ C B und |F’| = |B| gilt F’ = B. Folglich ist die Menge (B’\ T)UB



linear unabhéngig. Weil aber B als Basis nach Satz((8.2)|eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V ist, muss
B’\ T’ C B gelten. Es folgt |B’| < |B’\ T’| +|T’| = |[B’\ T'| + |B| < |B| + |B| = 2|B|, insbesondere ist B’ endlich.

Dasselbe Argument, dass oben die Ungleichung |B| < |B’| gezeigt hat, kann nun auch auf B’ an Stelle von B ange-

wendet werden, und ergibt damit die Abschitzung |B’| < |B|. Insgesamt ist damit |B’| = |B| gezeigt.

zu (iii) Sei n = |B|; wir zeigen zunéichst, dass |B’| < n fiir jede linear unabhingige Menge mit S C B’ C E gelten
muss. Wenden wir den Austauschsatz auf B’, eine beliebige endliche Teilmenge T C B’ und das Erzeugendensystem B
an, so erhalten wir eine Teilmenge F C B mit |F| = |T|. Daraus folgt n = |B| > |F| = |T|. Jede endliche Teilmenge von
B’ hat also eine Méchtigkeit < n; dies ist nur méglich, wenn B’ endlich ist und |B’| < n gilt. Auf Grund der soeben
bewiesenen Ungleichung gibt es in E eine maximale linear unabhingige (und endliche) Teilmenge B’ mit B’ 2 S. Aus
Prop. dass diese Teilmenge B’ eine Basis von V ist. m|

Aus Teil (iii) von Satz ergibt sich unmittelbar

(8.7) Folgerung. SeiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

(i) (Basisergdnzungssatz)
Jede linear unabhéngige Teilmenge S C V kann zu einer Basis von V erginzt werden.

(ii) (Basisauswahlsatz)
Aus jedem Erzeugendensystem E von V kann man eine Basis von V auswahlen.

Beweis: Fiir Aussage (i) genigt es, Satz|(8.6)| (iii) auf S und E = V anzuwenden. Fiir Aussage (ii) wendet man den
Satz auf S = @ und E an. O

(8.8) Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Dann ist die Dimension von V definiert durch

) |[B| falls B eine endliche Basis von V ist,
dimV =
oo falls V nicht endlich erzeugt ist.

Man iiberpriife anhand der bisherigen Resultate, dass die Dimension eines beliebigen K-Vektorraums damit wohlde-
finiert ist: Nach Satz hat V entweder eine endliche Basis, oder V ist nicht endlich erzeugt. Im ersten Fall gilt
auRerdem fiir beliebig gewéhlte endliche Basen B, B’ von V jeweils |B| = |B’[; es ist somit gleichgiiltig, welche Basis
man fiir die Definition der Dimension heranzieht.

Wir bestimmen nun die Dimensionen der meisten uns bereits bekannten Vektorrdume.

(i) IstK ein Korper und n € IN, dann gilt dim K™ = n. Denn wie wir bereits festgestellt haben, bilden die Einheits-
vektoren e, ...,e, in K" eine n-elementige Basis.



(ii) Seien K ein Korper und m,n € IN. Dann gilt dim ., = mn, weil die Basismatrizen B"™™ mit 1 <k <m
P g mxn,K ke

und 1 < { < n eine mn-elementige Basis von .#,,,, x bilden.

(iii) Wir wissen bereits, dass C auf natiirliche Weise als R-Vektorraum angesehen werden kann. Eine Basis dieses
Vektorraums ist durch {1,i} gegeben. Denn einerseits kann jedes z € C auf Grund der Zerlegung in Real-
und Imaginarteil in der Form z = a -1+ b -i mit a,b € R dargestellt werden. Dies zeigt, dass {1,i} ein
Erzeugendensystem ist. Andererseits ist diese Darstellung auch eindeutig, denn ausz =a-1+4+b-i mita,b € R
folgt a = Re(z) und b = Im(g). Deshalb ist {1,i} auch linear unabhéngig. Fiir C als R-Vektorraum gilt also
dim C = 2; um zu verdeutlichen, dass C als R-Vektorraum betrachtet wird, schreibt man dimy C = 2.

(iv) Fassen wir C dagegen als C-Vektorraum auf, dann ist {1} eine Basis, und es gilt dim C = dimg C = 1. Allgemein
ist es nicht schwer zu zeigen, dass dimg C" = n und dimp C" = 2n fiir alle n € IN gilt; eventuell erledigen wir
das in den Ubungen.

(v) IstK ein Korper und V ein K-Vektorraum mit V = {0y}, dann gilt dim V = 0, denn in diesem Fall ist die leere
Menge @& eine nullelementige Basis von V. Tatsachlich ist & linear unabhéngig, und die einzige Linearkombi-
nation von @ ist der Nullvektor; es gilt also lin(@) = {0, }. Man kann sich leicht {iberlegen, dass umgekehrt
aus dimV = 0 jeweils V = {0y} folgt.

(vi) Fiir jeden Korper K gilt dimK[x] = oco. Denn wie wir in § 6 festgestellt haben, besitzt K[ x] als K-Vektorraum
kein endliches Erzeugendensystem.

Als weitere Konsequenz aus Satz[(8.6)| notieren wir noch

(8.9) Folgerung. SeiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum und n = dimV.

(i) Fiir jede linear unabhéngige Teilmenge S € V gilt |S| < n mit Gleichheit genau dann,
wenn S eine Basis von V ist.

(ii) Fir jedes Erzeugendensystem E von V gilt |E| > n mit Gleichheit genau dann, wenn E
eine Basis von V ist.

Beweis: zu (i) Sei S CV linear unabhéngig. Nach dem Basisergénzungssatz gibt es eine Basis B von V mit B 2 S.
Daraus folgt |S| < |B| = dimV = n. Beweisen wir nun die Aquivalenz. Gilt |S| = n, dann folgt aus S C B und
|S| = n = |B| die Gleichheit S = B. In diesem Fall ist S also selbst eine Basis. Setzen wir umgekehrt voraus, dass S
eine Basis von V ist, dann muss |S| = dimV = n gelten, denn die Dimension von V kann mit jeder beliebigen Basis

bestimmt werden.

zu (ii) Sei E C V ein Erzeugendensystem. Nach dem Basisauwahlsatz gibt es eine Basis B € E von V. Daraus folgt
n=dimV = |B| < |E|. Gilt |E| = n dann folgt aus |E| = n = |B| und B C E die Gleichheit E = B. Also ist E in diesem
Fall selbst eine Basis. Setzen wir andererseits voraus, dass E eine Basis von V ist, dann muss |E| = dimV = n gelten,
mit demselben Argument wie in Teil (i). O

Die soeben bewiesene Aussage kann folgendermaflen praktisch genutzt werden: Wenn man von einem endlich er-
zeugten K-Vektorraum V die (endliche) Dimension n bereits kennt und T C V eine n-elementige Teilmenge ist, dann



folgt aus der linearen Unabhéngigkeit bereits die Basiseigenschaft von T. Ebenso folgt aus V = lin(T) bereits die

Basiseigenschaft.

Beispielsweise ist wegen dim R® = 3 jede dreielementige linear unabhiingige Teilmenge des R bereits eine Basis von
R3, und ebenso ist jedes dreielementige Erzeugendensystem eine Basis. Andererseits zeigt die Folgerung auch, dass
es in R® kein zweielementiges Erzeugendensystem und keine vierelementige linear unabhingige Teilmenge geben
kann.

(8.10) Folgerung. SeiV ein endlich erzeugter K-Vektorraum, n = dimV und U ein Untervek-
torraum von V. Dann gilt dim U < n mit Gleichheit genau dann, wenn U =V gilt.

Beweis: Sei B eine Basis von U. Dann ist B insbesondere eine linear unabhéngige Teilmenge von V, und aus Folgerung
(i) erhalten wir dimU = |B| < n. Setzen wir U = V voraus, dann folgt offenbar dimU = dimV = n. Sei nun
umgekehrt dimU = n = dim V vorausgesetzt. Dann ist B wegen |B| = dim U eine n-elementige linear unabhéngige
Teilmenge von V. Aus Folgerung[(8.9)| (i) ergibt sich, dass B eine Basis von V ist. Somit gilt U = lin(B) = V. m|

Zum Abschluss des Kapitels soll eine praktische Umsetzung von Basisauswahlsatz und Basisergénzungssatz diskutiert

werden. Konkret beantworten wir die folgenden beiden Fragen. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

* Wenn S = {vy,..., v, } ein Erzeugendensystem von V ist, wie findet man eine in S enthaltene Basis?

* Wenn S = {vy, ...,V } eine r-elementige linear unabhéngige Teilmenge von V ist, wie ldsst sich die Menge S zu

einer Basis von V ergidnzen?

Der folgende Satz liefert eine Antwort auf die erste Frage im Spezialfall V = K™. Wir werden spater sehen, dass jeder
endlich-dimensionale K-Vektoraum V # {0, } isomorph zu K™ fiir ein m € IN ist. Das Problem der Basisauswahl l4sst

sich dann leicht auf solche Vektorraume {ibertragen.

(8.11) Satz. Seien m,n € IN, und sei S = {vy, ..., v,} eine n-elementige Teilmenge von K™. Sei
A€ Mpyynx die Matrix, deren Spalten genau die Vektoren vy, ..., v, sind, und sei A" die Matrix in
normierter ZSE die man durch Anwendung des Gauf3-Verfahrens auf A erhilt. Seien r, ji, ..., j,

die Kennzahlen der ZSE Dann ist {v; , ..., v; } eine Basis von lin(S).

Beweis: Die gemeinsame Losungsmenge £ C K" der homogenen linearen Gleichungssysteme mit den Koeffizi-
entenmatrizen A und A’ sind genau die Tupel (A4,..., A,) mit der Eigenschaft A,v; + ... + A,v, = Ogm. Sei S =
{1,...,n}\ {j1, ..., j-}. Wir betrachten nun das LGS zur Matrix A’. Bilden wir fiir ein beliebiges { € S den Losungs-
vektor b, wie in § 3 beschrieben, dann enthélt dieser an der {-ten Position den Wert 1, und die {ibrigen Eintrédge
ungleich null miissen sich auf die Positionen ji, ..., j,. verteilen. Dies zeigt, dass der Vektor v, eine Linearkombination
von T = {v; ,...,v; } ist. Insgesamt zeigt dies, dass die Vektoren vy, ..., v, alle in lin(T) enthalten und lin(T) folglich

ein Erzeugendensystem von lin(S) ist.



Wire T keine Basis von 1in(S), also linear abhingig, dann miisste es nach Prop. (i) moglich sein, ein Element v;,
als Linearkombination der Vektoren v; mit s # k darzustellen. Es gibe dann in . ein Element der Form (A4, ...,A,)
mit A;, =1 und A, = O fiir alle £ € S. Setzt man diese Werte aber in die k-te Gleichung von A’ ein, in der (nach
Definition der normierten ZSF) alle Koeffizienten der Variablen x; mits # k gleich null sind, so erhélt man die falsche
Gleichung 1 = 0. Der Widerspruch zeigt, dass es in ¢ kein derartiges Element und somit auch keine Darstellung von

v;, als Linearkombination der Vektoren v; mit s # k existiert. O

Wir demonstrieren die Anwendung des Satzes an einem konkreten Beispiel. Unser Ziel ist es, aus der Teilmenge

S = {vy, vy, v5} des R® gegeben durch

1 1 2
vi=1|2 , V=11 und vs=1]3
3 1 4

eine Basis des Vektorraums V = lin(S) auszuwéhlen. Dazu tragen wir die Vektoren als Spalten in eine Matrix ein und
formen auf normierte ZSF um.

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 01
2 1 3 — 0 -1 -1 — 0 1 1 — 01 1 — 01 1
3 1 4 0 -2 -2 0 —2 -2 0 0 O 0 0 O

Die normierte ZSF am Ende hat die Kennzahlen r = 2, j; = 1 und j, = 2. Nach Satz[(8.11)]ist somit {v;, v,} eine Basis
von lin(S). Anhand der Losungsmenge des zur Matrix gehérenden homogenen LGS l&sst sich auch leicht erkennen,
dass der Vektor v, als Linearkombination von {v;,v,} dargestellt werden kann und somit fiir eine Basis von lin(S)
nicht benétigt wird. Die Matrix in normierter ZSF entspricht dem LGS bestehend aus den Gleichungen x; + x; =0,

X5 + x3 = 0. Die Losungsmenge ist somit gegeben durch

Xl _XS _1
% = Xy €R3|x1=—x3,x2=—x3 = —X5 |x3€IR = x3| —1 x3€R
X3 X3 1

Der Losungsvektor (—1,—1,1) € & liefert die Gleichung (—1)v; + (—1)v, + v3 = Ops, was zu v3 = v; + v, dquivalent
ist.

Kommen wir nun zur Beantwortung der zweiten Frage. Gegeben sei eine linear unabhingige Teilmenge S = {vy, ..., v, }
im K™, die zu einer Basis von K™ ergéinzt werden soll. Wir wissen bereits, dass die Menge {e,...,e,,} der Ein-
heitsvektoren eine Basis und damit erst recht ein Erzeugendensystem des K™ bildet. Also ist auch die Menge T =
{V1, .0, Vpy €1, -, €} €10 Erzeugendensystem des K™. Mit dem in Satz formulierten Kriterium kann aus T ei-
ne Basis ausgewéhlt werden. Dabei ist nur zu beachten, dass die Vektoren vy, ..., v, ey, ..., €, tatsdchlich in dieser

Reihenfolge als Spalten in die Matrix A eingetragen werden.

Fir 1 < ¢ < n+m wird der £-te Vektor der Menge T vom Algorithmus genau dann aus dem Erzeugensystem entfernt,
wenn £ in der Menge S liegt, also nicht unter den Kennzahlen jj, ..., j. der normierten ZSF vorkommt. Der zugehdrige
Losungsvektor b, besitzt Eintrdge ungleich null nur an den Stellen jj, mit k < £ (denn nach Definition der normierten
ZSF kann der Eintrag a;, der {-ten Spalte nur dann ungleich null sein, wenn ji < £ ist). Dies bedeutet, dass der Vektor
v, eine Linearkombination der Vektoren v; mit ji, < ¢ ist. Weil die Menge S = {v;, ..., v, } linear unabhéngig ist, ist
kein v, mit k € {1,...,n} als Linearkombination von vy, ..., v,_; darstellbar. Dies bedeutet, dass keiner der Vektoren v;,



aus dem Erzeugendensystem entfernt wird. Somit ist gewahrleistet, dass wir tatsachlich eine Basis von K™ erhalten,
die S als Teilmenge enthalt.

Auch die Basisergdnzung demonstrieren wir an einem konkreten Beispiel. Wie man mit dem in angegebenen
Kriterium leicht {iberpriift, ist die Menge S = {v;, v,} bestehend aus den Vektoren

2 1
=12 und Vo=1]2
3 3

linear unabhiingig. Unser Ziel besteht darin, S zu einer Basis von R® zu ergénzen. Dazu schreiben wir die Vektoren
V1, Vq, €1, €9, €5 als Spalten in eine Matrix und formen diese auf normierte ZSF um.

21100 1 5 3 0 1 3 2 00 1+ 2 0 o0
22010 - [2 20 of » (o1 -1 10 » |O1 -1 1 0
33001 3300 1) 02 -2 01 00 0 -3 1
1 2 2 0 0 1 32 2 0 o0 10 1 0 —
- [0 1 =1 o] - |01 -10 2| ~» |01 -10 2
00 0 1 -2 \0 0 0 1 -} 00 0o 1 -2

Die normierte ZSF hat die Kennzahlen r = 3, j; = 1, j, =2, j; = 4. Mit Satz[(8.11)|folgt daraus, dass B = {v;,v,, e,}
eine Basis von R® ist, die zudem S als Teilmenge enthilt. Ahnlich wie im vorherigen Beispiel findet man durch
Bestimmung der Lésungsmenge ¢ C R® des homogenen LGS zur umgeformten Matrix konkrete Darstellungen von
e; und e, als Linearkombinationen der Basis B; es gilt

2 1
1-12+(-1)-| 2 = 0
3 3 0
und
2 1 0 0
)| 2|+%|2|+H-[1] = |o
3 3 0 1



§ 9. Vektorrdume unendlicher Dimension und Zornsches Lemma

Zusammenfassung. In diesem Kapitel untersuchen wir die unendlich-dimensionalen K-Vektorrdume genauer. Wir zeigen, dass
der Austauschsatz, der Basisauswahlsatz und der Basiserganzungssatz, die wir in § 8 nur fiir Vektorrdume endlicher Dimension
bewiesen haben, auch im allgemeinen Fall giiltig sind. Wir werden sehen, dass auch im unendlich-dimensionalen Fall je zwei Basen
gleichméchtig sind. Dies ermd&glicht uns, die Dimension beliebiger Vektorrdume in Form einer sog. Kardinalzahl anzugeben, wobei
die kleinsten Kardinalzahlen gerade die Elemente von IN, sind.

Fiir all diese Verallgemeinerungen sind keine neuen Konzepte der Linearen Algebra erforderlich. Hinzu kommt lediglich ein neues
mengentheoretisches Hilfsmittel, das sog. Zornsche Lemma. Dieses kann als ,,unendliches Analogon“ der vollstindigen Induktion
angesehen werden und findet in vielen Teilgebieten der Mathematik Anwendung. Beispielsweise werden wir in der Algebra-
Vorlesung mit Hilfe des Zornschen Lemmas beweisen, dass jeder Korper K einen bis auf Isomorphie eindeutig bestimmten al-
gebraischen Abschluss besitzt. (Dabei handelt es sich um einen Erweiterungskorper K¢ von K mit der Eigenschaft, dass jedes
Polynom f € K%8[x] in Linearfaktoren zerfallt, hnlich wie beim Kérper C der komplexen Zahlen.) Dieses Kapitel wird nicht in
der Vorlesung behandelt, und der Inhalt ist dementsprechend nicht klausurrelevant.

Fiir die Theorie der unendlich-dimensionalen Vektorrdume, die wir in diesem Kapitel entwickeln werden, benétigen

wir ein neues mengentheoretisches Hilfsmittel, das sog. Zornsche Lemma.

(9.1) Definition. Sei (S, <) eine halbgeordnete Menge. Eine Teilmenge T C S wird Kette
genannt, wenn je zwei Elemente a, b € T beziiglich < vergleichbar sind, also jeweils a < b oder
b < a gilt.

Mit anderen Worten, eine Kette ist eine Teilmenge T C S mit der Eigenschaft, dass die Einschrdnkung von < auf T
eine Totalordnung ist.

(9.2) Satz. (Zornsches Lemma)
Sei (S, <) eine nichtleere halbgeordnete Menge mit der Eigenschaft, dass jede Kette in T eine
obere Schranke in S besitzt. Dann existiert in S ein maximales Element.

Man kann zeigen, dass diese Aussage dquivalent zum sog. Auswahlaxiom der Mengenlehre ist. Aus Zeitgriinden

koénnen wir diese Aquivalenz hier leider nicht beweisen.

Wenden wir uns nun wieder der Linearen Algebra zu.

(9.3) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum, S eine linear unabhéngige Teilmenge, E C V
ein Erzeugendensystem und Ty € S \ E. Es sei . die Menge aller Paare (T, ¢) bestehend aus
Teilmengen T C T, und injektiven Abbildungen ¢ : T — E\ S mit der Eigenschaft, dass (S\ T)uU
¢ (T) linear unabhéngig ist. Wir definieren auf & eine Relation < durch

(T1,$1) 2 (Ty,¢,) < Ty ETound ¢yl = ;.

Dann ist & nichtleer, die Relation < ist eine Halbordnung auf ., und jede Kette in (%, <) besitzt
eine obere Schranke in .



Beweis: Die Menge . nicht nichtleer, denn das Paar (&, ¢) bestehend aus der leeren Menge @ und der leeren
Abbildung ¢4 : @ — E\ S ist auf jeden Fall in & enthalten. Um zu zeigen, dass < eine Halbordnung auf & ist,
miissen wir nachweisen, dass die Relation reflexiv, anti-symmetrisch und transitiv ist. Fiir alle (T}, ¢,) € & gilt
T, € T, und ¢,|y, = ¢, also ist die Relation reflexiv. Seien nun (T;, ¢;) und (T, ¢,) Elemente der Menge
mit (T, ¢1) = (T, ¢,) und (Ty, ¢p5) <X (T4, ¢;). Dann gilt sowohl T; € T, als auch T, € Ty, also T; = T,. Aus
(T1, ¢1) < (T,, ¢,) folgt auch ¢,|r, = ¢, was wegen T, = T; mit ¢, = ¢, gleichbedeutend ist. Damit ist insgesamt
(T1, 1) = (Ty, ¢5) nachgewiesen, und die Relation ist somit symmetrisch. Zum Nachweis der Transitivitit seien
(T1, $1), (T2, $2), (T3, ¢3) € & mit (T, p1) = (T, ¢) und (T3, ¢,) <X (T5, p3) vorgegeben. Aus T; S T, und T, € T;
folgt T; C T3, und auBerdem gilt ¢s|7, = (Pslr,)lr, = Palr, = ¢1. Insgesamt gilt also (Ty, 1) X (T3, ¢3).

Sei nun Z eine Kette in . Auf der Menge T = U(Ti,¢i)€9 T; definieren wir eine Abbildung ¢ : T — E\ S, indem
wir fiir vorgebenes v € T ein Paar (T;, ¢;) € J mit v € T; auswdhlen und ¢(v) = ¢;(v) setzen. Diese Definition
von ¢(v) ist von der Wahl des Paares (T;, ¢;) unabhéngig. Ist nédmlich (T}, ¢;) € J ein weiteres Paar mit v € T},
dann gilt (T;, ¢;) =< (T}, ¢;) oder (T;, ¢;) = (T;, ¢$;), da es sich bei 7 um eine Kette handelt. Im ersten Fall gilt
¢:(v) = (¢;lr)(v) = ¢;(v), und im zweiten Fall erhalten wir ebenso ¢;(v) = (qbilT]_)(v) = ¢;(v). Zum Nachweis der
Injektivitdt von ¢ seien v,w € T mit ¢(v) = ¢(w) vorgegeben. Auf Grund der Definition von T und der Abbildung
¢ gibt es Paare (T}, ¢;),(Tj,¢;) € T mitv € T;, w € T}, ¢(v) = ¢;(v) und ¢p(w) = ¢;(w). O.B.d.A. kénnen wir
(T;, ¢;) < (T}, ¢;) annehmen. Dann gilt T; 2 T; und somit v,w € T;, auBerdem ¢;(v) = (¢;I7)(v) = ¢;(v). Aus
¢;(v)=¢(v) = ¢(w) = ¢;(w) und der Injektivitdt von ¢; folgt nun v = w.

Um zu zeigen, dass das Paar (T, ¢) in & liegt, muss nun noch die lineare Unabhéngigkeit der Teilmenge (S\T)U¢(T)
von V nachgewiesen werden. Nehmen wir an, dies ist nicht der Fall. Dann existiert in der Menge ein linear abhéngiges
Tupel (wq,...,w,) bestehend aus lauter verschiedenen Vektoren, mit r € IN. Seien die Vektoren in diesem Tupel so
sortiert und k € {1,...,r} so gewéhlt, dass wy,...,wy_; € S\ T und wy,...,w, € ¢(T) gelten. Fiir jedes j € {k,...,r}
existiert ein Paar (T}, ¢;) € 7 mit w; € ¢;(T;). Weil 7 eine Kette ist, gibt es unter den Paaren (T}, ¢;) ein beziiglich
=< groltes Element; 0.B.d.A. sei dies (T,, ¢,.). Dann gilt wy,...,w, € ¢.(T,). Wegen T 2 T, giltauch S\ T C S\ T,
und damit wy,...,wy_; € S\ T,. Insgesamt ist (wy,...,w,) damit ein linear abhéngiges Tupel in (S \ T,) U ¢,(T,).
Aber wegen (T,,¢,) € & ist die Menge (S \ T,) U ¢.(T,) linear unabhéngig; unsere Annahme hat also zu einem
Widerspruch gefiihrt. Insgesamt haben wir nun nachgewiesen, dass das Paar (T, ¢) ein Element von & ist. Nach
Definition von T gilt fiir alle Paare (T;, ¢;) € 7 sowohl T 2 T; als auch ¢|;, = ¢;, insgesamt also (T;, ¢;) < (T, ¢).
Dies zeigt, dass (T, ¢) in & eine obere Schranke von 7 ist. m|

(9.4) Satz. (Austauschsatz)

Sei V ein K-Vektorraum, S C V eine linear unabhéngige Teilmenge und E C V ein Erzeugen-
densystem. Dann gibt es fiir jede Teilmenge T C S eine injektive Abbildung ¢ : T — E mit der
Eigenschaft, dass auch (S \ T) U ¢ (T) linear unabhéngig ist.

Beweis: Wie in § 8 besteht der Hauptteil des Beweises im Nachweis einer Hilfsaussage: Sei T, € S \ E eine beliebig
vorgegebene Teilmenge. Wir zeigen, dass eine injektive Abbildung ¢, : T, — E \ S existiert, so dass die Teilmenge
(S\ Ty) U ¢o(T,) von V linear unabhéngig ist. Da aber T, hier nicht mehr als endlich vorausgesetzt ist, kdnnen wir
hier nicht mehr mit der vollstdndigen Induktion arbeiten. Statt dessen verwenden wir das Zornsche Lemma. Dazu



definieren wir die Halbordnung (<, <) wie in Prop. |(9.3)| Wie in der Proposition gezeigt wurde, erfiillt diese die
Voraussetzungen des Zornschen Lemmas. Es gibt in & also ein maximales Element (T’, ¢”).

Nehmen wir nun an, dass T’ eine echte Teilmenge von Ty, ist, und sei v € Ty \ T’. Wegen (T’,¢’) € & ist (S\ T") U
¢’(T’) linear unabhingig. Setzen wir T = T’ U {v}, dann liefert die disjunkte Zerlegung S = (S\ T)U T’ U {v} die
Gleichung S\ T/ = (S\ T)uU {v}. Wegen ¢'(T') C E\ S gilt SN ¢'(T’) = &, und wir erhalten die disjunkte Zerlegung
(S\THUP(T)=(S\T)UP'(TIU{v}=S"U{v} mitS'=(S\ T)U ¢'(T").

Nun wenden wir Lemmaauf die linear unabhéngige Menge S’ U{v} an. Demnach existiert ein w € E\ (S'U{v})
mit der Eigenschaft, dass S’ U {w} linear unabhingig ist. Wir setzen ¢’ : T' — E \ S zu einer Abbildung ¢ auf T
fort, indem wir ¢(v) = w setzen. Wegen w ¢ S’ gilt insbesondere w ¢ ¢’(T”), somit ist die Fortsetzung ¢ : T — E
weiterhin injektiv. Es gilt S'U{w} = (S\ T)U¢'(T)u{w} = (S\T)U ¢(T). Weiter gilt w ¢ S. Denn aus w € S wiirde
wegen w ¢ S’ folgen, dass w in T enthalten ist. Wegen T C S\ E wiirde sich daraus w € S\ E ergeben, im Widerspruch
zuw € E. Es gilt also w € E\ S, und zusammen mit der Inklusion ¢’(T’) € E\S erhalten wir ¢(T) C E\S. Insgesamt
ist (T, ¢) damit in & enthalten, und wegen T 2 T’ und ¢|;» = ¢’ ist dieses Paar ein beziiglich < echt groReres
Element als (T’, ¢), im Widerspruch zur Maximalitit von (T’, ¢’). Der Widerspruch zeigt, dass T’ = T, gelten muss.

Damit ist der Beweis der Hilfsaussage abgeschlossen. Sei nun T C S eine endliche Teilmenge. Definieren wir T, =
T \ E, dann besitzt T die disjunkte Zerlegung T = T, U (T N E), und aullerdem gilt T, € S \ E. Auf Grund der
Hilfsaussage existiert eine injektive Abbildung ¢, : T, — E \ S mit der Eigenschaft, dass (S \ T,) U ¢(T,) linear
unabhéngig ist. Wir setzen nun ¢, zu einer Abbildung ¢ : T — E fort, indem wir ¢(v) = v fiir alle v € T N E setzen.
Dann ist ¢(T) = ¢o(T,) U(T NE) wegen ¢o(Ty) NS = @ eine disjunkte Zerlegung, und mit ¢, ist somit auch ¢
injektiv. Aulerdem gilt (S\ T)U ¢(T) =(S\T)U(T NE)U ¢o(Ty) = (S \ Ty) U ¢o(Ty), also ist diese Menge linear
unabhéngig. m|

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass je zwei Basen eines K-Vektorraums gleichméchtig sind. Hierzu benétigen wir
ein weiteres Hilfsmittel aus der Mengenlehre.

(9.5) Satz. (Satgz von Schroder-Bernstein)
Seien A und B Mengen mit der Eigenschaft, dass injektive Abbildungen A — B und B — A

existieren. Dann existiert zwischen A und B auch eine Bijektion.

Beweis:  Auch hier beweisen wir zunéchst eine Hilfsaussage: Ist A eine Menge, B C A, und existiert eine injektive
Abbildung f : A — B, dann gibt es auch eine bijektive Abbildung h : A — B. Fiir jedes n € N sei f" die n-fache
Anwendung der Abbildung f, also f® =id,, f1 = f, f2=fof, f3 = f o f o f usw. Wir definieren eine Teilmenge
X CAdurchX = Uzof”(A \ B) und eine Abbildung h : A — B durch

f(x) firxeX,
X firx e A\ X.

h(x) =

(Die Idee bei der Definition von h besteht darin, dass man die Menge A\ B zunéchst nach f (A\ B) C B abbildet, dann
die ,bereits belegte“ Teilmenge f (A\ B) von B nach f2(A\ B) verschiebt, die Teilmenge f2(A\ B) nach f3(A\ B) und
so weiter, auf dhnliche Weise wie in , Hilberts Hotel“.)



Um nun zu zeigen, dass h injektiv ist, seien x, y € A mit h(x) = h(y) vorgegeben. Zunichst betrachten wir den Fall,
dass die Elemente x und y beide in X liegen. Dann gilt f (x) = h(x) = h(y) = f(¥), und aus der Injektivitit von f
folgt x = y. Liegen x und y beide in A\ X, dann gilt x = h(x) = h(y) = y. Der Fall, dass x € X und y € A\ X gilt, ist
ausgeschlossen. Denn dann wire y = h(y) = h(x) = f(x), also y € f(X) und wegen f(X) € X damit auch y € X,
im Widerspruch zur Annahme y € A\ X. Ebenso kann die Konstellation x € A\ X und y € X ausgeschlossen werden.

Damit ist die Injektivitdt von h nachgewiesen.

Zum Nachweis der Surjektivitit sei y € B vorgegeben. Liegt y in X, dann muss y € f"(A\B) fiir ein n > 1 gelten (nach
Definition von X, wobei y € f°(A\ B) wegen y € B ausgeschlossen ist), und es existiert folglich ein x € f" (A \ B)
mit h(x) = f(x) = y. Gilt dagegen y € B\ X, dann folgt h(y) = y. Also ist h auch surjektiv, und insgesamt ist der
Beweis der Hilfsaussage damit beendet.

Zum Abschluss wird nun die Aussage des Satzes aus der Hilfsaussage hergeleitet. Seien A und B beliebige Mengen
und f : A — B, g : B — A injektive Abbildungen. Dann ist g o f eine injektive Abbildung von A nach g(B), und
auf Grund der Hilfsaussage existiert eine Bijektion h : A — g(B). Betrachten wir g als Bijektion von B auf g(B) und
bezeichnen die Umkehrabbildung g(B) — B mit ¢!, dann ist durch g! o h eine Bijektion A — B gegeben. |

(9.6) Satz. SeiV ein K-Vektorraum. Dann besitzt V eine Basis, und je zwei Basen sind gleich-
méchtig. Ist S C V linear unabhéingig und E C V ein Erzeugendensystem von V, dann gibt es
eine Basis Bmit S CB CE.

Beweis: Sei & die Menge aller linear unabhéngigen Teilmengen von V. Dann ist & wegen & € & nichtleer, und
(&, S) ist mit der Inklusionsrelation C eine Halbordnung. Sei nun 7 eine Kette in . Dannist Ty = | J;,, T ebenfalls
in & enthalten. Denn andernfalls gébe es in T, ein linear abhéngiges Tupel (v, ...,v,), und fiir 1 < j < r jeweils
ein T; € 7 mit v; € T;. Unter Ty, ..., T, gibt es ein bezliglich € maximales Element, 0.B.d.A. sei dies T,. Aber daraus
folgt, dass (vy, ..., v,) bereits ein linear abhéngiges Tupel in T, ist, im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von
T, € &. Also ist Ty € & tatséchlich erfiillt. Dariiber hinaus ist T, eine obere Schranke von &, denn es gilt T, 2 T fiir
alle T € 7. Insgesamt sind damit die Voraussetzungen des Zornschen Lemmas erfiillt, und die Menge & besitzt ein
maximales Element T;. Als maximale linear unabhéingige Teilmenge von V ist T; nach Satz eine Basis.

Seien nun B und B’ zwei Basen von V. Satz angewendet auf S = T = B und E = B/, liefert eine injektive
Abbildung B — B’. Durch Anwendung desselben Satzes auf S = T = B’ und E = B erhélt man eine injektive
Abbildung B’ — B. Aus dem Satz Von Schroder-Bernstein folgt nun, dass eine Bijektion B — B’ existiert. Also
sind B und B’ gleichméchtig.

Seinun S C V eine linear unabhéngige Teilmenge und E ein Erzeugendensystem von V mit E 2 S. Mit ¥ bezeichnen
wir nun die Menge aller linear unabhingigen Teilmengen T von V mit S € T C V. Wiederum ist & nichtleer (hier
wegen S € ), das Paar (<, C) ist eine Halbordnung, und wortwortlich wie im ersten Teil des Beweises zeigt man,
dass in & ein maximales Element T, existiert. Diesmal folgt aus Prop. dass es sich bei T; um eine Basis von V
handelt, und es gilt SC T; CE. |

Aus der letzten Aussage von Satz |(9.6)| ergeben sich wie im vorherigen Kapitel unmittelbar der Basisauswahlsatz
und der Basisergédnzungssatz fiir einen beliebigen K-Vektorraum V: Jedes Erzeugendensystem E von V enthilt eine
Basis, und jede linear unabhéngige Teilmenge S € V kann zu einer Basis erweitert werden.



Im ersten Semester haben wir die Méachtigkeit endlicher Mengen definiert, indem wir jeder endlichen Menge A eine
natiirliche Zahl |A| € IN, zugeordnet haben. Das Konzept der Méchtigkeit kann auf unendliche Mengen ausgedehnt
werden, indem man jeder beliebigen Menge A eine sogenannte Kardinalzahl |A| zuordnet. Zwischen zwei Mengen
A und B existiert genau dann eine Bijektion, wenn |A| = |B| gilt. Dariiber hinaus kann auf den Kardinalzahlen eine
Relation < definiert werden, so dass fiir zwei Mengen A, B genau dann |A| < |B| gilt, wenn eine injektive Abbildung
A — B (oder dquivalent dazu, eine surjektive Abbildung B — A) existiert. Der Satz von Schroder-Bernstein
besagt gerade, dass fiir je zwei Mengen A und B die Aussage ,,|A| < |B| und |B| < |A|“ d4quivalent zu ,,|A| = |B|“ ist.

Ausgestattet mit den Kardinalzahlen kénnen wir nun jedem K-Vektorraum V, und nicht nur den endlich erzeugten,
genauer als bisher eine Dimension zuordnen, indem wir definieren, dass die Dimension von V die Machtigkeit einer
beliebigen Basis ist. Wegen Satz[(9.6)|ist diese Definition von der Wahl der Basis unabhéngig.

Aus Zeitgriinden konnen wir die Kardinalzahlen hier nicht definieren. Wir bemerken nur, dass es sich um ein extrem
grofdes Zahlensystem handelt, so grof3, dass die Gesamtheit der Kardinalzahlen keine Menge mehr bildet, sondern
eine Klasse. (Als Klasse bezeichnet man in der Mathematik Zusammenfassungen mathematischer Objekte, die ,,zu
grof3“ sind, um noch als Mengen zu gelten. Auch die Gesamtheit aller Mengen ist beispielsweise selbst keine Menge
mehr, sondern eine Klasse.) Die kleinsten Kardinalzahlen sind die Elemente von IN,. Die kleinste Kardinalzahl, die
grofler als alle Elemente von INj ist, ist die Machtigkeit von IN, (oder IN, was auf das gleiche hinauslduft); sie wird
iiblicherweise mit X, (,,Aleph-Null“) bezeichnet. Die nadchstgrof3eren Kardinalzahlen bezeichnet man der Reihe nach
mit X;, X,, X3 usw.

Wir haben im letzten Semester in den Ubungen gezeigt, dass zwischen einer Menge A und ihrer Potenzmenge % (A)
zwar immer eine injektive Abbildung, aber niemals eine Bijektion existiert. Mit Hilfe der Kardinalzahlen lasst sich
diese Feststellung durch die Ungleichung |A| < |#(A)| ausdriicken. Die sog. Kontinuumshypothese besagt, dass es
keine Teilmenge A von & (IN) mit |IN| < |A] < |2 (IN)| gibt; dies wire gleichbedeutend mit |&? (IN)| = X;. Sie wird
Kontinuumshypothese genannt, weil |2 (IN)| mit der Méchtigkeit von R (dem ,Kontinuum®) iibereinstimmt; zwi-
schen #(IN) und R l4sst sich eine Bijektion konstruieren. Es handelt sich um eine Aussage, die auf der Grundlage
der allgemein akzeptierten Axiome der Mengenlehre (die sog. ZFC-Axiome, auf denen der grote Teil der heuti-
gen Mathematik basiert) weder bewiesen noch widerlegt werden kann und somit momentan als unentscheidbar

angesehen werden muss.

Gilt sogar die verallgemeinerte Kontinuumshypothese, welche besagt, dass fiir keine unendliche Menge A eine
Teilmenge B von & (A) mit |A| < |B| < |#(A)| existiert, dann lassen sich alle auf X, folgenden Kardinalzahlen explizit
durch Méchtigkeiten angeben: Es gilt dann X; = |Z(N)| = |R|, X, = |2 (2 (N))| = |2 (R)|, X3 = |2 (2 (2 (IN)))| =
|2 (22 (R))| und so weiter.



§ 10. Dimensionssdtze

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt beweisen wir zwei wichtige Satze iiber die Dimension von Vektorrdumen. Der Schnitt-
dimensionssatz stellt einen Zusammenhang her zwischen den Dimensionen von W N W’ und W + W’, falls W und W’ Untervek-
torrdume eines K-Vektorraums V sind. Der Dimensionssatz fiir eine lineare Abbildung ¢ : V — W besagt, dass sich die Dimension
des Kerns und die Dimension des Bildes von ¢ immer zur Dimension von V addieren. Dieser Satz lésst sich auch fiir Matrizen
formulieren und liefert auf diese Weise Aussagen {iber die Losungsmengen linearer Gleichungssysteme.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

—  Schnittdimensionssatz
— Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen
—  Zeilen- und Spaltenraum, Zeilen- und Spaltenrang einer Matrix
— Rangsatz: Fiir jede Matrix stimmen Zeilen- und Spaltenrang iiberein.
(Es ist deshalb gerechtfertigt, einfach vom Rang einer Matrix zu sprechen.)

—  Bezeichnet ¥ C K" den Losungsraum eines homogenen LGS mit Darstellungsmatrix A,
dann gilt dim ¥ = n—rg(A).

Der folgende Satz ermoglicht es in vielen Situationen, die Dimension des Durchschnitts zweier Vektorrdume zu be-
stimmen oder zumindest nach unten abzuschétzen.

(10.1) Satz. (Schnittdimensionssatz)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum, und seien W, W’ Untervektorrdume von V. Dann gilt

dim(W+Ww’) = dim(W)+dim(W’)—dim(W nW").

Beweis: Sein=dim(WNW’) und {v,,...,v,} eine Basis von W NW’. Weil W N W’ ein Untervektorraum sowohl von
W als auch von W' ist, gilt dim(W N W’) < dimW und dim(W N W’) < dim W’ nach Folgerung ((8.10)! Es gibt also
k,f € Ny mit dimW =n+k und dimW’ =n+{.

Weil {v,, ..., v, } eine linear unabhéngige Menge in W ist, finden wir nach dem Basisergénzungssatz Vektoren wy, ..., w,
so dass B = {v;, ..., V,, W1, ..., W, } eine Basis von W ist. Ebenso finden wir Elemente w/, ..., w, mit der Eigenschaft,
dass die Familie B’ = {v,,...,v,,w},...,w;} eine Basis von W' ist. Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen kénnen,

dass es sich bei

By = BUB' = {v,., VWi, Wi, W, Wy}
um eine n + k + £-elementige Basis von W + W’ handelt, denn dann gilt
dim(W+W’) = n+k+f{ = M+k)+(n+l)—n =

dim(W) + dim(W") — dim(W nW").

Zunéchst zeigen wir, dass B, ein Erzeugendensystem von W+W ist. Jedes v € W+W’ lasst sich in der Form v = w+w’

mit w € W und w’ € W’ schreiben. Da {v,, ..., v,, Wy, ..., W, } eine Basis von W ist, finden wir Koeffizienten u;, A; € K



mitw=>"_ v, + Zle A;w;. Ebenso gibt es u/,A] €K mit w' = > ulv; + Zle Aw’. Insgesamt erhalten wir

n k 4
v = w+w = Z(,ui+,u§)vi+z7tiwi+27t;w; ,
i=1 i=1 i=1

also kann jedes v € W + W’ tatséchlich als Linearkombination von B, dargestellt werden.

Als néchstes {iberpriifen wir, dass B, tatsachlich aus n + k + £ verschiedenen Elementen besteht. Besteht die Menge
aus weniger Elementen, dann muss w; = W; fiir gewissen i,j mit 1 < i < kund 1 < j < ¢ gelten. Dies wiirde
bedeuteten, dass w; in W N W’ enthalten ist. Damit wére w; also in lin{v,, ..., v, } enthalten und die Menge B damit
linear abhéngig, im Widerspruch zur Basis-Eigenschaft von B. Also ist |By| = n + k + £ erfiillt.

Nun beweisen wir die lineare Unabhéngigkeit. Seien u;, A;, A € K Koeffizienten mit

Zn: v + Zk: Aw; + i Aw, = 0.
i=1 i=1 i=1

Seiv=>, v+ Zle Aw; €EW.Wegenv = —Zle Aw! liegt vin W NW'. Weil {v,,..,v,} eine Basis von W N W’
ist, gibt es auch a,,...,a, € K mit v =Y _ a;v;. Es folgt

n k n k n
Z(‘ui_ai)vi'f_zxiwi = (Z‘u’ivi—i_zkiwi)_zaivi = v—vyv = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Auf Grund der linearen Unabhéngigkeit von B erhalten wir u; = @; fiir 1 <i <nund A; =0 fiir 1 < i < k. Setzen
wir dies oben ein, so erhalten wir Z?zl WiV + Zle Aiw! = 0. Wegen der linearen Unabhéngigkeit von B’ folgt daraus
wiederum A =0 fiir 1 <i<fund y; =0 fir 1 <i <n. O

(10.2) Folgerung. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und seien W, W’ Untervek-
torrdume von V, so dass V = W @& W’ erfiillt ist. Sei B eine Basis von W und B’ eine Basis von
W’. Dann gilt

(i) dimV =dimW + dim W’

(ii) Die Mengen B und B’ sind disjunkt.

(iii) Die Vereinigung B U B’ ist eine Basis von V.

Beweis: Sei m =dimW und m’ = dim W’. Nach Voraussetzung gilt W NnW’ = {0, }, also dim(W NW’) = 0. Aus dem

Schnittdimensionssatz folgt
dimV = dimW+dimW’' —dim(WnwW’) = m+m'—0 = m+m'.

Sei B = {w,...,w,,} eine Basis von W und B’ = {w/,...,w/ ,} eine Basis von W'. Wir zeigen, dass E = B U B’ ein
Erzeugendensystem von V ist. Sei v € V vorgegeben. Wegen V =W + W' gibtesw € W und w’ € W’/ mitv =w+w'.
Weil B eine Basis von W und B’ eine Basis von W' ist, gibt es A, ..., A,,, € K und 1, ..., 4,y € K mit

m m
W=Zlkwk und w' = Zukw;(.
k=1 k=1



Es folgt
m m
v = w+w = Zkkwk+2ukw;{
k=1 k=1

Dies zeigt, dass E tatsichlich ein Erzeugendensystem von V ist. Wegen dimV = m + m’ besteht jedes Erzeugenden-
system von V aus mindestens m + m’ Elementen. Die Mengen B und B’ sind also disjunkt, da ansonsten |E| < m+m’
gelten wiirde. Als (m + m’)-elementiges Erzeugendensystem ist E wegen dimV = m + m’ eine Basis von V. |

Durch vollstdndige Induktion iiber r erhélt man

(10.3) Folgerung. SeiV ein K-Vektorraum, und seien Wy, ..., W, Untervektorrdume von V mit
V =@,_, W;. Dann gilt dimV = >, _, dim W,. Ist B, eine Basis von W fiir 1 < k < r, dann ist
B= UI::l B, eine Basis von V, und es gilt B, N B, = @ fiir k # ¢.

Als nichstes untersuchen wir die Vektorraum-Dimension im Zusammenhang mit linearen Abbildungen.

(10.4) Satz. Seien V,W endlich-dimensionale Vektorraume iiber einem Korper K, und sei
¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimV = dimker(¢)+ dimim(¢).

Beweis: Sei {uy,...,u,,} eine Basis von ker(¢) und {w,...,w,} eine Basis von im(¢). Wir wihlen fiir jedes w; einen
Vektor v; € V mit ¢(v;) = w; und zeigen, dass durch

B = {uly“':umbvla"';vn}

eine (m+n)-elementige Basis von V gegeben ist. Haben wir dies gezeigt, dann ist damit dim V = m+n = dimker(¢ )+
dimim(¢) bewiesen. Dass B aus weniger als m + n Elementen besteht ist nur méglich, wenn u; = v; fiir gewisse i, j
mit 1 <i <mund 1 < j < n gilt. Aber dann wire w; = ¢(v;) = ¢(u;) = Oy im Widerspruch dazu, dass w; in einer
Basis von W liegt und somit ungleich Null sein muss.

Zunéchst weisen wir nun nach, dass es sich bei B um ein Erzeugendensystem von V handelt. Sei dazu v € V vorge-
geben. Da {w,,...,w,} eine Basis von im(¢) ist, finden wir A, ...,A,, € K mit

p(v) = Zn: Aw;.
i=1

Aus der Linearitit der Abbildung ¢ folgt ¢(v) = D, A;¢(v;) = ¢(v/) mitv' = D7 A;v;. Wegen ¢p(v) —p(v') =
¢ (v—v') = 0y, liegt dann der Vektor v—v’ in ker(¢). Da {uy, ..., u,,} eine Basis dieses Untervektorraums ist, existieren

m m m n
V—V/ZZ‘U/J‘UJ' = VZZ‘LLjuj+v/=Z,ujuj+Zkivi.
j=1 j=1 j=1 i=1

Y, eees Uy € K mit



Damit haben wir gezeigt, dass B ein Erzeugendensystem von V ist. Nun beweisen wir die lineare Unabhéngigkeit.

Seien y;, A; € K mit

vorgegeben. Wenden wir die lineare Abbildung ¢ auf beide Seiten der Gleichung an, dann folgt

Oy = o¢00y) = ¢(iuiui+znzkjvj) = 0W+anqu§(vj) = Zn:ljwj.
i=1 j=1 j=1 j=1

Dabei haben wir verwendet, dass die Summe Z:":l uiu; in ker(¢) enthalten ist. Weil die Menge {w, ..., w,} linear
unabhéngig ist, bedeutet dies A; = ... = A, = 0. Setzen wir dies in die Ausgangsgleichung ein, dann erhélt man
21'11 w;iu; = 0y. Da {uy, ..., u,, } nach Voraussetzung einer Basis von ker(¢ ) und insbesondere linear unabhéngig ist,

hat dies wiederum @, = ... = u,, = 0 zur Folge. Also B tatsichlich linear unabhangig. m|
(10.5) Folgerung. Fiir isomorphe Vektorraume V,W gilt dimV =dimW.

Beweis: Sei ¢ : V — W ein Isomorphismus. Dann ist ker(¢p) = {0} und im(¢) = W. Also folgt die Aussage aus dem
Dimensionssatz|(10.4)|fiir lineare Abbildungen. O

Wir werden den Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen nun verwenden, um die Struktur von Matrizen genauer zu

untersuchen.

(10.6) Proposition. Sei A = (a;;) eine (m x n)-Matrix {iber K und ¢, : K" — K™ die lineare
Abbildung gegeben durch v — Av. Dann gilt

(1) Fir 1 < k < n gilt ¢4(e,) = a,i. Die Bilder der Einheitsvektoren sind also genau die

Spalten der Matrix.
(ii) Es gilt im(¢,) =lin{a,y, ..., Aen}-

Beweis: zu (i) Sei k € {1,...,n} vorgegeben. Nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts erhilt man fiir jedes

i €{1,...,m} den i-ten Eintrag von ¢,(e;) durch die Formel

n

Zaij5jk = pd = i

j=1

Dies ist genau der i-te Eintrag des k-ten Spaltenvektors a,; der Matrix.

zu (ii) Sei v € K" beliebig vorgegeben, v = (A4, ..., A,,). Da ¢, eine lineare Abbildung ist, gilt

¢A(Zlkek) = ZM¢A(€J<) = Zlka.k-
k=1 k=1 k=1

Damit ist im(¢,) C lin{a,, ..., a.,} nachgewiesen. Andererseits ist im(¢,) ein Untervektorraum von K™, der nach
Teil (i) die Menge {d,1, ..., ., } der Spaltenvektoren enthélt. Nach Satz|(7.3)| (ii) folgt lin{a,;, ..., d.,} € im(¢p,). O



(10.7) Definition. Sei A eine (m x n)-Matrix lber K.

Der Untervektorraum im(¢,) = lin{a,,...,a,,} von K™ wird der Spaltenraum der Matrix A
genannt und von uns mit SR(A) bezeichnet. Die Dimension sr(A) = dim SR(A) nennt man den

Spaltenrang von A.

(i) Ebenso nennt man den Untervektorraum von K" gegeben durch lin{a;.,,...,a,,.} den Zei-
lenraum von A und bezeichnet ihn mit ZR(A). Die Dimension zr(A) = dimZR(A) wird

Zeilenrang von A genannt.

Zur Hlustration dieser neuen Begriffe betrachten wir die Matrix

1 2 3
A = .
(4 5 6)

Der Zeilenraum von A wird aufgespannt von den Zeilenvektoren der Matrix A, es gilt also

1 4
ZR(A) = lin{|2],]5
3 6

Mit dem Kriterium aus Lemma |(7.5)| (ii) sieht man leicht, dass die Menge {(1, 2, 3), (4,5, 6)} linear unabhéngig ist.
Somit ist diese Menge eine Basis des Zeilenraums von A, und es folgt zr(A) = dim ZR(A) = 2. Der Spaltenraum von A

wird von den Spalten der Matrix aufgespannt, es gilt also

o - w30}

Die Menge {(1,4),(2,5),(3,6)} ist linear abhingig, denn es gilt

(¢ = o) ()

wihrend {(1,4),(2,5)} offenbar linear unabhéngig ist. Dies zeigt, dass {(1,4),(2,5)} eine Basis des Spaltenraums
SR(A) ist, und es folgt sr(A) = dim SR(A) = 2. Zeilen- und Spaltenraum haben also die gleiche Dimension, obwohl
sie in unterschiedlichen Vektorrdumen enthalten sind; nach Definition ist ZR(A) € R® und SR(A) C R?. Die weiteren

Ausfithrungen werden zeigen, dass diese Ubereinstimmung kein Zufall ist.

Flir Matrizen in normierter ZSF hatten wir den Zeilenrang bereits in § 2 definiert, siehe|(3.1)| Wir zeigen, dass in
diesem Spezialfall die neu eingefiihrte Definition des Zeilenrangs mit der alten Definition {ibereinstimmt.

(10.8) Proposition. Sei A € 4., eine Matrix in normierter Zeilenstufenform, mit r und
j1,---, j als Kennzahlen. Dann ist r der Zeilenrang von A im Sinne von Definition [(10.7)

Beweis: Wir zeigen, dass in der Matrix A die Zeilenvektoren a,,,...,a,, € K" ungleich Null linear unabhéngig sind
und somit eine Basis des Zeilenraums ZR(A) bilden. Seien A4, ..., A, € K vorgegeben, mit

Zr:liai. = Ogn. 2)
i=1



Nach Definition der normierten ZSF ist in der ji-ten Spalte der Eintrag a;; = 1 der einzige Eintrag ungleich Null.
Insgesamt sind die Eintrége der j-ten Spalte also gegeben durch a;;, = &y fiir 1 < i < m. Betrachtet man in der

Gleichung also jeweils die ji.-te Komponenten fiir k = 1,...,r, so erhdlt man die Gleichungen

r r

Dha; =0 © D Abp=0¢ &  A=0g.
i=1 i=1

Damit ist die lineare Unabhéngigkeit nachgewiesen. Nach Definition bilden die Zeilen von A ein Erzeugendensystem

von ZR(A), und dasselbe gilt auch fiir die Zeilen ungleich Null. Somit besitzt der Zeilenraum ZR(A) eine r-elementige

Basis, und es folgt zr(A) = dimZR(A) =r. O

(10.9) Proposition. SeiA € A, undi € {1,...,m} eine Zeilennummer mit der Eigenschaft,
dass die i-te Zeile von A eine Linearkombination der iibrigen m — 1 Zeilen ist. Entsteht nun die
Matrix A € 4 ((m— 1) x n,K) aus A durch Streichung der i-ten Zeile, dann gilt ZR(A) = ZR(A)
(also insbesondere zr(A) = zr(A)) und ebenso sr(A) = sr(A).

Beweis: Nach Definition der Untervektorrdume ZR(A) und ZR(A) gilt
ZR(A) =lin{a;., ..., Qe } und ZR(A) = 1lin{@ye; -, Qi 10> Ais 105 o> Ape } -

Nach Voraussetzung enthilt ZR(A) neben den Vektoren a;, mit k # i auch den i-ten Zeilenvektor a;,. Aus der In-
Kklusion {ajs, ..., a,.} € ZR(A) und der Untervektorraum-Eigenschaft von ZR(A) folgt ZR(A) C ZR(A). Die umgekehrte
Inklusion ZR(A) C ZR(A) ist offensichtlich.

Wir betrachten nun die Abbildung 7 : K™ — K™!, die aus jedem Vektor ¢ € K™ die i-te Komponente entfernt, also
T(C) = (C1yeees Cim15 Cig1s o+ Cp) flir ¢ = (€4, ..., ;) € K™. Man tiiberpriift unmittelbar, dass 7 eine lineare Abbildung
ist. Die Spalten der Matrix A werden von 7 auf die Spalten von A abgebildet. Durch Ubergang zur eingeschrénkten
Abbildung ¢ = 7|sp(4) erhalten wir also eine surjektive lineare Abbildung ¢ : SR(A) — SR(A).

Nun zeigen wir, dass ker(¢p) = {Oxn} gilt. Weil die i-te Zeile von A eine Linearkombination der iibrigen Zeilen ist,

gibt es Koeffizienten u; € K mit

i—1 m
A, = UrQie + E : UrQye-
k=1 k=i+1

Die Eintrége der Matrix erfiillen also die Gleichungen q;; = Z;{;ll Ui Qg + ka=i +1 Wk fiir 1 < j < n. Die Spalten

W1, ...,w, von A sind damit im Untervektorraum

w = {CEK’"

i—1 m
¢ = ZUka + Z Mkck}
k=1

k=i+1

von K™ enthalten, es gilt also SR(A) € W. Sei nun ¢ € ker(¢) vorgegeben. Es gilt (¢;, ..., Ci_1,Cit15 - Cm) = ¢P(c) =
(0, ...,0), also ¢; = 0 fiir j # i. Wegen c € W ist damit auch

i—1 m i—1 m
¢ = Mka+ZMka = Z,uk-0+z,uk-0 = 0 , also c¢=0n.
k=1 k=i+1 k=1 k=i+1
Damit ist ker(¢p) = {Ogn} bewiesen. Durch Anwendung des Dimensionssatzes fiir lineare Abbildungen, Satz|(10.4)}
auf die Abbildung ¢ erhalten wir sr(A) = dim SR(A) = dimker(¢) + dimim(¢) = 0 + dim SR(A) = sr(A). O



(10.10) Satz. (Rangsatz)

Fiir jede Matrix A € A, x gilt zr(A) = sr(A). Wir bezeichnen die Zahl zr(A) deshalb einfach als
den Rang rg(A) der Matrix.

Beweis: Seir = zr(A). Nach dem Basisauswahlsatz kénnen wir so lange Zeilen aus A streichen, bis die verbleibenden
r Zeilen der Restmatrix A’ € .#(r x n,K) eine Basis von ZR(A) bilden. Durch wiederholte Anwendung von Prop.
erhalten wir zr(4A) = zr(A’) = r und sr(A) = sr(A"). Wegen SR(A’) € K" und dimK" = r gibt es in SR(A")
keine linear unabhingige Teilmenge mit mehr als r Elementen; es gilt also sr(A) = sr(A") < r = zr(A). Anwendung
derselben Abschétzung auf die transponierte Matrix ‘A liefert zr(A) = sr( *A) < zr( 'A) = sr(A), denn die Zeilen von
A sind die Spalten von ‘A und umgekehrt. Insgesamt gilt also zr(A) = sr(A). O

Wie man sich leicht iberzeugt, dndert sich der Zeilenrang einer Matrix nicht durch elementare Zeilenumformungen.
Denn jede Zeile in der Matrix nach einer solchen Umformung ist Linearkombination der Zeilen in der Matrix vor der
Umformung. Der Zeilenrang kann also durch eine elementare Zeilenumformung nicht grofser werden. Weil anderer-
seits jede solche Umformung durch eine weitere elementare Zeilenumformung riickgdngig gemacht werden kann,
ist es ebenso unmoglich, dass der Zeilenrang kleiner wird.

Der Rang einer Matrix A lasst sich leicht berechnen: Wie wir in § 3 gezeigt haben, lasst sich A durch endlich viele
Zeilenumformungen in eine Matrix A’ in normierter ZSF {iberfiihren. Seien r und jj, ..., j. die Kennzahlen dieser ZSE
Nach Prop. ist r der Zeilenrang von A’. Weil sich der Zeilenrang durch elementare Zeilenumformungen nicht
dndert, ist r auch der Zeilenrang und somit der Rang der Matrix A.

Den Kern der linearen Abbildung ¢, : K™ — K™, v — Av nennt man auch den Kern der Matrix A und bezeichnet ihn
mit ker(A). Aus dem Rangsatz und dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen ergibt sich die folgende Formel fiir
die Dimension von Losungsmengen linearer Gleichungssysteme.

(10.11) Satz. SeiA€ M., und £ C K" die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
Ax = OKm 5

Dann gilt dim % = n —rg(A).

Beweis: Wie oben sei ¢, : K™ — K™ gegeben durch ¢,(v) = Av. Nach Definition ist der Losungsraum £ gegeben
durch £ = {x € K" | Ax = Ogn} = ker(¢,). Der Dimensionssatz liefert dimker(¢,) + dimim(¢,) = dimK" =
n. Wie wir oben bereits festgestellt haben, ist im(¢,) genau der Spaltenraum SR(A) von A. Folglich gilt dimim(¢,) =
dim SR(A) = sr(A) und somit dimker(¢,) +sr(A) = n. Auf Grund des Rangsatzes diirfen wir den Spaltenrang
sr(A) durch den Rang rg(A) ersetzen und erhalten somit insgesamt dim ¥ = dimker(¢,) = n—sr(A) =n—rg(A). O

Damit ist nun auch klar, wie man eine Basis des Losungsraums ¢ von Ax = Og. erhélt: Sei A" die umgeformte
Matrix in normierter ZSF mit Kennzahlen r und ji, ..., j,, und sei S = {1,...,n}\ {ji, ..., j, }. In § 3 wurde beschrieben,
wie man mit Hilfe der Matrix A’ jedem £ € S einen Vektor b, € K" zuordnet, so dass jeder Vektor v € ¥ dann als
Linearkombination der Vektoren b, darstellbar ist. Damit ist E = {b, | £ € S} ein Erzeugendensystem von .£. Weil



dim ¢ = n—rg(A) = n—r = |S| mit de Anzahl der Elemente von E iibereinstimmt, muss E nach Folgerung|(8.9)| (ii)

eine Basis von £ sein.

Als weitere Anwendung des Dimensionssatzes zeigen wir noch

(10.12) Satz. Sein <IN, und sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen

V,W derselben Dimension n. Dann sind dquivalent
(i) Die Abbildung ¢ ist injektiv.
(i) Sie ist surjektiv.

(iii) Sie ist bijektiv.

Beweis: (i) = (ii)“ Ist ¢ injektiv, dann gilt ker(¢) = {0, } nach Prop. Es folgt dimker(¢) = 0, und der
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen liefert dimim(¢) = dimV —dimker(¢) = n—0 = n. Sei B eine Basis von
im(¢). Dann ist B eine n-elementige linear unabhingige Teilmenge von W und wegen dim W = n nach Folgerung
(i) eine Basis von W. Es folgt im(¢ ) = lin(B) = W und damit die Surjektivitit von ¢.

L) = (ii))“ Ist ¢ surjektiv, dann gilt im(¢) = W und somit dimim(¢) = dimW = n. Der Dimensionssatz fiir
lineare Abbildungen liefert dimker(¢) = dimV —dimim(¢) = n—n = 0. Es folgt ker(¢) = {0y}, also ist ¢ injektiv
und damit insgesamt bijektiv.

,(iii) = (1)“ Als bijektive Abbildung ist ¢ insbesondere injektiv. O

Kehren wir noch einmal zum Schnittdimensionssatz zuriick, den wir zu Beginn des Kapitels behandelt haben. Auch
hier stellt sich wieder die Frage nach einer konkreten Berechnungsmethode. Genauer: Ist V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und sind U und W Untervektorrdume gegeben jeweils durch eine Basis, wie findet man Basen der Un-
tervektorriume U+ W und UNW? Bei der Summe U + W ist die Sache einfach: Wie man leicht sieht, bilden die Basen
von U und W bilden zusammengenommen ein Erzeugendensystem von U + W, und mit dem Basisauswahlverfahren
aus § 8 kommt man zu einer Basis von U + W. Beim Durchschnitt erhdlt man ein Rechenverfahren mit Hilfe der

folgenden Aussage.

(10.13) Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien U und W Un-
tervektorrdume mit r = dim U und s = dim W. Es sei {uy, ..., u,.} eine Basis von U und {w, ..., w,}

eine Basis von W. Weiter definieren wir die Teilmenge ¥ € K"** durch

< = {(Alﬁ "')Ar’ W5 eees Au‘s) | Zz’iui + ZMJW] = OV} .
i=1 j=1

Dann gilt UnW = {>_ A } Ayees Ap €Ky 3 ey b mit (Aq, ooy Ay fhe,s ey Us) € L}

Beweis: ,C“ Ist v € UNW, dann existieren Koeffizienten A4, ..., A, und p, ..., 4! in K mit

r r
— — /
E Aiui = v = E ‘U/JW) .
i=1 j=1



Setzen wir u; = — fiir 1 < j <'s, dann folgt D3, A;u; + 257, ujw; = Oy. Also ist v = >, A;u; ein Element
der Menge auf der rechten Seite der Gleichung. ,2“ Seiv = Zir=1 A;u; ein Element der Menge rechts. Dann
gibt es nach Definition Koeffizienten u,, ..., u; € K, so dass (A, ..., A, by, ..., Us) in & liegt. Daraus wiederum folgt
iy Aty + 25y wyw; = Oy und somit 37 A == uw; €UNW. |

Mit Hilfe der Proposition erhélt man das folgende Berechnungsverfahren fiir den Durchschnitt. Sei V = K™, und
seien U, W, r, s sowie die Vektoren u; und w; wie in der Proposition definiert.

* Trage die Vektoren uy, ...,u,, ws, ..., w; als Spalten in eine Matrix A € ./, (,4s) x €iN.

* Wende das GauRsche Eliminationsverfahren an, um A in eine Matrix A’ = (al{j) € Mpmx(r+s)x IN NOrmierter

Zeilenstufenform umzuwandeln.

* Seien by, ..., b, € K'** die Basisvektoren von ., die (wie in § 3 beschrieben) an der Matrix A’ abgelesen werden

konnen. Definieren vy, = Zirzl byu; fir 1 <k < (. Dann ist {vy, ..., v, } eine Basis von U NW.

Wir iiberpriifen die Korrektheit des Verfahrens. Die Matrix A, die im ersten Schritt definiert wurde, entspricht einem
linearen Gleichungssystem bestehend aus n Gleichungen in r +s Unbekannten, dessen Losungsmenge genau mit
der Menge % aus Prop. [(10.13)|{ibereinstimmt. In der Tat, ein Tupel (14, ..., A, U1, ..., Us) € K™ ** ist genau dann ein
Element der Losungsmenge, dann gilt 21;1 Al +Z;=1 ujwj =0 fiir 1 < k < m. Dabei ist die k-te Gleichung jeweils
dquivalent dazu, dass die k-te Komponenten des Vektors Z:zl Au; + Z;zl u;w; gleich Null ist. Alle Gleichungen
zusammen sind also &quivalent zu Zle Ay + Z;zl pjw; = 0y und somit zu (A4, ..., A, g, ..., Us) € £. Weil die
Spalten von A ein Erzeugendensystem von U + W durchlaufen, gilt auBerdem rg(A) = dim(U + W).

Wegen rg(A) = rg(4’) = t gilt dim ¥ = r +s—t nach Satz[(10.11)| Aus Prop.[(10.13)|folgt, dass UNW genau das Bild
von (%) unter der Abbildung R"™ — R™, (14,...,4,) — Z?zl Aju; ist. Daraus, dass die im letzten Schritt definierten
Vektoren vy, ..., v, den Untervektorraum U N W aufspannen. Auf Grund des Schnittdimensionssatzes|(10.1)] gilt

{ = dm¥ = r+s—t = r+s—rg(d) = dimU+dimW—-dim(U+W) = dim(UnW).
Deshalb bilden diese Vektoren sogar eine Basis von U NW.

Wir demonstrieren das Verfahren an einem konkreten Beispiel. Berechnet werden soll der Durchschnitt U N W der

Untervektorrdume
1 0 1 1 2
. 2 —1 1 . 2 1
U=Ilin s s und W =lin ,
1 2 1 0 —1
0 -3 0 5 -1

im R*. Wir setzen voraus, dass bereits iiberpriift wurde, dass es sich bei den angegebenen Erzeugendensystemen um
Basen von U und W handelt. Der Anleitung von oben folgend, schreiben wir die Basisvektoren in eine Matrix und
formen diese auf normierte ZSF um.



1 0 11 2 1 0 1 1 2 1 0 1 1 2

2 -1 1 2 1 0 -1 -1 0 -3 01 1 0 3
— — —

1 2 10 -1 0 2 0 -1 -3 0 2 0 -1 -3
0 -3 0 5 -1 0 -3 0 5 -1 0 30 5 -1

10 1 2 101 1 2 1011 2

01 0 3 0110 3 0110 3
(g (g —>

00 —2 -1 -9 001 3 2 001 % ¢

00 3 5 8 0 03 5 8 oo0o0 Z -4
1011 2 1010 2 1 000 -2
0110 3 0110 3 0100 -

— —

001 3 3 0010 ¥ 0010 ¥

0001 —% o001 -4 0001 -4

Wie in § 3 kann an der letzten Matrix abgelesen werden, dass der Losungsraum des LGS durch
2 = lin{(%%2-Z 41} = lin{(12,16,-37,11,7)}

gegeben ist. Laut Verfahren ist somit auch U N W eindimensional, und es gilt U N W = lin(v) mit dem Vektor

1 0 1 —25

2 — 1 —29
v o= 12- +16- +(=37)" =

1 2 1 7

0 -3 0 —48



§ 11. Koordinatenabbildungen und Darstellungsmatrizen

Zusammenfassung.  Das Rechnen in endlich-dimensionalen Vektorraumen wird durch die Einfithrung von Koordinatenabbil-
dungen erheblich erleichtert, weil sich hierdurch jede Rechnung auf den einfach zu handhabenden Vektorraum K" reduzieren
lasst. Von grofRer praktischer Bedeutung ist die Umrechnung zwischen verschiedenen Koordinatensystemen; man denke zum Bei-
spiel an die Verwendung unterschiedlicher Bezugssysteme in der Physik. Wir werden sehen, dass sich eine solche Umrechnung
stets durch eine einfache Matrix-Vektor-Multiplikation bewerkstelligen lasst.

Genauso wie sich jedes Element eines endlich-dimensionalen Vektorraums V nach Wahl einer Basis durch ein Element des K"
beschreiben lasst, so kann eine lineare Abbildung zwischen zwei solchen Vektorrdumen V, W durch eine Matrix angegeben werden.
Zuvor miissen hierfiir allerdings Basen auf V und W gewéhlt werden. Auch hier ist eine wichtige Frage, wie sich die Matrix dndert,
wenn man auf V oder auf W zu einer anderen Basis iibergeht.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

— Koordinatenabbildung ®; zu einer geordneten Basis.

— Jeder n-dimensionale K-Vektorraum ist isomorph zu K".

—  Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen
—  lineare Abbildung .55’;’ (A) zu einer Matrix A

—  Darstellungsmatrix . ;;" (¢) zu einer linearen Abbildung ¢

— Rechenregeln fiir Darstellungsmatrizen (Vertraglichkeit mit Addition, Verhalten be-
ziliglich Komposition
und Umkehrabbildung)

—  Transformationsformel / Satz vom Basiswechsel

(11.1) Proposition. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 98 = (v4, ..., v,) eine geord-
nete Basis. Dann gibt es fiir jeden Vektor v € V ein eindeutig bestimmtes Tupel (1, ...,A,) € K"

n
v = Z}\.kvk.
k=1

mit

Beweis: Weil B = {vy,...,v,} ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es jedenfalls Elemente A,,...,A,, € K, so dass

v = ZZ=1 AV erfiillt ist. Nehmen wir nun an, dass (A4, ..., A,) und (u, ..., 4,,) beides Tupel mit der Eigenschaft

n n
Z Ave = v = Z My Vi
k=1 k=1
Dann folgt

n n n
Z(kk_.uk)vk = Zkkvk_z“*kvk = v—v = 0y
k=1 k=1 k=1

Weil B auch linear unabhéngig ist, folgt A, — u; = O und somit A, = y; fiir 1 < k < n. Damit ist die Eindeutigkeit
bewiesen. m|



(11.2) Satz. Sein €N,V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und 98 = (v4, ..., v,) eine geord-

nete Basis. Dann ist durch die Zuordnung
n
&,:V—K" | ZkiviH(kl,...,kn)
i=1

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen definiert. Wir nennen ¢4 die Koordinatenabbildung
beziiglich der Basis 4. Fiir jeden Vektor v € V sind ® 4(v) € K" die Koordinaten von V beziiglich

der geordneten Basis 4.

Beweis:  Aus [(11.1) folgt unmittelbar, dass ® 4 eine wohldefinierte bijektive Abbildung ist. Zu zeigen bleibt die
Linearitat. Seien v,w € V und A € K vorgegeben. Sei ® 4(v) = (A4, ...,A,) und & 4(w) = (u4, ..., 4,,). Dann gilt nach

n n
v=Zlkvk und W=Zukvk.
k=1 k=1

Esfolgtv+w = >, _ (A +u v und Av = D77 (A4 vy, also gilt @ g (v+w) = (A iy, ooy Ay hy) = 2 5(V)+@ 5 (W)
und ® 4 (Av) = (AA4,...,AL,) = A® 4(v). Damit ist die Linearitdt nachgewiesen. O

Definition der Koordinaten

Wir bemerken noch, dass nach Definition der Koordinatenabbildung das Bild ®4(v;) des j-ten Basisvektors gerade
der j-te Einheitsvektor e; ist. Es gilt ndmlich v; = ZZ=1 8 vk, und die Koeffizienten 6 ; sind gerade die Komponenten

des j-ten Einheitsvektors e;.

(11.3) Folgerung. Zwischen zwei beliebigen K-Vektorrdumen derselben endlichen Dimension

existiert ein Isomorphismus.

Beweis: Seien V und W zwei n-dimensionale K-Vektorrdume, und seien 98, ¢ geordnete Basen von V bzw. W. Dann
erhélt man durch Komposition der Isomorphismen 4 : V — K" und @%1 : K™ — W insgesamt einen Isomorphismus
619%1 0d,: V — W zwischen V und W. |

Fiir jedes n € IN sei &, = (e, ...,e,) die Basis des K" bestehend aus den Einheitsvektoren. Man nennt &, auch die
kanonische Basis von K". Fiir jeden Vektor v = (vy, ..., v,) gilt & (v) = v, also &, = id.. Dies folgt unmittelbar aus

der Gleichung v = >’/ _, vie; und der Definition von ®e (v).

Wir geben einige konkrete Beispiele fiir 48-Koordinaten an.

(i Sei K =R,V = R? und & = (e;,e,,e;) die geordnete Basis bestehend aus den Einheitsvektoren. Gesucht
werden die &-Koordinaten des Vektors v = (1,3, 5). Es gilt

0 0
v = = 1-{0|+3-|1|+5-]0
0 0 1

Also ist @4 (v) =(1,3,5).



(ii) Wieder sei K = R und V = R3, aber diesmal suchen wir die %-Koordinaten von v = (1,3, 5) beziiglich der

Basis
2 1 0
B = 11,]0f,|0O
0 0 3
Die Gleichung
1 2 1 0
v = |3 = 3-|1|+(5-|0o|+2-]o0
5 0 0 3

zeigt, dass diese Koordianten durch & 4(v) = (3,—5, %) gegeben sind.

In Beispiel (ii) war es nicht schwierig, die Koeffizienten 3, —5 und % durch Vergleich der einzelnen Komponenten
direkt zu finden. Im Allgemeinen bestimmt man die Koordinaten durch Losen eines linearen Gleichungssystems. Dazu

macht man in der vorliegenden Situation den Ansatz

2 1 0
0 0 3
mit A;, A5, A3 € R. Diese Gleichung ist dquivalent zu
A’l = 3
373 5

und wird von genau den Tupeln (1, A,, A;) € R? erfiillt, die das inhomogene LGS bestehend aus den Gleichungen
2x1 + x5 =1, x; = 3, 3x3 = 5 16sen. Genauer gesagt besitzt dieses LGS genau eine Losung, die wie immer auch mit

dem Gauf3-Algorithmus bestimmt werden kann.

Betrachten wir noch weitere Beispiele fiir 8-Koordinaten.

(iii) Sei K = R und V der R-Vektorraum der Polynome in R[x] vom Grad < 2. Dieser Raum besitzt B = (1, x, x2)
als geordnete Basis. Sei f = x? —2x + 1. Es gilt

f = 1-14(=2)-x+1-x?

und somit ®5(f) = (1,—2,1).

(iv) Seien K, V und f wie im vorherigen Beispiel definiert; diesmal betrachten wir aber die geordnete Basis 6 =
(1,x +1,x2 + x). Hier gilt nun

f = x*=2x+1 = 4-1+(-3)-(x+1)+1-(x*+x)

und somit ¢, (f) = (4,—3,1).



(v) SeiK=C,V=C?undv=(3+i,2—6i). Sei & = (e, e,) die Basis der Einheitsvektoren. Die Gleichung

() = oo ()

zeigt, dass ® 4(v) = (3+1i,2—61) ist.

(vi) Diesmal betrachten wir V = C? als R-Vektorraum, es sei also K = R. Dieser Vektorraum besitzt die geordnete
Basis 8B = (ey,ie;, ey, ie,). Wieder sei v = (3 +1i,2— 6i). Weil C? als R-Vektorraum vierdimensional ist, hat v

diesmal vier Koordinaten, die aber in R liegen. Die Gleichung

) - s (o

zeigt, dass diese durch ® 4(v) = (3,1, 2,—6) gegeben sind.

Als néchstes untersuchen wir nun den Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen.

(11.4) Satz. (Existenz und Eindeutigkeit linearer Abbildungen)

Sein € IN, V ein n-dimensionaler und W ein beliebiger K-Vektorraum. Sei (vy, ..., v,) eine geord-
nete Basis von V und (w4, ...,w,) ein Tupel bestehend aus Elementen von W. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ : V — W mit ¢(v;) =w; fiir 1 <i <n.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Existenz einer solchen linearen Abbildung. Jeder Vektor v € V besitzt eine
eindeutige Darstellung v = Z?zl A;v; als Linearkombination der Basis, mit A; € K fiir 1 < i < n. Wir definieren das
Bild ¢(v) durch ¢(v) = Z?:l A;w;. Die so definierte Abbildung ist in der Tat linear. Ist ndmlich v’ € V ein weiterer
Vektor mit der Darstellung v/ = Z?:l Alv; als Linearkombination, dann besitzt der Vektor v + v die Darstellung
v+v =37 (A + A)v;. Nach Definition der Abbildung ¢ erhalten wir

n

PO +Y) = DA HADw, = D Awi+ > Aw, = () + ().
i=1 i=1

i=1

Ist A € K beliebig, dann gilt Av = > AA;v; und folglich ¢(Av) = o AAw; = A >0 A,w; = A¢(v). Damit ist

die Linearitat von ¢ nachgewiesen.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ durch die genannten Eigenschaften eindeutig bestimmt ist. Sei ¢’ : V — W eine weitere
lineare Abbildung mit ¢'(v;) = w; fir 1 < i < n. Ist v € V dann ein beliebiger Vektor und v = ZLI A;v; eine
Darstellung als Linearkombination der Basis, dann folgt aus der Linearitit beider Abbildungen

O = ¢(Zn:}‘ivi) = Zn:lid’("i) Zn:liwi =
=1 i=1 i=1
ZHIA@I(VJ = 4’/(2“:7%"1') = ¢'(v)
=1 i=1

Also stimmen ¢ und ¢’ als Abbildungen iiberein. m|



Wir verwenden diesen Satz, um jeder Matrix A € #,,., x eine lineare Abbildung zwischen Vektorrdumen V, W der

Dimension n und m zuzuordnen.

(11.5) Definition. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorraume und .« = (v1,...,v,), B =
(wy,...,wp,) geordnete Basen von V bzw. W. Ferner sei A = (a;;) eine Matrix aus ., x, mit
n=dimV und m = dim W. Dann gibt es nach[(11.4)|eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
m
¢:V—W mit ¢(vj)=Zaijwi fir 1<j<n.
i=1

Wir bezeichnen diese Abbildung ¢ mit fg (A) und nennen sie die lineare Abbildung zur Matrix
A beziiglich der Basen ./ und 4.

Auch diese Definition illustrieren wir durch zwei Beispiele.

(i) SeiK=R,V=R2W=R3 & =(e;,e,) und & = (e;, e,,e3). Wir suchen die lineare Abbildung ¢ = 222(A)

zur Matrix
1 2
A = 3 4
5 6

Nach Definition erfiillt ¢ die Gleichungen ¢(e;) =1-e;+3-e,+5-e3 =(1,3,5) und ¢p(e,) = 2-e;+4-e,+6-e5 =
(2,4,6). Damit kann das Bild von ¢ auch fiir jeden beliebigen Vektor angegeben werden, denn auf Grund der
Linearitit von ¢ gilt

¢(2) - qs(xl.((l))ﬂz.(i’)) _ x1.¢(;)+x2.¢((1’)

1 2 X1+ 2x,
= Xl‘ 3 +XZ' 4 = le +4XZ
5 6 5x1 + 6x,

(i) Sei K =R, V = R%, W = R® und A wie in Beispiel (i) definiert. Diesmal aber betrachten wir die Basen
o = (vy,vy) und B = (w;,w,, w3) bestehend aus den Vektoren

1 ) 0 1 1
V= , Vo = , W1 = 1 s Wy = 0 )W3= 1
! - 1 1 0

Seiy = 25 (A). Wieder konnen an den beiden Spalten von A die Bilder der Basisvektoren abgelesen werden:

Nach Definition gilt
0 1 8
YPvy) = 1w +3-wy+5-wg = 1-[1[+3-|0]|+5-]1 —
1 0 4



und

0 1 1 10
lll(vz) = 2‘W1+4‘W2+6'W3 = 2 1 +4' 0 +6' 1 = 8
1 1 0 6

Mit diesen Informationen kénnen wir auch die Bilder 1(e;) und 1(e,) der Einheitsvektoren ausrechnen. Aus

e, = %vl + %vz folgt

8 10 9
YPle) = 1/’(%"1"‘%"2) = %TP(V1)+%¢(V2) = % 6 +%' 8 = 7 )
4 6 5
und mit e, = %vl + (—%)vz erhalten wir ebenso
8 10 -1
Ple) = PGvi+(=3m) = 3P+ = 3-|6[+(=3)-| 8 = |1
4 6 -1

Damit konnen wir nun wieder das Bild jedes beliebigen Vektors angeben.

w(z) = w(xl.((l))ﬂz.((l’)) _ xl.w(;)ﬂz.w@

9 _1 9X1_X2
= x| 7|+xy-| -1 = 7X1— Xq
5 _1 5X1—X2

Man sieht, dass ¢ # ) ist, obwohl unter (i) und (ii) dieselbe Matrix A verwendet wurde.

Sind V und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit geordneten Basen .« und 93, so kann jeder Matrix A €
M x also eine lineare Abbildung 3;; (A) : V> W zugeordnet werdne, sofern n = dimV und m = dim W ist. Nun

sehen wir uns an, wie man umgekehrt jeder linearen Abbildung V — W eine Matrix zuordnet.

(11.6) Definition. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdaume und .« = (vy,...,v,), B =
(wy,...,w,,) geordnete Basen von V bzw. W. Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Fiir jedes

j €{1,...,n} stellen wir ¢(v;) als Linearkombination von % dar; es gilt

m

¢(VJ) = Zaijwi 1 S]Sn

i=1

mit eindeutig bestimmten Koeffizienten a;; € K. Wir nennen A = (a;;) € M,nxnx die Darstel-
lungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen .o/, $8 und bezeichnen sie mit .# g (¢).

Die Darstellungsmatrix .4, x kann ausgerechnet werden, indem man fiir jeden Basisvektor v; aus ./ das Bild ¢ (v;)
als Linearkombination von 98 schreibt und die entsprechenden Koeffizienten als Spalten in die Darstellungsmatrix

eintrdgt. Wieder betrachten wir zwei konkrete Beispiele.



(i) Esseien K = Rund V = W = _#,, der R-Vektorraum der reellen 2 x 2-Matrizen. Wir betrachten die geo-
ordneten Basen .« = 8 = (By1, B3, Bo1,Bss) bestehend aus den Basismatrizen und die Abbildung ¢ : V — W
gegeben durch

1 2
X — X fur XE%QR.
3 4 ’

Es ist leicht zu tiberpriifen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Die Bilder der Elemente von .« sind nun gegeben

durch

1 2\({1 O 1 0

¢(Bll) = 3 4 O 0 = 3 0 - 1'Bll+O'B12+3'BZI+O'BZZ
1 2)\(0 1 01

¢(B12) = 3 4 0 O = 0 3 = 0‘B11+1‘B12+0'321+3‘322
1 2\(0 O 2 0

¢(By) = s a1 o) = |4 o) = 2:By;+0-Byy+4-By; +0- By,
1 2\({0 O 0 2

$(By) = 3 4llo 1 = 0 4 = 0:By; +2:B13+0:By; +4:By,.

Jede Rechnung liefert eine Spalte der Darstellungsmatrix .4 g (¢). Insgesamt ist die gesuchte Matrix gegeben
durch

1020
010 2

o —

Mz (P) = 304 0
0 3 0 4

(i) SeiK=R,V=R% W =R3und ¢,:V - W, v — Av die Matrix-Vektor-Multiplikation mit der Matrix

1
A = 3
5

N A~N

Unser Ziel ist die Bestimmung der Darstellungsmatrix .4 g (¢) beziiglich der geordneten Basen

Wir rechnen die Bilder der Elemente von .o aus und stellen sie als Linearkombination von 28 dar.

1 1 2 1 3 1 1 1
¢A((1)) = |3 4 (1) = 7] = 9 |o|+C=4-|1]|+11-|1
5 6 11 0 0 1
1 2 -1 1 1
¢A((_11)) N (_11) S S Y 8 P DAY
5 6 —1 0 0



Wieder liefert jede Rechnung eine Spalte von .# g (¢). Insgesamt ist die gesuchte Matrix gegeben durch

—4 0
MI(P) = |—4 0
11 -1

Der folgende Satz zeigt, dass man mit Hilfe der Darstellungsmatrix .4 gg (¢) und den .«/-Koordinaten eines Vektors
v € V die 8-Koordinaten des Bildvektors ¢(v) € W ausrechnen kann.

(11.7) Satz. Seien die Bezeichungen wie in der Definition gewahlt. Dann gilt

Su(p(v)) = Jﬂg(d))@d(v) fiir alle veV.

Beweis: SeiA= ./ g (¢) und ¢, : K" — K™ die Abbildung v — Av gegeben durch das Matrix-Vektor-Produkt. Zum
Beweis der Gleichung &5 o ¢ = ¢, 0P, geniigt es auf Grund des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes zu zeigen, dass

(@god)v)) = (Pao®,)(v;) fir 1<j<n

erfiillt ist. Fiir die linke Seite der Gleichung gilt nach Definition

(@god)v;) = ‘I’%(Zaijwi) = Zaijq’ga(wi) = Zaijei = (ayj, - Amj)-

i=1 i=1 i=1

Fiir die rechte Seite erhalten wir

(Pac®)v)) = ule)) = (ay,-am)

denn nach [(10.6)|sind die Bilder der Einheitsvektoren unter ¢, genau die Spalten der Matrix A. Damit ist gezeigt,
dass die beiden Abbildungen {ibereinstimmen. m|

Auch diesen Satz illustrieren wir durch eine kurze Rechnung. Wieder seien V = R?, W = R? mit den geordneten
Basen .« und % aus dem letzten Beispiel vorgegeben, und wir betrachten dieselbe lineare Abbildung ¢, : V — W.
Wir berechnen das Bild des Vektors v = (5, 3) auf zwei verschiedene Arten: einerseits durch direktes Einsetzen in die
Definition, andererseits mit iiber den Koordinatenvektor ¢ ,,(v) und die Darstellungsmatrix .# g (¢4). Das direkte

Einsetzen ergibt

1 2 5 11
pa(v) = 3 4 (3) = 27
5 6 43

Der Koordinatenvektor von v beziiglich .« ist gegeben durch & ,, = (4,1), denn es gilt (5,3) =4-(1,1)+1-(1,—-1).
Mit Satz erhalen wir

-4 0 4 —-16
Pyu(Pa(v)) = //l;{((i)A)(I)ﬂ(v) = —4 0 () — _16



Aus den %-Koordinaten von ¢,(v) konnen wir den Vektor ¢,(v) zuriickgewinnen: Es ist

1 1 1 11
pa(v) = (=16)-|0|+(=16)-|1|+43-|1| = |27
0 0 1 43

Beide Rechenwege fiihren also zum gleichen Ergebnis.

(11.8) Proposition. Seien m,n € N, A€ #,,,,x und ¢, : K" — K™ die lineare Abbildung
gegeben durch ¢,(v) = Av fiir alle v € K". Dann gilt

M () = A
Beweis: Fiir 1 < j <n gilt nach jeweils
Mg (De; = Mg ($)Ps(e) = @5 (dale))) = ¢ale) = Ae;.
Dies zeigt, dass die j-te Spalte von .Z ;::(d) ) mit der j-ten Spalte von A iibereinstimmt, fiir 1 < j < n. i

Durch den folgenden Satz wird nun der entscheidende Zusammenhang zwischen Matrizen und linearen Abbildungen
hergestellt.

(11.9) Satz. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdaume und .o/, 8 geordnete Basen von
V bzw. W. Dann sind durch die beiden Abbildungen
My = Homg(V, W), Am 254, Homg(V,W) = Myyunic » ¢ — M35 (D)

zueinander inverse Isomorphismen von K-Vektorriumen definiert.

Beweis: Sei . = (vy,...,v,) und B = (wy,...,w,,). Zunichst beweisen wir, dass Z;7 eine lineare Abbildung ist.
Seien dazu A, B € M, x und A € K beliebig vorgegeben, A= (q;;), B = (b;;). Fir 1 < j <n gilt

LI A+B)v) = Dlag+bpw, = > agwi+ Yy byw = LFA)+27B))
i=1 i=1 i=1
= (27W+27B)v)
und
ZI7(AAW) = Z(Aai]‘)wi = A’Zaijwi = A27A0) = ALy @W).
i=1 i=1

Damit sind die Gleichungen £ (A+B) = £ (A)+ %, (B) und £, (AA) = AL, bewiesen, und £, ist tatséchlich
eine lineare Abbildung. Um zu zeigen, dass die Abbildungen 2; und A g zueinander invers sind, miissen die

Gleichungen

//tg o,s,ﬂg =id , und Z; 0//55 = idgom, (v,w)

mxn,K



tiberpriift werden. Zum Beweis der ersten Gleichung sei A= (qa;;) € M «n x VOrgegeben. Es gilt

LIA) = Dlagw, fir 1<j<n.
i=1

Diese Gleichungen zeigen, dass A die Darstellungsmatrix von zg’ (A) ist. Es gilt also

(Mg o)A = (L) = A = id,

mxn,K (A)

. . . . Vd M . .
Damit ist die Gleichung /#3 o £ =id ,  nachgewiesen.

Zum Beweis der zweiten Gleichung sei ¢ € Hom(V, W) vorgegeben und A = .# g (¢) mit A= (a;;). Dann gilt

i=1

Diese Gleichungen zeigen, dass die linearen Abbildungen ¢ und .!f;; (A) auf der Basis .« von V iibereinstimmen.

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz sind sie damit identisch. Es gilt also
(L o)D) = 2 (@) = 2ZJ@) = ¢ = iduomaw(¢) .

also £ o M5/ = idyom, (vw)- Insgesamt haben wir gezeigt, dass die Abbildungen £ und ./ zueinander invers
sind, damit insbesondere Umkehrabbildungen besitzen und folglich bijektiv sind. Auf Grund von|(5.11)|ist .# g als

Umkehrabbildung einer linearen Abbildung ebenfalls linear. m|

(11.10) Folgerung. Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Dann gilt

dim Homg(V,W) = (dimV)(dimW).

Beweis: Sei m = dimW und n = dim V. Nach [(11.9)|sind die K-Vektorrdume Homy (V,W) und .#,,, x isomorph.
Daraus folgt dim Homy (V, W) = dim ./, x = mn. O

(11.11) Lemma. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ./ eine geordnete Basis
von V. Dann gilt
Jﬂj(idv) = EM

d.h. die Darstellungsmatrix der identischen Abbildung ist die Einheitsmatrix.
Beweis: Sei ./ = (vy,...,v,). Fir 1 < j < n gilt nach|(11.7)| dann jeweils
/ﬂj(idv)ej = -ﬂj(idv)(bﬁ(vj) = ‘I’,«z;/(idv(vj)) = ‘I’Jz/("j) = €.

Die Spalten von .# j (idy ) sind also gerade die Einheitsvektoren. Daraus folgt .4 j (idy) = EM. O



(11.12) Satz. Seien U,V,W endlich-dimensionale K-Vektorriume mit geordneten Basen .o,
% und 6. Seien ¢ : U — V und 1 : V — W lineare Abbildungen. Dann gilt

MI(pod) = MIW)AMG (D).

Das Matrixprodukt entspricht also der Komposition linearer Abbildungen.

Beweis: Sein=dimU und .&/ = (vy,...,v,). Fiir 1 < j < n gilt nach[(11.9)|dann einerseits
M pople; = MI(Pop) () = 4((Pop)v)))
andererseits aber auch
MP)MG (Ple; = MTP)MG($)24(v)) = MI()25(P(v)) =
2 (P(P(v))) = P4((ypoP)(v))).

Also stimmt die j-te Spalte von ;7 () o ¢) mit der j-ten Spalte von #7 (1)#; (¢) iiberein, fir 1 <j<n. O

(11.13) Satz. Seien V,W beides n-dimensionale K-Vektorraume mit geordneten Basen .«/, 2.
Eine lineare Abbildung ¢ : V — W ist genau dann bijektiv, wenn die Darstellungsmatrix .4 g (¢)

invertierbar ist, und in diesem Fall gilt

MG = (@)

Beweis:  Sei o = (vq,...,v,) und B = (wq,...,w,). Setzen wir zunéchst voraus, dass die Matrix A = //lg;(d))
invertierbar ist. Sei B = A™" die inverse Matrix und ¢ = £ (B). Weil die Abbildungen £ und .# 7 nach|(11.9)
zueinander invers sind, gilt B = ./ fj (). Fiir 1 < j < n gilt dann einerseits

MI(podle; = MI(Pod)P,(v)) = MIP)MY (P2 () = BA®,(v) = &,
und andererseits
/ﬂj(idv)ej = /ﬂj(idv)(‘pﬂ("j)) = ¢d(idv(Vj)) = q)d(vj)-

Die j-te Spalte von ./ (v o¢) stimmt also mit der j-ten Spalte von ./ (idy ) tiberein. Also sind die beiden Matrizen
gleich. Weil die Zuordnung .# j bijektiv ist, folgt 4 o ¢ =id;,. Nach dem gleichen Schema zeigt man ¢ o) =idy.
Damit ist die Bijektivitdt von ¢ bewiesen.

Gehen wir nun umgekehrt davon aus, dass ¢ bijektiv ist, und sei ¢ die Umkehrabbildung. Mit Hilfe von [(11.11)

erhalten wir
ME)MZ (@) = MIpo¢) = 4ZGdy) = E®

Dies zeigt die Invertierbarkeit von .4 g (¢) und beweist zugleich auch die Identitét .4 % (¢~") = .4 g ()L O



(11.14) Definition. Seien V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und seien .o/, 8 zwei
geordnete Basen von V. Dann nennt man 7, 9“;" =M g (idy ) die Matrix des Basiswechsels von
./ nach % oder auch einfach eine Transformationsmatrix.

Die wesentliche Eigenschaft der Transformationsmatrix 9; besteht darin, dass sie die .«/-Koordinaten eines Vektors
in $B-Koordinaten umrechnet.

(11.15) Proposition. Seien Bezeichnungen wie in der Definition und n = dim V.
(i) Firallev eV gilt 99;?/@.%(11) =& 4(v).

(i) Esgilt 77 =E™ und 77 = (7,7)7".
Beweis: Fiir jeden Vektor v € V gilt nach jeweils
ﬂjéﬂ(v) = //tg(idv)éﬂ(v) = d,>Gdy(v)) = ®4(v).

Die Gleichung j = E™ ist eine direkte Folgerung aus der Gleichung 7 j ® ,(v) =% ,(v), denn mit v € V durch-
lauft  ,(v) alle Vektoren aus K". Schlief3lich liefert|(11.13)[noch
(TH™" = WMFGd)" = MZGd,") = MZ3Gd,) = TZ. O

Wir geben ein konkretes fiir die Bestimmung einer Transformationsmatrix und deren Anwendung an. Sei K = R und
V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < 2. Wir betrachten die geordneten Basen .« = (f, g,h) und
2 = (u,v,w) bestehend aus den Elementen f =1, g = x, h = x2sowieu =1, v = x + 1, w = x>+ x. Um die
Transformationsmatrix j zu bestimmen, stellen wir die Elemente von 23 als Linearkombinationen der Elemente
von .«f dar. Es gilt

u = 1 = 1-140-x+0-x?
v = x+1 = 1-1+1-x40-x2
w = x?’4x = 0-14+1-x+1-x2

Jede Rechnung liefert eine Spalte von 7 #; insgesamt erhalten wir

72 =

o O =
[ R
= o= O

Der Algorithmus aus § 3 zur Invertierung von Matrizen liefert

1 -1 1
gy = @27 = |o 1 -1
0 0 1

Wir testen nun an einem Beispiel, dass mit 99“;‘7 tatsdchlich Koordinaten umgerechnet werden kénnen, wie in Satz
(11.7)| angegeben. Das Element r = x> —2x +1 € V hat wegen r = 1-1+ (=2)-x + 1 - x? die .¢/-Koordianten



® ,(r)=(1,—2,1). Mit Satz|(11.7)|erhalten wir

1 -1 1 1 4
ou(r) = F70,0) = |0 1 —-1|[—=2| = [-3
0 1 1 1

Dies sind tatséchlich die %-Koordinaten von r, denn es gilt 4- 1+ (—3)-(x +1)+1-x2=x2—2x+1=r.

Zum Schluss sehen wir uns noch an, wie man Darstellungsmatrizen beziiglich unterschiedlicher Basen ineinander
umrechnet.

(11.16) Satz. (Transformationsformel / Satz vom Basiswechsel)

Seien V,W endlich-dimensionale K-Vektorrdume, .«/,.f’ zwei Basen von V und %, B’ zwei
Basen von W. Fiir jede lineare Abbildung ¢ : V. — W gilt dann

M3 (D) = T M ()T
Beweis: Die Gleichung erhélt man direkt durch Anwendung von|(11.12)| Es gilt

Th M (D) TS = M(dy) MG () T (dy) = MP(idy o) (dy) =

M (dyopoidy) = AZ(P). O
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§ 12. Determinanten

Zusammenfassung.  Jeder quadratischen Matrix A € .#,, , kann auf natiirliche Weise ein Wert det(A) € K zugeordnet werden,
die sog. Determinante, fiir die es eine ganze Reihe von Anwendungen gibt. Zum Beispiel lasst sich an der Determinante erkennen,
ob A invertierbar ist. Auch die Inverse A™' und die Lésungen von linearen Gleichungssystemen kénnen durch die Determinante
ausgedriickt werden. In der Geometrie dient die Determinante zur Berechnung von Flacheninhalten und Volumina.

Zunichst geben wir eine Charakterisierung der Determinantenfunktion durch drei Eigenschaften: Sie ist multilinear, alternierend
und normiert. Um eine explizite Formel fiir die Determinante anzugeben, benétigen wir die sog. symmetrischen Gruppen S,,, deren
Elemente als Permutationen bezeichnet werden. Jedes Element der S, liefert einen Summanden in der Determinantenformel, mit
einem Vorzeichen, dass durch das sog. Signum der Permutation festgelegt ist. Am effizientesten lasst sich die Determinante einer
Matrix mit dem GauR-Algorithmus (also durch Uberfiihrung in ZSF) berechnen. Auch die Blockgestalt von Matrizen kann zur
Berechnung der Determinante genutzt werden. Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz kann die Berechnung der Determinante
einer n x n-Matrix auf kleinere Matrizen zuriickgefiihrt werden.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

—  Charakterisierung der Determinantenfunktion durch die drei Eigenschaften
multilinear“, ,alternierend“ und , normiert“

—  Definition der symmetrischen Gruppe S, und des Signums einer Permutation

—  Rechenregeln (12.9) und (12.11) zur Bestimmung des Signums

—  Leibniz-Formel zur Berechnung der Determinante (Sarrus-Regel als Spezialfall)

- Anderung der Determinante durch elementare Zeilenumformungen

- Aobere Dreiecksmatrix = det(A) = [];_, ax

- A€ .,y ist invertierbar < det(A) # 0

- det(AB) = det(A)det(B) fiir alle A,B € ./,

- Definition der zu A € .#, x komplementéren Matrix

—  Laplacescher Entwicklungssatz

In diesem Abschnitt erweist es sich an vielen Stellen als praktisch, Matrizen als Tupel bestehend aus ihren Zeilenvek-
toren darzustellen. Sei K ein Korper und n € IN. Dann schreiben wir (ay,, ..., a,,) fiir die Matrix A = (a;;) € 4, x mit
den Zeilenvektoren a;, fiir 1 < k < n. Ist v, € K" ein beliebiger Vektor, dann schreiben wir (aj.,, ..., Vi, --., Q. ) flir die
Matrix, die man erhalt, wenn man die k-te Zeile a;, durch den Vektor v, ersetzt.

(12.1) Definition.
(i) Eine Abbildung d : .#, x — K bezeichnet man als multilinear, wenn fiir 1 < k < n und
alle ay,, ..., a,.,a;, € K" und alle A € K jeweils

A1, Qg + Apgs oy @pe) = d(A1e; e ey oy Qpa) + d(Age, o0y Ay ey )

und d(aqe; -, Ages ooy Qo) = Ad(Aqe, --vr Aga, --+> Ao ) €rfiillt ist.

(i) Man bezeichnet eine multilineare Abbildung d : .#,, x — K als alternierend, wenn d(A) =
0 gilt, sobald zwei Zeilen von A € .#,, i iibereinstimmen.

(iii) Sie ist normiert, d.h. fiir die Einheitsmatrix I gilt d(E™) = 1.

Eine multilineare, alternierende und normierte Abbildung d bezeichnet man als
Determinantenfunktion.
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Wir zeigen anhand einiger konkreter Beispiele, wie die Eigenschaften einer Determinantenfunktiond : .#;z — R zu
interpretieren sind. Die erste Gleichung unter (i), angewendet auf die zweite Zeile der Matrizen, liefert beispielsweise

1 2 3 1 2 3 1 2 3
d{4 5 6|+d|0 1 1 = d|4 6 7
7 8 9 7 8 9 7 8 9

Die zweite Gleichung unter (i) bedeutet unter anderem, das man aus jeder einzelnen Zeile eine Faktor 2 ,herauszie-

hen“ kann, zum Beispiel in der Form

2 4 6 1 2 3 2 4 6 2 4 6
dl 8 10 12 = 2-d| 8 10 12 = 2d[{4 5 6 = 2-d[{8 10 12
14 16 18 14 16 18 14 16 18 7 8 9

Diese Regel lésst sich natiirlich auch mehrmals hintereinander anwenden. Man erhélt so zum Beispiel

2 4 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3
d|{ 8 10 12 = 2-d| 8 10 12 = 4.d{ 4 5 6 = 8-d|4 5 6
14 16 18 14 16 18 14 16 18 7 8 9

Allgemein gilt fiir eine beliebige quadratische Matrix A € .4,  und ein beliebiges A € K jeweils die Gleichung
d(AA) = A"d(A). Konkrete Beispiele fiir die Anwendung der Regeln (ii) und (iii) sind

QU
N = =
g N

1
= 0 und dlo
0

A W W
oS = O
= O O
I
=

Unser Hauptziel in diesem Abschnitt ist der Nachweis, dass fiir jeden Koérper K und jedes n € IN genau eine Deter-
minantenfunktion auf ./, j existiert. Fiir den Nachweis der Existenz bendtigen wir als algebraisches Hilfsmittel die

symmetrischen Gruppen.

(12.2) Proposition. Fiir jedes n € IN sei M,, = {1,...,n} die Menge der Zahlen von 1 bis n.
Dann bilden die bijektiven Abbildungen o : M,, — M, mit der Komposition von Abbildungen
als Verkniipfung eine Gruppe. Wir nennen sie die symmetrische Gruppe in n Elementen und

bezeichnen sie mit S,,.

Beweis: Zunéchst beweisen wir das Assoziativgesetz. Fiir alle p, 0,7 € S, und alle x € M,, gilt

((poo)et)(x) = (poo)(r(x)) = plo(r(x))) = ploet)(x)) = (peo(ooT))(x)

und somit (p oo)oT = p o(o o7). Damit ist die Assoziativitidt nachwiesen. Die identische Abbildung id € S, gegeben

durch id(x) = x fiir alle x € M,, ist in (S,,, o) das Neutralelement, denn fiir alle o € S,, und alle x € M,, gilt
(goid)(x) = o(d(x)) = ox) = idlo(x)) = (@(deoo)(x)

also o oid = id o 0. Weil jedes o € S, bijektiv ist, existiert jeweils die Umkehrabbildung o~!. Diese ist ebenfalls
bijektiv, also ein Element in S,,. Fiir alle x € M,, gilt nach Definition der Umkehrabbildung

(c7loo)x) = o7H(o(x) = x = id(x)
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1 1

und somit 0! o o = id. Ebenso zeigt man o o 0! = id. Damit ist nachgewiesen, dass o~ in (S, o) das zu o inverse

Element ist. Jedes Element in S, hat also ein Inverses, damit ist (S,,, o) eine Gruppe. O

Elemente in S, konnen durch Wertetabellen dargestellt werden. Beispielsweise schreibt man

1 2 3 4
o =
1 4 2 3

fiir das Element o € S,, das durch (1) =1, 0(2) = 4, 0(3) = 2 und o(4) = 3 gegeben ist. Aus der Analysis einer
Variablen ist bekannt, dass fiir jedes n € IN und beliebige Mengen A, B mit |A| = |B| = n jeweils genau n! bijektive
Abbildungen A — B existieren. Also gilt auch |S,| = n! fir alle n € IN.

Die Verkniipfung o ot zweier Elemente o, T € S,, kommt dadurch zu Stande, dass auf jedes k € M,, erst die Abbildung

7 und dann die Abbildung o angewendet wird. Ist beispielsweise

1 2 3 4 1 2 3 4
o = und T = ,
(1 4 2 3) (2 3 4 1)

dann gilt (g o 7)(1) = 0(7(1)) = 0(2) =4 und (o o 7)(2) = o(7(2)) = 0(3) = 2. Ebenso erhélt man (o o 7)(3) =3
und (o o 7)(4) = 1. Insgesamt gilt also

1 2 3 4

OoT =
4 2 3 1

Wir werden nun sehen, wie die symmetrische Gruppe S,, mit Determinantenfunktionen auf ./#,, x zusammenhéngt.
Dazu bezeichnen wir mit Abb(M,,) die Menge aller (nicht notwendig bijektiven) Abbildungen M,, — M,,. Aus dem
ersten Semester wissen wir, dass fiir eine Abbildung o € Abb(M,,) die Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv
dquivalent sind. Ein Element aus Abb(M,,), das nicht in S,, liegt, ist also weder injektiv noch surjektiv.

Seinund : ., — K eine Determinantenfunktion und A = (a;;) € 4, k. Mit ey, ..., e, bezeichnen wir wie immer
die Einheitsvektoren in K". Die Darstellung der Zeilenvektoren als Linearkombination der Einheitsvektoren liefert
e = ZLI ag;e; fiir 1 < k < n. Auf Grund der Multilinearitéit von d gilt

d(A) = d(aje, - ap) = d(Zalileil,aZ.,...,an.) =

i=1
n n n

Ealild(eil,az.,...,an.) = E Ealilazizd(eil,eiz,a3.,...,an.) = .. =
i=1 i1=1i,=1

n n

E...Ealil...anind(eil,...,ein) = E aw(l)...ano(n)d(eg(l),...,ea(n))
=1 i=1 o €Abb(M,)

Jedes Element o € Abb(M,,) mit o ¢ S, ist auf Grund unserer Vorbemerkung insbesondere nicht injektiv, es gibt
also i, j € M,, mit i # n und o (i) = o(j). Weil die Funktion d alternierend ist, gilt dann d(e,(y), ..., €5(y)) = 0. Somit
verschwinden in der Summe sédmtliche Summanden, die zu Abbildungen o € Abb(M,,) \ S,, gehdren. Wir erhalten

d(A) = Z ala(l)...aw(n)d(ea(l), veey ea(n)).

o€S,

Eine Matrix der Form P, = (e,(1), -+ €(n)) Mit 0 € S, bezeichnet man als Permutationsmatrix. Insbesondere ist
P4 = E™ die Einheitsmatrix. Unserer Rechnung hat ergeben
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(12.3) Proposition. Seid : .4, x — K eine Determinantenfunktion und A = (a;;) € A, k-
Dann gilt
dA) = D Go-Quomd(Ps).

o€S,

Nun zeigen wir noch, dass auch die Werte d(P,) durch die Eigenschaften der Determinantenfunktion eindeutig
festgelegt sind. Sei n € N, und seien k,{ € M, zwei verschiedene Zahlen. Dann ist die Abbildung o : M,, —» M,
gegeben durch

{ fallsx=k
o(x) = k fallsx=1/¢
X sonst

bijektiv, liegt also in S,,. Man verwendet fiir dieses spezielle Element von S, die Notation (k £). Allgemein werden
Elemente in S, in dieser Form als Transpositionen bezeichnet. Jede Transposition T hat die Eigenschaft T o 7 = id,
denn die Vertauschung von je zwei Elementen wird durch Wiederholungs des Vorgangs wieder riickgéngig gemacht.

Es gilt also

T = 1! fiir jede Transposition 7 € S,,.

Wir bestimmen nun das Bild d(P,) unter einer Determinantenfunktion d zunéchst fiir den Fall, dass o eine Transpo-

sition ist. Allgemein gilt

(12.4) Lemma. Seid : .#, x — K eine Determinantenfunktion, und seien A, B € .#,, x. Entsteht
B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, dann gilt d(B) = —d(A).

Beweis: Seien k,f € M, die beiden Zeilenindizes mit der Eigenschaft, dass B aus A durch Vertauschung der k-ten

mit der £-ten Zeile entsteht, wobei k < £ ist. Weil die Determinantenfunktion multilinear und alternierend ist, gilt
d(A)+d(B) = d(..,Aes > Apar---) FA(cer; Apay evy Apay --.) =
Aoy Aay ooy Aeay oe) T A(eves Aty vver Apar ooe) F A(eey Apay ooy Agas o) T A(eees Apay ooy Aoy een) =
d(...;Agas ooy Ao + Apay o) F+ A(eeey Apay ooy Qe + Apay o) = d(eey Ao + gy -vs Qg + ey --.) = O.
Daraus folgt d(B) = —d(A) m|

Die Permutationsmatrix P ¢y entsteht aus der Einheitsmatrix E™ durch Vertauschung der k-ten und {-ten Zeile.
Nach Eigenschaft (iii) der Determinatenfunktionen gilt also d(Py ) = —d(E™) = —1. Als néchstes bestimmen
wir d(P,) fiir beliebige Elemente o € S,,. Dazu bemerken wir zunéchst, dass jede Permutation aus Transpositionen

zusammengesetzt werden kann.
(12.5) Proposition. Jedes Element aus S,, ist darstellbar als Produkt von Transpositionen.

Beweis: Sei o € S,, vorgegeben. Wir beweisen durch vollstdndige Induktion iiber k € {0, ..., n}: Es gibt ein Produkt T

von Transpositionen, so dass (7t o o)(i) =i fir 1 < i < k erfiillt ist. Die Aussage fiir k = n liefert dann T o0 =id &

— 104 —



o =171, Mit 7 ist dann auch das Element o = 7! ein Produkt von Transpositionen. Ist nimlich T = 7, o...o T, mit

Transpositionen 7;, dann erhalten wir fiir 7! die Produktdarstellung

-1 _ -1 -1 _
T = T, 0..0T = T;0..07Ty.

Kommen wir nun zum Induktionsbeweis. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Sei nun k € {0, ...,n — 1}, und setzen wir
die Aussage fiir k voraus. Dann gibt es ein Produkt 7 von Transpositionen, so dass die Permutation & = 7 o o fiir
1 <i < k die Gleichung & (i) =i erfiillt. Gilt nun 6(k + 1) = k + 1, dann erfiillt T die gewiinschte Aussage auch fiir
k + 1. Ansonsten setzen wir £ = &(k + 1); auf Grund der Injektivitdt von & und wegen &(i) =i fiir 1 <i < k und
6(k+1)#k+1istf > k+ 1. Fiir das Produkt 7" = (k+1 £) o T von Transpositionen gilt dann

(t'oo)k+1) = ((k+1 Hozoo)k+1) = ((k+1 os)k+1) = (k+10OK) = k+1 ,

wodurch der Induktionsschritt abgeschlossen ist. |

Es ist nicht schwierig, fiir ein gegebenes Element o € S, eine Darstellungs als Produkt von Transpostionen explizit
zu bestimmen. Die Vorgehensweise ist folgende: Zunéchst sucht man ein k € M, mit { = o(k) # k und ersetzt den
Eintrag £ an der k-ten Stelle durch k. Dann sucht man die Stelle m mit o(m) = k und ersetzt den Eintrag k dort
durch £. Bezeichnet man die so modifizierte Permutation, dann gilt ¢ = (k £) o ¢’. Denn fiir jedes x ¢ {k,£, m} gilt
offenbar o(x) = o’(x), und somit stimmen ¢ und (k £)o o’ in x ebenfalls {iberein. Fiir x € {k, £, m} iiberpriift man

die Gleichung unmittelbar durch Einsetzen: Es gilt
((k Do) k)= (k £)(k) =t =0c(k) und ((k D)oo")(m)=(k O)() =k =o(m).

Ist £ # m, dann folgt o(£) = ¢’(£) nach Definition von ¢’, auferdem o (£) ¢ {k,£} und somit ((k £)o o’)({) =
(k £)(o(£)) = o). Im Fall £ = m ist die Gleichung ((k £)o ¢’)({) = o(£) bereits {iberpriift. Die Permutation ¢’
besitzt nun wegen ¢”’(k) = k ein Element mehr als o, das auf sich selbst abgebildet wird. Die Berechnung wird nun
mit ¢’ an Stelle von ¢ fortgesetzt. Nach endlich vielen Schritten wird o auf diese Weise in die identische Abbildung

id umgewandelt, und man erhélt eine Darstellung von o als Produkt von Transpositionen.

Wir demonstrieren die Vorgehensweise an einem konkreten Beispiel und betrachten das Element o € S, gegeben

durch
1 2 3 45 6 7
o = .
5 4 7 1 2 3 6

Es gilt dann

1 2 3 45 6 7 1 2 3 45 6 7
5 4 7 1 2 3 6 1 475 2 3 6

(1 5)o(2 4)o

234567)

1
(1275436

1 2 3 45 6 7

123456 7
1235 47 6] (1 5)0(2 4)o(3 7)o (4 5)0( )

(1 5)0(2 4)0(3 7)o( 2 3 45 76

— 105 —



1234567)

= (1 5)0(2 4)0(3 7)o(4 5)0(6 7)°(1 23456 7

= (1 5)0(2 4)o(3 7)o(4 5)o(6 7)oid = (1 5)o(2 4)o(3 7)o(4 5)o(6 7).

(12.6) Definition. Sei o € S, ein beliebiges Element. Eine zweielementige Teilmenge {i, j}
von M, wird Fehlstand von o genannt, wenn i < j, aber o(i) > o(j) gilt. Ist k € IN, die
Anzahl der Fehlstinde von o, dann nennt man sgn(o) = (—1)* das Signum oder Vorzeichen

der Permutation.

Wir bestimmen das Signum des Elements o € S, gegeben durch
1 2 3 4
O =
32 41
durch Abzdhlen der Fehlstdnde. Die Menge M, = {1, 2, 3,4} besitzt genau sechs zweielementige Teilmengen, nédmlich

{1,2} , {1,3} , {1,4} , {2,3} , {2,4} und {3,4}.

Die Menge {1, 2} ist ein Fehlstand von o, denn es gilt 1 < 2, aber (1) = 3 > 2 = ¢(2). Dagegen ist {1,3} kein
Fehlstand, denn es ist 1 < 3 und 0(1) = 3 < 4 = 0(3). Geht man alle zweielementigen Teilmengen auf diese Weise
der Reihe nach durch, so kommt man zu dem Ergebnis, dass insgesamt vier Fehlstdnde existieren, ndmlich {1,4},
{1,4}, {2,4} und {3,4}. Somit gilt sgn(c) = (—1)* =1.

Das Beispiel zeigt, dass die Berechnung des Signums direkt anhand der Definition fiir grof3es n sehr mithsam wird.

Wir leiten deshalb einige Rechenregeln her, mit denen sich das Signum schneller bestimmen l&sst.

(12.7) Lemma. Fiir jede Transposition T gibt es ein Element o € S, mit t = o o (1 2)oo L.

Beweis: Sei T = (k ) mit k,£ € {1,...,n} und o € S, ein beliebiges Element mit o € S, mit (1) =k und o(2) =£.

Setzen wir 7/ = o o (1 2)oo !, dann ist T = 7’ zu iiberpriifen. Zunécht gilt
(k) = (0o(1 2)oo k) = (001 2)1) = o2 = (

und T'(0) = (0o (1 2)oo ™) =(oco(1 2))2)=0(1) =k.Isti ¢ {k,£}, dann ist c~'(i) ¢ {1,2}, denn die
Elemente 1 und 2 werden in die Menge {k, {} abgebildet. Wir erhalten (1 2)(c~*(i)) = o'(i) und somit

7@ = (001 200 @) = (001 2)07'(D) = o(07@) = i

Insgesamt gilt (i) =1'(i) fir 1 <i<n, also T =1". ]

(12.8) Lemma. Fiir jedes o € S,, gilt die Produktformel sgn(c) = | | M.
L —i
i<j
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Beweis: Sei o € S,, und m die Anzahl der Fehlstdnde von ¢. Dann gilt

[ [eth-o@) = [[eh—cin- []eh-o@) =

i<j a(jgiif(i) 0(jgig(i)
[[eh—cw) - o [ le()-c@l = 0] [lo()—o@
o0)> b0 00) (0

Sei 7 die Menge der zweielementigen Teilmengen von {1, ..., n}. Dann entsprechen die Paare (i, j) miti < jundi,j €
{1, ...,n} bijektivden Mengen in 7. Weil o bijektiv ist, ist mit {i, j} € & auch {o (i), o(j)} eine zweielementige Menge,
also in & enthalten. Die Zuordnung 7 — 7, {i,j} — {o(i),o(j)} ist bijektiv, da durch {i,j} — {o71(i),c(j)}
eine Umkehrabbildung gegeben ist; wir bezeichnen diese ebenfalls mit ¢. Fiir jedes S = {i,j} €  sei aullerdem
r¢ = |i — j| € IN. Wir erhalten nun

O] [leh—c@l = 0" [ ] le—c@l = 0] Jrosy =

i<j {ijyer se7

)" [Tr = o[l = cor[Jui-i = o [o-o.

Seo(7) SeT i<j i<j

Insgesamt haben wir also gezeigt, dass

[Jetr-o@) = 0[]i-0 = sa@]Jo-D  efiltis. o

i<j i<j i<j
(12.9) Proposition. Fiir beliebige Elemente 0,7 € S, gilt sgn(7 o o) = sgn(7)sgn(o).

Beweis: Auf Grund des vorhergehenden Lemmas ist sgn(t o o) gegeben durch

l—[ () =(c@) _ l—[ t(0(j))—7(o(D) l—[ o()—o()

LI S ORTTONNE S S

Das zweite Produkt stimmt mit sgn(o’) {iberein. Es geniigt also zu zeigen, dass das erste Produkt gleich sgn(t) ist. Es

gilt
l—[T(G(J'))—T(G(i)) _ 1—[ t(0()—t(o(@®) 1—[ () —=(c@) _
L1 o(ih—o® L e—e® L T e —o®
o) <o(j) o(i)>o(j)
l—[ w(0(G)—t(o(D) l—[ o) —1(c(@) _ t(c(j)) —7(o(@)
SO RO N S T OO I OO N
o(i)<o(j) o(i)<o(j)

wobei wir beim zweiten ,=* lediglich die Rollen von i und j im zweiten Faktor vertauscht haben. Um das Produkt

weiter zu vereinfachen, beweisen wir die Gleichung
{(k,O) | 1<sk<t<n} = {(c@®,o())|1<ij<n,o()<o()}

Der Beweis der Inklusion ,2“ ist offensichtlich, denn das Paar (k,{) mit k = o (i), j = o(£) erfiillt nach Definition
die Bedingungen an die Elemente in der Menge links. Zum Nachweis von ,,.C“ sei ein Paar (k,{) in der Menge links
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vorgegeben. Seii = o (k) und j = o~ }(¢). Dann gilt o(i) = k < £ = o(j), also ist (k,£) = (o(i), o(j)) ein Element
der Menge rechts. Es folgt nun

sgn(1). O

o) —1(c(@)) _ l—[T(f)—T(k)
o(j)—o(i) e Lk

o(i)<o(j)
(12.10) Folgerung. Fiir jede Permutation o € S, gilt sgn(c) = sgn(c ™).

Beweis: Da das Neutralelement id der Gruppe keine Fehlstande besitzt, gilt sgn(id) = 1. Aus

sgn(o)sgn(c™!) = sgn(ocoo™!) = sgn(id)=1
folgt dann die behauptete Gleichung. m|
(12.11) Satz.
(i) Ist 7 eine Transposition, dann gilt sgn(t) = —1.

(i) Ist o als Produkt von r Transpositionen darstellbar, dann gilt sgn(c) = (—1)".

Beweis: zu (i) Die Transposition (1 2) hat offenbar {1,2} als einzigen Fehlstand, also gilt sgn((1 2)) = —1.
Fiir eine beliebige Transposition 7 finden wir nach |[(12.7)| immer ein 0 € S, mit T = o o (1 2)o o '. Es folgt
sgn(7) = sgn(o)sgn((1 2))sgn(c™") = sgn(o)*sgn((1 2)) =—1.

zu (ii) Ist 0 = 74 0...0 7, bestehend aus Transpositionen 74, ..., T,, dann folgt aus Teil (i) die Gleichung sgn(c) =

[T sen(r)=[1_,(-1)=(-1)". 0

Mit Hilfe dieses Satzes haben wir nun eine effiziente Methode fiir die Berechnung des Signums zur Verfiigung. Wir
betrachten noch einmal das Beispiel im Anschluss an Definition [(12.6)|Fiir das dort betrachtete Element o € S, gilt

1 2 3 4 1 2 3 4
o = (3241) = (13)0(1 243) = (1 3)o(3 4).

Also ist o als Produkt von zwei Transpositionen darstellbar. Mit Satz[(12.11)| (i) erhalten wir sgn(c) = (—1)? = 1.

Nun sind wir auch in der Lage, die Determinante der Permutationsmatrizen direkt anzugeben.
(12.12) Folgerung. Seid :.#, — K eine Determinantenfunktion. Dann gilt

d(P,) = sgn(o) fir alle o €8,.

Beweis: Ist p € S, und T = (k () eine Transposition, dann gilt d(P,..) = —d(P,) nach |(12.4)| denn die Matrix
P, entsteht aus P, durch Vertauschung k-te und {-ten Zeile: Fiir i # k, { ist die i-te Zeile von P,,. gegeben durch

e(po’r)(i) = ep(i), und die k-te und £-te Zeile sind e(poT)(k) = ep(g) bzw. e(pof)“) = ep(k).
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Sei nun o € §,, beliebig vorgegeben. Nach gibt es ein r € IN;, und Transpositionen 74,..., T, € S,, so dass
0 = T;0.. 07, erfiillt ist. Aus [(12.8)|folgt daraus sgn(c) = (—1)". Wir beweisen die behauptete Gleichung nun
durch vollstandige Induktion iiber r. Im Fall r = 0 gilt 0 = id und d(P,) = d(E™) = 1 auf Grund der Bedingung

(iii) fir Determinantenfunktionen.

Sei nun r > 1, und setzen wir die Gleichung fiir Werte < r voraus. Definieren wir das Element ¢’ € S, durch

o' =1,0..07,_,,dann gilt c = 0’ o 7,, aulerdem sgn(c’) = (—1)"! und auf Grund unserer Voriiberlegung

d(P;) = d(Ppo:) = —d(Py) = —(-1)"' = (=1)) = sgn(o). O

Setzen wir dieses Ergebnis in[(12.3)|ein, so erhalten wir

(12.13) Folgerung. Seid :.#,y — K eine Determinantenfunktion und A = (a;;) € A, .
Dann gilt
dA) = Z Sgn(o-)ala(l) s Aug(n)-

O€ES,

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun endlich definieren

(12.14) Definition. Sei A= (a;;)new € A, k- Dann nennen wir

det(A) = Z sgn(0)a;5(1)-+-Ano(n) die Determinante der Matrix A.

o€S,

Der Summenausdruck in der Definition von det(A) wird auch die Leibniz-Formel fiir die Determinante genannt. Wir
geben die Formel fiir die Werte n = 1, 2, 3 noch einmal explizit an. Fiir n = 1 ist S,, = {id}. In diesem Fall besteht die

Summe also nur aus einem einzigen Term. Es gilt det(A) = sgn(id)a;iq1) = a;1, also zum Beispiel
det (3) = 3.

Im Fall n = 2 gilt S, = { id, (1 2)}, und die Transposition T = (1 2) hat nach|(12.11)| ein negatives Signum. Damit
erhalten wir det(A) = sgn(id)ay;q(1)aziq(z) + 58N(T)aA17(1)A2-(2) = A1102 — 2141 Beispielsweise ist

1 2
det = 1.4-2.3 = 4-6 = -2
3 4

Fiir n = 3 besteht S5 bereits aus 3! = 6 Elementen, es gilt S; = {id, 01,0, T1, T4, T3} mit den Elementen
0,=(23)0(13), 0=(13)0(23), 1,=(13), 7,=(23) und 75=(12).

Zum Beweis geniigt es zu iiberpriifen, dass diese sechs Elemente tatsichlich verschiedene Elemente von S5 sind. Nach
(12.11)| gilt sgn(id) = sgn(o;) = sgn(o,) = 1 und sgn(7;) = sgn(t,) =sgn(t3) =—1.
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Mit den sechs Elemente der Gruppe S; konnen wir nun die Formel fiir die Determinante im Fall n = 3 aufstellen.

det(Ad) = a1iq1)%2id2)3id3) T Qo,(1)%20,(2)%30,3) T 1o,(1)T20,(2)A30,4(3)
—17,(1)927,(2)437,(3) T A17,(1)427,(2)437,(3) T A175(1)A27,5(2)A3745(3) T
a11022033 T A12023031 + A13021A3p — A13d22d31 — A11d230d37 — A120210d33.

Man bezeichnet diese Formel auch als Sarrus-Regel zur Berechnung der Determinante. Die drei positiven Summan-
den entsprechen im Zahlenschema

a;;p dip a3 dinp 4ip

dz; dzp dpz dp1 Az

31 d3z dzz3 d3 d3
den drei nebeneinanderliegenden Diagonalen von links oben nach rechts unten. Die drei negativen Summanden
entsprechen den drei Diagonalen, die von links unten nach rechts oben verlaufen. Mit der Sarrus-Regel erhdlt man

zum Beispiel

det = 1-5-9+2:6-74+3-4-8—7:5-3—8:6:1—-9-4-2

N A R
o w1 N
© o W

= 45+84+96—105—48—-72 = 225—-255 = 0.

Zu beachten ist, dass ein Analogon der Sarrus-Regel fiir n = 4 falsch ist. Die Leibniz-Formel fiir eine Matrix A € ./, x

besteht aus 4! = 24 Summanden, wirend in der Sarrus-Regel nur acht Terme vorkommen wiirden.

Nun beweisen wir noch, dass durch die Leibniz-Formel tatsichlich eine Determinantenfunktion definiert ist. Dazu
bendtigen wir weitere Grundlagen {iber die symmetrische Gruppe S,,. Fiir jedes n € IN bilden die Permutationen mit

positivem Signum die sogenannte alternierende Gruppe
A, = {oeS,]|sgn(c)=1}.

Die Gruppe S,, setzt sich zu gleichen Teilen aus Elementen mit positivem und negativem Signum zusammen.

Genauer gilt

(12.15) Proposition. SeiA, ={o €S, | sgn(c) =1} und 7 € S, ein beliebiges Element mit
sgn(7) = —1. Dannist durch S, =A,U(A,oT) mitA, 07 = {007 | 0 €A,} eine Darstellung von
S, als disjunkte Vereinigung gegeben. Zwischen A, und A, o 7 ist durch o — o o 7 eine Bijektion
definiert.

Beweis: Zunéchst beweisen wir die Gleichung S,, = A,,UA, o7. Die Inklusion ,,2“ist offensichtlich, denn beide Mengen
rechts bestehen aus Elementen von S,,. Zum Nachweis von ,,C“ sei o € S,, vorgegeben. Liegt 0 in A,, dann ist nichts

»=
1

zu zeigen. Im Fall sgn(c’) = —1 liegt o o 77! in A,,, denn es gilt sgn(c o 1) = sgn(o)sgn(7) ™! = (—1)(-1)' = 1.

Alsoist c = (o0 o1 1)o7 inA, o T enthalten.

Die Elemente in A,, haben positives Signum. Jedes Element in A, o7 der Form o ot mit o € A, hat wegen sgn(co7) =
sgn(o)sgn(t) =1-(—1) = —1 negatives Signum. Dies zeigt, dass die Mengen A, und A, o ¢ disjunkt sind.
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Die Abbildung o — o o T zwischen A,, und A, o o ist surjektiv, denn jedes Element in A, o T kann in der Form o o T
mit o € A, geschrieben werden. Sind 0,,0, € A, mit 0, 0T = 0,07, dann folgt c;0t07 ! = 0,07 077! und

damit o; = 0,. Damit ist auch die Injektivitat der Abbildung nachgewiesen. |
(12.16) Satz. Fiir jedes n € IN ist det : ./, x — K eine Determinantenfunktion.

Beweis: Wir miissen {iberpriifen, dass die Abbildung det die drei Bedingungen aus erfullt. Sei k € {1,...,n},
und seien A, B € ./, x zwei Matrizen, die in allen Zeilen mit Ausnahme der k-ten {ibereinstimmen. Sei auf3erdem
C € M, die Matrix mit ¢y, = ay, + by, und ¢,y = a4, = by, fiir £ # k. Zu zeigen ist det(C) = det(A) + det(B).
Tatsachlich gilt

det(C) = Z Sgn(U)l—[Cza(l./) = Z sgn(0)Cko (k) l—[CzU(m =

S5, (=1 S5, (#k
Z sgn(0)(axo(k) + bro(x)) l—[ Co(ry = Z sgn(0) Ao k) l_[Cea(e) + Z sgn(0)bro k) l_[Cea(e) =
s, (#k oS5, (#k oS5, (#k

n n

Z s81(0) ko (k) l_[ Qo) + Z sgn(0)byo(k) l_[ by = Z sgn(o) l_[ Aoy + Z sgn(o) l_[ beoe)

o€S, L#k o€S, L#k oES, (=1 o€S, (=1

= det(A) + det(B).

Seinun A € K und D € %, x die Matrix gegeben durch d;, = Aay, und d,, = ay, fiir £ # k. Dann gilt

det(D) = Z Sgﬂ(U)l_[dza(e) = Z sgn(0)dko (k) l_[dea(e) = Z Sgn(U)(laka(k))l_[aza(z)
(=1

oes, oes, 0#k o€s, (#k

= 2 Z sgn(0)ayo (k) l_[ Yoy = A Z sgn(o) l_[ Uoy = Adet(A).
1

o€S, {#k o€S, (=

Damit ist die Eigenschaft (i) aus|(12.1)|verifiziert. Zum Nachweis von (ii) sei A € .4,  eine Matrix, in der die k-te
und {-te Zeile iibereinstimmen, wobei k # £ sei. Fiir die Transposition T = (k £) gilt S, = A, UA, o T nach|(12.15)
Weil die Elemente in A,, positives und die Elemente in A, o T negatives Signum haben, erhalten wir fiir det(A) den
Ausdruck

n n n n n
Z SgH(U)l_[aia(i) = Z l_[aia(i) - Z l_[aio(i) = Z l_[aia(i) - Z l_[aio(’r(i))
o€Ss, i=1 o€A, i=1 €A ot i=1 o€A, i=1 o€A, i=1

Weil die k-te und die £-te Zeile von A iibereinstimmen, gilt fiir die einzelnen Terme der rechten Summe

n

l_[aio('r(i)) = Qro(r(k) Do (t(0)) l_[ Qig(z(i)) — Ako@Yo(k) l_[ Aio(z(i))
i=1 i#k,L i#k,¢
n
= Qo)ko(k) l_[ ig(z(i)) = l_[ Aio(i)-
i#k,¢ i=1
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Also heben sich die beiden Summen auf, und es folgt det(A) = 0. Nun beweisen wir noch die Eigenschaft (iii). Die
Determinante der Einheitsmatrix ist nach Definition gegeben durch

det(E(n)) = Z So So = Sgn(O‘)510(1) e 5na(n)'

o€S,

Gilt o (i) # i fiir ein i, dann folgt §;,(;) = 0 und somit s, = 0. Also ist s,y der einzige nicht-verschwindende Summand
in der Leibniz-Formel, und dieser ist gleich 1. m|

In der folgenden Situation lasst sich die Determinante einer Matrix leicht ausrechnen.

(12.17) Satz. Man bezeichnet eine Matrix A = (a;;) € 4, x als obere Dreiecksmatrix, wenn
a;; =0 fiir alle i, j € {1,...,n} mit i > j erfiillt ist. Fiir jede Matrix dieser Form gilt

det(A) = aqq Aoy * ... " App.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass fiir jede Permutation o € S,, \ {id} ein k € M,, mit o(k) < k existiert. Anderfalls
miisste 0(£) > £ fiir 1 < £ < n gelten. Wegen o # id gibt es andererseits auch ein maximales k € M,, mit o (k) > k.
Aber auf Grund der Maximalitat miisste dann o (o (k)) = o(k) gelten, im Widerspruch zur Injektivitit von o.

Seinun o €S, \ {id} und k € M,, mit (k) < k. Dann folgt a;, ) = 0 nach Definition der oberen Dreiecksmatrix, und
zu o gehdrende Summand sgn(o) HZ:I a0 (p) ist ebenfalls gleich null. Der einzige eventuell nicht verschwindende

Summand in der Leibniz-Formel ist also der zum Element id Summand; wegen sgn(id) = 1 ist dieser Summand gleich
dem Produkt [ J,_, ay. O

Es gilt also beispielsweise

[a N
[¢]
~t
o O =
o N
N U1 W
Il
[y
N
o))
Il
[\
N

(12.18) Satz. Fiir alle A€ ./, x gilt det(A) = det(‘A).

Beweis: Hier verwenden wir zum Beweis die Leibnizformel. Setzen wir B = ‘A, dann sind die Eintrége b;; von B
gegeben durch b;; = a;; fiir 1 <i,j < n. Es gilt

det(*fa) = Z sgn(o) l_[ bisiy = Z sgn(o) l_[ Ao(iyi = Z sgn(o) l_[ Ao (i)o-1(a(i))
i=1 i=1

o€S, o€Ss, o€S, i=1

Weil jedes o bijektiv ist, durchlauft mit i auch o (i) alle Zahlen in {1, ...,n}. Wir kénnen im Produkt also o (i) durch

i ersetzen und erhalten
n n

l_[aa(i)a—l(a(i)) = l_[aicr—l(i)'

i=1 i=1
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Nach gilt sgn(o) = sgn(o 1) fiir alle o € S,,. Somit gilt insgesamt

Z sgn(o) ﬁ Ao(io-1(o(i)) = Z sgn(c™) ﬁ Q1) = Z sgn(o) ﬁ Aoy = det(A).
i=1 i=1

o€S, i=1 o€S, oE€S,
Beim vorletzten ,=“ haben wir verwendet, dass mit o auch o~! die gesamte Gruppe S, durchliuft, so dass wir in
jedem Summanden jeweils o~! durch o ersetzen koénnen. |

Als nichstes untersuchen wir, wie sich Zeilenumformungen auf die Determinante einer Matrix auswirken. In Kapitel
§ 3 haben wir die Elementarmatrizen

Mip=E™+A—-DBE"™  und Ay, =E™ + 2B

eingefiihrt. Die Matrix M, ; entsteht aus der Einheitsmatrix E () durch Multiplikation der k-ten Zeilen mit dem Wert
A. Auf Grund der Multilinearitdt der Determinantenfunktion gilt deshalb det(M; ;) = AdetEM™ = A -1, = A. Ist
A€ M,k eine beliebige Matrix, dann entsteht M, ;A aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit dem Wert A. Wir

erhalten somit die Rechenregel
det(My,A) = Adet(A) = det(My;)det(A) firalle A€ /.

Allgemein gilt: Entsteht eine Matrix B = (b;;) aus A = (a;;) € .4, x durch Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur
{-ten, dann gilt det(A) = det(A’), denn aus den Eigenschaften der Determinantenfunktion folgt

detB = det(...,Dbres e, Dpay-..) = det(e.., e, ooy Alge + Apey-..) =
Adet(..., Ao -+er Aoy ---) + d€t(o.e, ey oovr Apey-..) =  A-0+det(A) = det(A).

Insbesondere entsteht die Matrix Ay, ; aus E™ durch Addition des A-fachen der k-ten Zeile zur {-ten. Somit gilt
detAy ;= E™ =1 und allgemein

det(AkJ(})LA) = det(Ak,Z)A) det(A) firalle Ae ’%H,K'
Zusammenfassend kann also formuliert werden

(12.19) Lemma. Ist T,A€ .#,x und T eine Elementarmatrix, dann gilt
det(TA) = det(T)det(A).

Eine quadratische Matrix in Zeilenstufenform ist insbesondere eine obere Dreiecksmatrix, und deren Determinante
erhalt man nach[(12.17)]aus dem Produkt der Diagonalelemente. Wir haben gesehen, wie sich elementare Zeilenum-
formungen vom Typ (M; ;) und (A, ,) auf die Determinante auswirken. Aufferdem fiihrt die Vertauschung zweier
Zeilen nach lediglich zu einem Vorzeichenwechsel bei der Determinante. Dies zusammen liefert uns folgende
Strategie fiir die Berechnung von det(A) fiir eine beliebige Matrix A € .4, k.

(i) Forme A mit Hilfe des Gaul3verfahrens in eine Matrix B in Zeilenstufenform um.
(i) Bestimme anhand der durchgefiihrten Zeilenumformungen den Faktor u € K* mit det(B) = u det(A).

(iii) Berechne det(B) durch Multiplikation der Diagonalelemente b;y,...,b,, von B.
Das Endergebnis der Rechnung ist dann det(A) = u~* det(B).
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Wir demonstrieren die Funktionsweise des Verfahrens anhand der Matrix

1 0 3 7
0O 2 1 4
A =
1 0 -1 1
-2 3 0 2
Mit dem Gaullverfahren erhalten wir
1 0 3 7 1 0 3 7 1 0 3 7 1 0 3 7
0o 2 4 0 2 1 4 () 0 3 6 16 01 5 12
— — — —
1 0 -1 1 0 0 4 -6 0 0 —4 -6 0 0 —4 -6
-2 3 0 2 0 3 6 16 0 2 1 4 0 2 1 4
1 0 3 7 1 7 1 0 7 1 0 3 7
01 5 12 01 12 (%) 01 12 0 1 5 12
— —
0 0 4 -6 0 0 -4 -6 0 0 -1 -8 0 0 -1 -8
0 0 -9 —-20 0 0 -1 -8 0 0 4 —6 0 0 0 26

Bezeichnen wir die Matrix am Ende der Rechnung mit B, dann gilt det(B) =1-1-(—1)-26 = —26. In der Rechnung
kommen an den beiden mit (*) markierten Stellen Zeilenvertauschungen vor, die jeweils einen Vorzeichenwechsel
bewirken. Insgesamt gilt also det(B) = (—1)? det(A) = det(A) und damit det(A) = det(B) = —26.

Neben diesem praktischen Rechenverfahren fithren unsere Uberlegungen auch zu neuen theoretischen Resultaten.

(12.20) Satz. (Charakterisierung invertierbarer Matrizen)
Fiir eine Matrix A € _#,, x sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) A€ GL,(K) (d.h. die Matrix A ist invertierbar)
(i) rgA)=n
(iii) det(A) # 0

Beweis: Zunichst beweisen wir die Aquivalenz ,(1) & ({)“. Sei ¢, : K" — K" gegeben durch v — Av. Nach dem
Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen gilt n = dimker(¢,) + dimim(¢,). Aus §8 wissen wir auch, dass rg(A) =

dimim(¢,) gilt. Also ist rg(A) = n genau dann erfillt, wenn
dimker(¢,)=0 und dimim(¢p,)=n

erfiillt gilt. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn ¢, bijektiv ist. Nach|(11.9)} angewendet auf die kanonische

Basis & von K", ist die Bijektivitdt von ¢, wiederum dquivalent zur Invertierbarkeit von A.

An Stelle der Aquivalenz ,,(ii) < (iii)“ beweisen wir, dass genau dann det(A) = 0 ist, wenn rg(A) < n gilt. Weil
sich die Determinante der Matrix bei Zeilenumformungen hochstens um einen Faktor A € K* dndert, kénnen wir
voraussetzen, dass sich die Matrix A in Zeilenstufenform befindet. Der Zeilenrang von A adndert sich durch diese
Umformungen nicht. Seien j; < ... < j, die Kennzahlen der Zeilenstufenform mit r = rg(A). Ist r < n, dann ist
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n

a,, = 0, und somit gilt auch det(4) = [ [_,
die Eintrége a;;, = a;; sind nach Definition der Zeilenstufenform ungleich Null. Also ist auch det(A) als Produkt der

a;; = 0. Ist dagegen r = n, dann muss j; =i fiir 1 < i < n gelten, und

Diagonaleintrdge ungleich Null. m|

(12.21) Satz. (Multiplikationssatz fiir Determinanten)

Seien A, B € ./, x. Dann gilt det(AB) = det(A) det(B).

Beweis: Wie immer bezeichnen wir mit ¢, bzw. ¢ die linearen Abbildungen K" — K" gegeben durch v — Av bzw.

v — Bv. Nehmen wir zunéchst an, dass det(A) = 0 ist. Dann folgt dimim(¢,) = rg(A) < n und somit auch
rg(AB) = dimim(¢uo¢g) < dim¢p,(K") < n.

Dies wiederum bedeutet det(AB) = 0, d.h. in diesem Fall ist die Gleichung det(AB) = det(A)det(B) erfiillt. Nun
betrachten wir den Fall, dass A invertierbar (also det(A) # 0) ist. Fiir den Fall A = E™ ist die Aussage trivial, und
im Fall, dass es sich bei A um eine Elementarmatrix handelt, ist sie nach erfiillt. Im allgemeinen Fall ist aus
83 bekannt, dass A als Produkt T; - ... - T, von Elementarmatrizen darstellbar ist. Wir beweisen nun die Gleichung
det(AB) = det(A) det(B) durch vollstindige Induktion {iber r. Der Fall r = 1 ist bereits erledigt, denn in diesem Fall

ist A selbst eine Elementarmatrix. Ist nun r > 1 und setzen wir die Gleichung fiir Werte < r voraus, dann kénnen wir

A =T-..-T,_; setzen und erhalten
det(AB) = det(A'T,B) = det(A)det(T.B) =
det(A)det(T.)det(B) = det(A'T.)(detB) = det(A)det(B). O

Gelegentlich ist auch die folgende Rechenregel niitzlich.

(12.22) Satz. Sei M € ., i eine Blockmatrix der Form

- ()

mitA€ M, g, BE My yn—r)x Uund C € M,_, . Dann gilt det(M) = det(A) det(C).

Beweis: Aus §3 ist bekannt, dass es Elementarmatrizen T, ..., Ty € GL,.(K) und Uy, ...,U, € GL,(K) gibt, so dass
A =T, -T,Aund C' = U, ---U;C in Zeilenstufenform vorliegen, also insbesondere obere Dreiecksmatrizen sind.
Fiir jede Matrix B’ € ., ,(,— x ist dann auch die Blockmatrix

M/ _ / B/
0o ¢
eine obere Dreiecksmatrix, und es gilt

detM’ = ( a.i)( c]'.j) = det(A)det(C").
i= =1
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Man tiberpriift unmittelbar, dass mit T; und U; auch

. T, 0 . EM 0
T, = B und U=
0 E™™ 0 U

Elementarmatrizen sind, fiir die det T; = det T; sowie det U; = det Uj gilt. Auf Grund der Rechenregel fiir Produkte

von Blockmatrizen (Abschnitt §2, Seite 15) gilt
T Th A Ty---T,B ! B
0 C 0 C

. s (T o0 T, O A B
T M=y gen |\ o gen)lo ¢
mit B’ = Ty - - - T; B und ebenso
. . [A B EM™ 0 E® 0\(A B A B’ A B
U,---U; = = = ,
0 C 0 U o uJ\o ¢ 0 U,---UC 0 C
Damit erhalten wir insgesamt
k {
(]_[detn) [ [det; |det(a)det(C) = det(d)der(C’) = detm’ =
i=1 j=1

k ¢ k ¢
(l_[ det Ti) (l_[ det ﬁj) det(M) = (l—[ det Ti) (l_[ det UJ») det(M)
i=1 j=1 i=1

j=1
und somit det(A) det(C) = det(M). O
Bevor wird den Laplaceschen Entwicklungssatz formulieren und beweisen konnen, benétigen wir ein wenig zusétz-
liche Notation. Sei A = (a;;) € 4, k. Fiir beliebige i,j € {1,...,n} sei dann A’ij = (aj,) die Matrix in ./, x mit den
Eintragen

Ay furk#l,(#]

0 firk=il#]j

Qe = . . .
0 firk#i,l=j
1 flirk=i,{=j
Die Matrix A] j hat also die Form
( ap; aj—1 0 arji+1 ain
0
Giag 0 Qi 0 Gigjyn ot Gilan
A;]. = 0 0 0 1 0 0 0
i1 0 Qg1 0 Gy 0 Qigan
0
an1 e an,j—1 0 An,j+1 Tt An,n }
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Mit A;; € M,,_; x bezeichnen wir die Matrix, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und j-ten Spalten zu Stande
kommt, also

[ 125 75 I S I Apjv1 70 Qip
ai—11 "7 Qi—1j-1 Q1541 77 Qicin
Q11 0 Qiy1j-1 Qivij+1 07 Qigin

an1 e an,j—l an,j+1 T Apn }

(12.23) Lemma. Es gilt det(4] j):(—1)i+f det(A;)).

Beweis: Durchi—1 Zeilenvertauschungen bewegt man die i-te Zeile von A’ j nach oben in die erste Zeile. Anschliel$end
fiihrt man j—1 Spaltenvertauschungen durch, um die j-te Spalte ganz nach links zu bewegen. Insgesamt dndert sich
das Vorzeichen dadurch um den Faktor (—1)(D+0=1 = (—1)™*/ und man erhalt eine Matrix der Form

0 Ay

Auf Grund der Formel in [(12.22)|{iber die Determinante von Blockmatrizen stimmt die Determinante dieser Matrix
mit det(4;;) tiberein. m|

(12.24) Definition. SeiA€ .4, . Die Matrix A € M x mit den Eintrdgen
. , _ "
a; = det(Aﬁ) = (—1)" det(A;)
wird die zu A komplementiére oder adjunkte Matrix genannt. (Man beachte die Vertauschung
von Zeilen- und Spaltenindex, dies ist kein Tippfehler!)
(12.25) Lemma. SeiA€ ., k. Dann gilt fir 1 <1, j < n jeweils

det(A’ij) = det(aye, .., Aj_10,€},Aj 1105 0> )
Beweis: Sei B die Matrix auf der rechten Seite der Gleichung. Dann kann B in A’ i umgeformt werden, indem man
fiir alle k mit 1 < k < n und i # k jeweils das a,;-fache der i-ten Zeile von der k-ten Zeile von B subtrahiert. Dies

zeigt, dass die beiden Determinanten iibereinstimmen. O

(12.26) Proposition. SeiA die zuAe M, x komplementére Matrix. Dann gilt

AA = AR = det(A)E™.
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Beweis: Zunichst zeigen wir die Gleichung AA = det(A)E®™. Fiir den Eintrag von AA an der Stelle (i, k) gilt nach
(12.25)|und der Rechenregeln fiir die Determinante jeweils

n n n

~ /
Z aijajk = Z aij det(Ak)) = Z aij det(aln s Ar—7e> ej’ Aiet105 22> ano) =
j=1 j=1 j=1
n
det al.,...,ak_l.,Zaijej,akH.,...,an. = det(aje; s k10> Qins Ais10s s Ana) = O det(A).
=1

Der Eintrag von AA an der Stelle (i, k) stimt also mit dem entsprechenden Eintrag von (detA)E™ iiberein. Fiir den
Beweis der zweiten Gleichung bemerken wir zunichst, dass ‘A nach Definition die zu ‘A komplementire Matrix ist.
Auf Grund der bereits bewiesenen Gleichung gilt also

AA = (ATA) = (det(QE™) = det(A)E™. O

Wir demonstrieren die Berechnung der komplentdren Matrix am Beispiel von

6 0 4
A = -2 2 =2
14 0 10

Die Eintrige der komplementiren Matrix A sind gegeben durch

2 =2 0 4
i, = (=1) det(A;;) = det =20 , dyy=(—1)"%det(A,;)=—det =0 ,
d; =(-1) et(Aq;) € (0 10) d;p=(-1) et(Ay) e (0 1 )

0
0 4 -2 =2
15 = (—1)12 det(As;) = det =—8 , dy =(—1)*"det(4;,) =—det =-8 ,
a3 =(-1) et(As;) 3(2 _2) dy =(-1) et(A;y) e 14 10
4

6
C~‘122 = (_1)2+2 det(Azz) = det(

y 6 4
14 10) =4 , dy=(—1)*"det(As;) = —det (_2 ) =—(4)=4 ,

—2

2 6 0
&31 = (_1)3+1 det(A13) == det( ) =-28 N d32 = (_1)3+2 det(AZB) = _det( ) =0 N

14 0 14 0

6 0
da3 = (—1)*? det(As3) = det( ) 2) =12

also gilt
20 0 -8
A = | -8 4 4
—28 0 12

Wie nach [(12.26)|zu erwarten, gilt
6 0 4 20 0 -8
AA = |2 2 =2|| -8 4 4 =
14 0 10 —28 0 12

8-E®.

© © ®

© ® o©

® © o
|
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Daraus folgt A- (%A) = E®), Die zu A inverse Matrix ist also gegeben durch

|
=

AT = A = |41

O v O
NIW N=

(12.27) Satz. (Laplacescher Entwicklungssatz)
SeiAe M.

(i) Fiir allei € {1,...,n} gilt det(A) = Z(—l)”jaij detA,;.
=1

n
(i) Firalle j € {1,..,n} gilt det(4) = > (—1)/a,; detA,;.
i=1
Wird die Determinante von A mittels (i) berechnet, spricht man von einer Entwicklung zur i-ten

Zeile. Die Berechnung mittels (ii) bezeichnet man als Entwicklung zur j-ten Spalte.

Beweis: Auf Grund der Proposition ist der Eintrag von AA an der Stelle (i, 1) gleich det(A). Es gilt also

n n n
det(A) = Z al-jflj,- = Z al'j det(A/U) = Z(_l)i+jaij det(Al]).
j=1 j=1 j=1
Auch der Eintrag von AA an der Stelle (j, j) ist gleich det(A). Folglich gilt
det(A) = Z djiaij = Z aij det(A’l]) = Z(_l)i+jaij det(AU) O
i=1 i=1 i=1
Wir demonstrieren die Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes anhand der Matrix
1 0 3 7
0 2 1 4
A =

1 0 -1 1
-2 3 0 2

Bei jeder Entwicklung miissen die Determinanten der Teilmatrizen nach folgendem Schema mit einem Vorzeichen
versehen werden

+ - + -

-+ — +

+ - + -

- 4+ — +
denn es ist (—1)'"' = +1, (—=1)'*2 = —1, (—1)'*® = +1 usw. Die Entwicklung von det(A) nach der ersten Zeile ergibt

nun

2 1 4 0 1 4 0 2 4 0 2 1
det(A) = 1-det|0 —1 1|—0-det| 1 —1 1|+3-det| 1 0 1|=7-det|] 1 0 -1
3 0 2 -2 0 2 -2 3 2 -2 3 0

= 1:-1143-4—7-7 = —26.
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Durch Entwicklung zur zweiten Zeile erhalten wir ebenso

0 3 7 1 3 7 1 0 7 1 0 3
det(A) = 1-det|2 1 4|—0-det| 0 1 4|+(=1)-det| 0 2 4|—1-det| 0 2 1
3 0 2 -2 0 2 —2 3 2 -2 3 0
= 1.3+(=1)-20—1-9 = —26.
Eine weitere Moglichkeit wére die Entwicklung zur zweiten Spalte.
0o 1 4 1 3 7 1 3 7 1 3 7
det(A) = —O0-det| 1 —1 1|+2-det| 1 -1 1|—0-det| 0 1 4|+3-det| O
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2 1 -1 1
= 2.(—28)+3-10 = —26.

Insgesamt gibt es 4 + 4 = 8 verschiedene Moglichkeiten, det(A) durch Entwicklung zu einer Zeile oder Spalte zu
entwickeln, also noch fiinf weitere. Besonders giinstig ist natiirlich, eine Zeile oder Spalte mit moglichst vielen Nul-

leintrdgen zu wéhlen, weil dann nur wenige Determinanten von 3 x 3-Matrizen ausgerechnet werden miissen.
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§ 13. Eigenwerte und Eigenvektoren

Zusammenfassung.  Ein Eigenvektor einer linearen Abbildung ¢ : V — V ist ein Vektor v # Oy, der von ¢ auf ein Vielfaches
Av von sich selbst abgebildet wird. In diesem Fall bezeichnet man A dann als Eigenwert von ¢. Zunéchst werden wir sehen,
wie man Eigenvektoren und -werte einer vorgegebenen linearen Abbildung ¢ ausrechnet; fiir die Eigenwerte bendtigt man das
charakteristische Polynom einer Matrix.

In einigen Fillen ist es mit Hilfe der Eigenwerte und -vektoren moglich, eine Basis .« zu finden, beziiglich der die Darstel-
lungsmatrix .4 j (¢) eine besonders einfache Form, ndmlich Diagonalgestalt, annimmt. Man bezeichnet ¢ in diesem Fall als
diagonalisierbar. Hauptergebnis dieses Abschnitts wird ein einfaches Kriterium sein, mit dem sich die Diagonalisierbarkeit von ¢
testen lasst. Wie wir im vierten Semester sehen werden, spielt die hier entwickelte Theorie beim Losen von Differentialgleichun-
gen eine wichtige Rolle. Auch in der Physik, zum Beispiel in der klassischen Mechanik und in der Quantenmechanik, wird mit
diagonalisierbaren linearen Abbildungen gearbeitet.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

— Eigenwert und Eigenvektor eines Endomorphismus

— Eigenwert und Eigenvektor einer Matrix

- Ahnlichkeit von Matrizen

— Vielfachheit der Nullstelle eines Polynoms

—  charakteristisches Polynom eines Endomorphismus, einer Matrix

— Die Eigenwerte eines Endomorphismus (bzw. einer Matrix) sind die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms.

— Diagonalmatrix, Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen und Matrizen
— algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts

— Diagonalisierbarkeitskriterium fiir Endomorphismen und Matrizen

Im gesamten Text bezeichnet K stets einen beliebigen Korper.

(13.1) Definition. SeiV ein K-Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus von V, also eine lineare
Abbildung V — V. Man nennt

(i) A €K einen Eigenwert von ¢, wenn es ein v € V mit v # 0, und ¢(v) = Av, und

(ii) v €V einen Eigenvektor von ¢, wenn v # Oy, ist und ein A € K mit ¢(v) = Av existiert.

Seien nun v € V und A € K vorgegeben. Man nennt v einen Eigenvektor zum Eigenwert A, wenn
v # 0y, und die Gleichung ¢ (v) = Av erfillt ist.

Betrachten wir zum Beispiel iiber K = Q die beiden Matrizen

-2 -—-10 0 —40

1 0 O
—24 —13 -8 —68
A=]|0 2 0 und B=
15 30 3 120
0 0 3

6 4 2 20
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Die Zahlen 1, 2, 3 sind Eigenwerte von A, und die Einheitsvektoren e;, e,, e5 sind zugehorige Eigenvektoren, denn es
gilt Ae; = 1-e;, Ae; = 2-e, und Ae; = 3 - e3. Die Matrix B hat die Zahlen —2, 3 und 4 als Eigenwerte. Die Vektoren
u=1(1,0,-3,0), v=(16,0,—31,—2) und w = (0,4, 0,—1) sind zugehorige Eigenvektoren, denn es gilt

—2 —-10 0 —40\ /(1 -2 1
—24 —13 -8 —68|| 0| [0 _, 0
15 30 3 120 || -3 6 -3’
6 4 2 20 0 0 0

also Bu = 2u, und ebenso iiberpriift man die Gleichungen Bv = 3v und Bw = 4w.

(13.2) Definition. Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Fiir jedes A € K bezeichnet
man die Menge Eig(¢,A) = {v € V | ¢(v) = Av} als den Eigenraum von ¢ zum Wert A € K. Er
besteht aus dem Nullvektor 0, und den Eigenvektoren zum Eigenwert A.

(13.3) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Fiir jedes A € K ist der
Eigenraum gegeben durch Eig(¢,A) = ker(¢ — Aidy,). Das Element A ist ein Eigenwert von ¢
genau dann, wenn Eig(¢, ) # {0y} gilt.

Beweis: Fiir jeden Vektor v € V gilt die Aquivalenz

v €Eig(p,A) & o(v)=Av & ¢o(WV)—Av=0, <& ¢(v)—2Aidy(v)=0y
& (p—Aidy)(v)=0, & veker(¢p—Aidy).

Daraus folgt Eig(¢,A) = ker(¢ — Aidy). Ein Element A € K ist nach Definition Eigenwert genau dann, wenn ein
v €V mit v # 0y, und ¢(v) = Av existiert, also genau dann, wenn es ein Element ungleich 0y, in Eig(¢, A) gibt. Weil
0y auf jeden Fall in Eig(¢, 1) liegt, ist dies wiederum dquivalent zu Eig(¢, A) # {0y }. O

Aus § 6 ist bekannt, dass Kerne von linearen Abbildungen Untervektorrdume sind. Die Proposition zeigt also, dass
Eig(¢, A) fiir jedes A € K und jedes ¢ € Endg (V) ein Untervektorraum von V ist. Natiirlich kann diese Eigenschaft
auch direkt nachgerechnet werden.

Als néchstes sehen wir uns an, wie das Matrixkalkiil zur Untersuchung von Eigenwerten und Eigenvektoren eingesetzt
werden kann. Sei nun A € .#,, x eine quadratische Matrix. Wir bezeichnen v € K" als einen Eigenvektor von A, wenn
v ein Eigenvektor der Abbildung ¢, : K" — K", v — Av ist.

Ebenso sind die Eigenwerte von A nach Definition die Eigenwerte des Endomorphismus ¢,. Fiir jedes A € K defi-
nieren wir
Eig(A,A) = Eig(¢s,A) = {veK"'|Av=2Av}

Wiederum besteht Eig(A, 1) aus den Eigenvektoren von A zum Eigenwert A und dem Nullvektor Og., und dariiber
hinaus gilt
Eig(A, 1) = ker(A—AE™).
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Der Kern einer Matrix kann mit dem Gauf3verfahren berechnet werden, also erhalten wir auch die Eigenrdume einer
Matrix mit dem Gau3verfahren. Betrachten wir zum Beispiel den Eigenraum Eig(A, —2) der Matrix

-2 =5 10
A = —20 —17 40
—-10 —-10 23
zum Eigenwert A = —2. Es gilt
0 =5 10
Eig(4,—2) = ker(A+2E®) = ker|—20 —15 40
—10 —10 25
Wir wenden auf diese Matrix den Gau3-Algorithmus an.
0 -5 10 o1 -2 2 2 =5 2 2 =5
—20 —15 40 — 4 3 -8 — 4 3 -8 — 0 -1 2 —
—-10 —10 25 — 01 -2 o 1 =2
2 2 2 0 —1 1 -
01 -2 — 0 —2
0 0 0 0 O 0 0
Die letzte Matrix entspricht dem LGS x; — x3 =0, Xy —2x5 = 0, und wir erhalten
X1 % X3
Eig(A,—2) = ker(A+2E®) = X, | €Q3 | x;—3x3=0,x,—2x; =0} = 2x; | | x5 €R
X3 X3
1
5 1
1 2
Tatséchlich ist (1,4, 2) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —2, denn es gilt
1 —2 =5 10\ (1 -2 1
Al 4 = —20 —17 40|| 4 = ) = (-2)-|4
2 —-10 —-10 23 2 —4 2

Aus § 10 wissen wir, dass jede lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorraumen V, W
auf eindeutige Weise durch eine Matrix beschrieben werden kann, sobald man fiir V und W Basen festgelegt hat. Ist
./ eine Basis von V und 4 eine Basis von W, dann haben wir die Bezeichung

MY (D)

fiir die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basen ./ und 9 eingefiihrt. Wir erinnern an den wichtigen Zusam-
menhang

MI ()P ,(v) = Bu(0(0).
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Die Darstellungsmatrix ./# g (¢) ist also dadurch gekennzeichnet, dass sie den Vektor v in .«/-Koordinaten entgegen-

nimmt und den Vektor ¢(v) in 98B-Koordinaten als Ergebnis liefert.

Ist nun V = W, die Abbildung ¢ also ein Endomorphismus des Vektorraums V, dann braucht man nur noch ei-
ne Basis von V, um ¢ zu beschreiben. Wir setzen .#,(¢) = .47 (¢) und nennen diese quadratische Matrix die

Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich der Basis .«/.

(13.4) Definition. Zwei Matrizen A, B € ./, x werden dhnlich genannt, wenn eine invertier-
bare Matrix T € GL,(K) mit B = TAT ! existiert. Zwei Matrizen A, B € Mmxnx bezeichnet man
als dquivalent, wenn Elemente S € GL,,(K) und T € GL,(K) mit B = SAT existieren.

Ahnliche Matrizen sind also stets dquivalent zueinander. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.

(13.5) Proposition. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, und sei ¢ € Endg (V). Sind
A,B € M, x Darstellungsmatrizen von ¢ beziiglich unterschiedlicher Basen von V, dann sind A
und B dhnlich.

Beweis: Seien .« und % Basen von V, so dass A= # ,(¢) und B = A 5(¢) erfiillt ist. Sei aulerdem T = 9;’ die
Matrix des Basiswechsels von A nach B, also die eindeutig bestimmte Matrix T € GL,(K) mit T® ,(v) = ®,(v) fir
alle v € V. Auf Grund der Transformationsformel [(11.16))| gilt

B = Ma(p) = MIP) = TIMIPTT = TFuMy($)(77) = TAT. O

(13.6) Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg (V) und A €
M, die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer beliebigen Basis ./ von V. Genau dann ist
v € V ein Eigenvektor von ¢ zu einem Eigenwert A € K, wenn der Koordinatenvektor & _,(v)

ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist.

Beweis: Nach Definition der Darstellungsmatrix gilt A® ,(v) = A ,(¢)® ,(v) = ® ,(¢p(v)) fiir jedes v € V. Sei nun
A € K vorgegeben. Ein Vektor v ist genau dann Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, wenn v # 0, und ¢(v) = Av
erfiillt ist. Auf Grund der Bijektivitidt und der Linearitdt der Koordinatenabbildung ¢ , ist v # O, &dquivalent zu
®_,(v) # Ogn, aulBerdem gilt

PV =4y = Py(())=2,Av) & ,(@()=A2,() & APL(V)=A2,(). O
Die Proposition zeigt insbesondere, dass die Eigenwerte von ¢ genau die Eigenwerte der Darstellungsmatrix # o, (¢)

sind.

Im folgenden beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man die Eigenwerte eines Endomorphismus findet. Dafiir
benétigen wir einige Grundbegriffe und elementare Aussagen {iber Polynome. Wir nennen ein Polynom f € K[x]

genau dann konstant, wenn f = Oy oder grad(f) = 0 gilt, wenn f also in K liegt.
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(13.7) Satz. (Division mit Rest)

Seien f, g € K[x], wobei g nicht-konstant ist. Dann gibt es g,r € K[x] mit f = qg + r, wobei
r = Ok ist oder zumindest grad(r) < grad(g) gilt.

Wir verzichten an dieser Stelle auf einen Beweis, weil dieser eher in die Algebra-Vorlesung gehort. Aus dem Schul-
unterricht ist zumindest fiir K = R bekannt, dass die Polynome g und r durch Polynomdivision bestimmt werden
konnen.

Jedem Polynom f € K[x] kann durch a — f(a) eine Abbildung K — K zugeordnet werden, die dadurch zu Stande
kommt, dass die Elemente a € K in die Unbestimmte x eingesetzt werden. Man bezeichnet diese Abbildung auch als
die dem Polynom f zugeordnete Polynomfunktion.

Fiir unendliche Korper gilt allgemein, dass verschiedene Polynome auch verschiedene Polynomfunktionen definieren.
Fiir endliche Korper ist das aber nicht mehr richtig: Beispielsweise definieren die Polynome f, g € IF,[x] gegeben
durch f = x und g = x? dieselbe Polynomfunktion, denn es gilt

f0)=g0)=0 und fD)=gD)=1.

Ein Element a € K wird Nullstelle von f € K[x] genannt, wenn f(a) = O gilt. Man nennt ein Polynom g €
K[x] einen Teiler von f, wenn ein h € K[x] mit f = gh existiert. Ist grad(g) = 1, dann nennt man g auch einen
Linearfaktor des Polynoms f. Auch die folgende Aussage ist im Grunde schon aus der Schulmathematik bekannt.

(13.8) Satz. Seif € K[x]und a € K. Genau dann gilt f (a) = Ox, wenn x —a ein Linearfaktor
von f ist.

Beweis: Nach gibt es Polynome g,r € K[x] mit f = (x —a)g + r, wobei das Polynom r wegen r = Ox oder
grad(r) < grad(x —a) = 1 konstant ist. Ist nun a eine Nullstelle von f, dann gilt r = r(a) = f(a) —(a —a)g(a) =
0x — 0g = 0g und somit f = (x —a)g. Ist umgekehrt x — a ein Linearfaktor von f, dann gibt es ein g € K[x] mit
f =(x—a)g, und es folgt f (a) = (a —a)g(a) = O. O

(13.9) Definition. Sei f € K[x] mit f # O und a € K eine Nullstelle von f. Das maximale
r € IN mit der Eigenschaft, dass (x — a)" ein Teiler von f ist, wird die Vielfachheit u(f,a) der
Nullstelle a genannt.

Nach|(13.7)|gilt also u(f,a) = 1 fiir jede Nullstelle a von f. Ist f (a) # Ok, dann setzen wir u(f,a) = 0. Das folgende
Kriterium ist fiir die Bestimmung der Vielfachheit einer Nullstelle hilfreich.

(13.10) Proposition. Sei f € K[x] ein Polynom mit einer Zerlegung f = (x —a)"g, wobei
r € N, und g(a) # Ok ist. Dann gilt r = u(f, a).

— 125 —



Beweis: Die Gleichung f = (x—a)" g zeigt jedenfalls, dass u(f, a) > r gilt. Nehmen wir nun an, dass sogar u(f,a) > r
erfiillt ist. Dann gibt es ein h € K[x] mit f = (x —a)"*'h. Teilt man die Polynomgleichung

(x—a)g = (x—a)"h

durch (x —a)", dann folgt g = (x —a)h und g(a) = (a —a)h(a) = O, im Widerspruch zur Voraussetzung g(a) # Og.
O

Sei f € K[x] ein Polynom vom Grad > 1. Man sagt, f zerfillt in Linearfaktoren, wenn es als Produkt von Linearfak-
toren geschrieben werden kann. In ausgeschriebener Form bedeutet dies, dass Elemente c, A4, ..., A, € K existieren,
so dass

f = cl_[(x—kk) gilt.
k=1

Ein Korper K wird algebraisch abgeschlossen genannt, wenn jedes Polynom vom Grad > 1 in K[x] in Linearfaktoren
zerfallt. In der Funktionentheorie zeigt man, dass zum Beispiel der Kdrper C der komplexen Zahlen diese Eigenschaft
besitzt. Dagegen ist R nicht algebraisch abgeschlossen, denn das Polynom x2+ 1 hat keine Nullstellen in R und kann
deshalb nach nicht in Linearfaktoren zerlegt werden. In der Algebra-Vorlesung wird aber gezeigt, dass zu
einem Korper K ein algebraisch abgeschlossener Erweiterungskorper existiert. Im Fall K = R ist dies gerade der
Korper C.

Nun werden wir sehen, inwiefern Polynome bei der Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix weiterhelfen.

(13.11) Definition. Fiir jede Matrix A € M, x nennt man
2 = (1)"det(A—xE™) = det(xE™W—A4) eK[x]

das charakteristische Polynom von A.

(13.12) Satz. Die Eigenwerte einer Matrix A € ./, x sind genau die Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms y,.

Beweis: Fiir jedes A € K gilt Eig(A, ) = ker(A—AE®™). Genau dann ist A ein Eigenwert von A, wenn die Ungleichung
ker(A— AEM) # {0, } gilt (vgl.[(13.3)). Nach dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen gilt weiter

dimkerA—AEM) >0 & 1gA—AEM)<n & detA—AEM) =0, < 5, A)=0 O

(13.13) Definition. IstV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endy (V) undA € 4,
die Darstellungsmatrix von V beziiglich einer beliebig gewahlten Basis, dann bezeichnen wir
X¢ = Xa als charakteristisches Polynom von ¢.

(13.14) Proposition. Das charakteristische Polynom y, ist unabhingig von der gewahlten
Basis des Vektorraums V.
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Beweis: Sind A,B € #,,  die Darstellungsmatrizen von ¢ beziiglich verschiedener Basen, dann sind A und B nach
(13.5)|4hnlich. Es gibt also ein T € GL,(K) mit B = TAT™!. Auf Grund der Multiplikativitdt der Determinantenfunk-
tion folgt

vy = detxE™W—B) = det(T(xE™)T'—TAT™)) = det(T(xE™ —A)T™)
= det(T)det(xE™ —A)det(T)! = det(xE™W—-4) = y, O

(13.15) Folgerung. Auch fiir jeden Endomorphismus ¢ € Endg (V) eines endlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V gilt: Die Eigenwerte von ¢ sind genau die Nullstellen des Polynoms .

Beweis: SeiAdie Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer beliebigen Basis von V. Dann gilt y 4 = x4 nach Definition.
Auf Grund von|(13.6)|sind dariiber hinaus die Eigenwerte von ¢ genau die Eigenwerte von A. Also sind die Eigenwerte
von ¢ nach|(13.12)|genau die Nullstellen von y, und damit auch genau die Nullstellen von y. |

Als Anwendungsbeispiel bestimmen wir die Eigenwerte der Matrix

-2 -5 10
A = [-20 -17 40| € Myp
-10 —-10 23

mit Hilfe des charakteristischen Polynoms y,. Zunéichst ermitteln wir dieses Polynom mit Hilfe der Sarrus-Regel.

x 0 0 -2 -5 10 x+2 5 —-10
ta = det(xE®—4) = det||0 x 0|—|—-20 —17 40 = det| 20 x+4+17 —40
0 0 x -10 —10 23 10 10 x—23

= (x+2)(x+17)(x—23)+5-(—40)-10+(—10)-20-10—10- (x + 17) - (—10) — 10 - (—40) - (x + 2)
—(x—23)-20-5 = (x%42x+17x + 34)(x — 23) — 2000 — 2000 + 100x + 1700 + 400x + 800 — 100x + 2300
= x34+19x%+34x —23x%2—437x —782+400x +800 = x®—4x®>—3x+18.

Durch probeweises Einsetzen von 0, £1, £2,... in das Polynom y, finden wir die Nullstelle —2. Nach Satz
ist x + 2 ein Linearfaktor von y,. Durch Polynomdivision erhilt man die Zerlegung y, = (x + 2)(x%? — 6x + 9).
Die Nullstellen des quadratischen Faktors bestimmt man nun mit der p-g-Formel aus der Schulmathematik: Die
Diskriminante des Polynoms g = x> —6x +9 mit p=—6 und ¢ = 9 ist d = p>—4q = (—6)>—4-9 = 36 —36 = 0. Die
beiden Nullstellen von g sind mit Vielfachheiten gegeben durch —% p* %«/3 ; wegen d = 0 ist —% p= —% -(—6)=3
eine doppelte Nullstelle von g. Es gilt also g = (x —3)? und somit y, = (x +2)(x —3)2.

Also sind —2 und 3 die beiden Eigenwerte von A. Die beiden zugehorigen Eigenrdume lassen sich wiederum mit dem
Gauldverfahren ermitteln. Man erhélt

1 2
Eig(A,—2) =lin 4 und Fig(A,3) =lin 0,2
2 1 1
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(13.16) Definition. Sind A4,...,A, € K, dann bezeichnen wir mit diag(A,...,A,) die Matrix
D = (d;;) mit den Eintrégen

A fallsi=j=k
0 fallsi#j.

Eine Matrix dieser Form wird Diagonalmatrix genannt. Man bezeichnet eine Matrix A € ./, x
als diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer Diagonalmatrix ist.

(13.17) Definition. Einen Endomorphismus ¢ eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V
heil3t diagonalisierbar, wenn eine Basis von V existiert, so dass die Darstellungsmatrix von ¢

beziiglich dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.

(13.18) Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und A €
M, die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer geordneten Basis von V. Genau dann ist A
diagonalisierbar, wenn ¢ diagonalisierbar ist.

Beweis: Sei ./ eine Basis von V, so dass A= . ,(¢) erfiillt ist.

»&=* Weil ¢ nach Voraussetzung diagonalisierbar ist, gibt es eine Basis 9 von V, so dass D = .#4(¢) eine Dia-
gonalmatrix ist. Die Matrizen A und D sind also die Darstellungsmatrizen von ¢ beziiglich der Basen ., 98. Nach
(13.5)|sind A und D dhnlich, und damit ist A nach Definition diagonalisierbar.

»,=“ Ist A diagonalisierbar, dann gibt es ein T € GL,(K) mit der Eigenschaft, dass D = TAT ! eine Diagonalmatrix
ist. Nach Lemma|(13.19)|(siehe unten) existiert eine Basis 98 mit der Eigenschaft, dass T = 9'9”;’ erfiillt ist. Auf Grund
des Satzes vom Basiswechsel erhalten wir

D = TAT' = J7M,(P)NTF7)" = TFMJPTT] = Mp(d).

Es gibt also eine geordnete Basis 98 von V mit der Eigenschaft, dass die Darstellungsmatrix .#4(¢) eine Diagonal-

matrix ist. Also ist ¢ ein diagonalisierbarer Endomorphismus. |
Beim Beweis von [(13.18)|wurde verwendet

(13.19) Lemma. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ./ eine geordnete Basis von
V und T € GL,(K) eine invertierbare Matrix. Dann gibt es eine geordnete Basis 9 von V mit
T=7;.

Beweis: Die Gleichung T = 7,7 ist dquivalent zu T~ = 77, nach [(11.15)| (ii). Sei C = (¢;;) = T~". Sei nun
o = (vq,...,V,), und sei B = (wy,...,w,) die gesuchte Basis. Die Gleichung C = 95 ist nach Definition der Trans-
formationsformel gerade &quivalent dazu, dass ® ,(w;) fiir 1 < j < n die Spalten von C sind. Dies ist offenbar genau

dann der Fall, wenn die Elemente von % durch

n
W] = ZCUVI fUI' 1Sj§n
i=1
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definiert sind, denn (cy;, ..., ¢,;) ist genau der Koordinatenvektor von 2?21 ¢;;v; beziiglich .</.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die so definierten Vektoren wy,...,w, tatsichlich eine Basis von V bilden. Fiir

n n n
ZthWJ = ZZ tjkcijvi.
j=1

j=1i=1

1 < k < n gilt jeweils

Nun ist 2?21 tjkc;j genau der Eintrag von CT an der Stelle (i, k). Wegen CT = E™ ist der Eintrag also gleich &;;. Es
folgt

n n
Z tiggw; = ZSikvi = v fir 1<k<n.
=1 i=1

Dies zeigt, dass vi,...,v, in lin{wy,...,w,} enthalten sind. Weil {v;,...,v,} eine Basis von V ist, folgt daraus, dass
{wy,...,w,} ein Erzeugendensystem von V ist, wegen n = dimV sogar eine Basis, nach Satz|(8.9)l Damit ist dann
das Tupel 8 = (wy,...,w,) eine geordnete Basis von V mit der gewiinschten Eigenschaft 9; =T. m|

Wir kénnen nun ein neues Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit herleiten.

(13.20) Proposition. SeiV # {0y} ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V).

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) Der Vektorraum V besitzt eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von ¢.

Beweis: (i) = (i) Nach Voraussetzung gibt es eine Basis ./ = (vi,...,v,) von V mit der Eigenschaft, dass
D = # ,(¢) eine Diagonalmatrix ist, D = diag(A4, ..., A,) mit A, € K fiir 1 < k < n. Der k-te Spaltenvektor von D
ist jeweils das A, -fache des k-ten Einheitsvektors e,. Es folgt

Dep=2er & My(P)2,(vi)=12,0) & 2,00 ))=2,AXv) & d(v) = Ak

fiir 1 < k < n, wobei im letzten Schritt die Bijektivitdt von & , verwendet wurde. Als Element einer Basis ist v, # Oy;

zusammen mit der Gleichung ¢ (v;) = A, v, zeigt dies, dass ./ aus Eigenvektoren von ¢ besteht.

L) = (D“ Sei o = (vq,...,v,) eine Basis von V, wobei v, jeweils ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A, ist,
fiir 1 < k < n. AuBerdem sei D = .4 ,(¢). Dann gilt jeweils ¢ (v,) = A Vg, und die Rechnung aus dem vorherigen
Absatz hat gezeigt, dass dies dquivalent zu De;, = A,e; ist. Die k-te Spalte von D ist also gleich A;e, fiir 1 < k < n.
Daraus folgt D = diag(A4, ..., A,,), also ist D eine Diagonalmatrix und ¢ damit diagonalisierbar. O

Als néchstes zeigen wir, dass der Vektorraum V beziiglich eines diagonalisierbaren Endomorphismus in Eigenrdume

zerlegt werden kann. Die beiden folgenden Aussagen dienen zur Vorbereitung.

(13.21) Proposition. Sei V ein K-Vektorraum, ¢ € Endg(V), und seien A4, ..., A, verschiedene
Elemente von K. Fiir jedes k € {1,...,r} sei v, € V jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert A;.

Dann ist das Tupel (v, ..., v,) linear unabhéngig.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstidndige Induktion tber r. Fiir r = 1 ist die Aussage wegen v; # 0, klar.

Sei nun r € IN, und setzen wir nun die Behauptung fiir dieses r voraus. Es seien A4, ...,A,,; € K verschieden, und
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seiv, € V fiir 1 < k <r+1 jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert A;. Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit

seien ay, ..., @, € K mit der Eigenschaft

r+1
Z avy = 0. 3
k=1
Dann liefert die Multiplikation von mit dem Wert A, einerseits
r+1
Ditdeave = Oy @
k=1

andererseits erhélt man durch Anwendung von ¢ auf aber auch

r+1 r+1 r+1
Zaklkvk = Zak¢("k) = ¢(Zakvk) = ¢0y) = Oy ()
k=1 k=1 k=1

Subtrahieren wir die Gleichungen (4) und (5) voneinander, so erhalten wir

r+1 r+1 r+1

Zakkrﬂvk—zaklkvk = Zak(lrﬂ—lk)vk = 0Oy.
k=1 k=1 k=1

Da das Tupel (vy, ..., v,.) nach Induktionsvoraussetzung linear unabhéngig sind, folgt a; (A, 1 —A;) =0 flir1 <k <r.
Wegen A, —A, # Ok folgt a = O fiir 1 < k < r. Setzen wir dies wiederum in (3) ein, so erhalten wir a, v, ,; = Oy,
und wegen v, ., # Oy folgt a,,; = Og. Damit ist die linearen Unabhéngigkeit von (vy, ..., v, ;) nachgewiesen. O

(13.22) Proposition. Sei ¢ ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V, und seien A4, ..., A,

verschiedene Elemente des Korpers K. Dann gilt
Eig($, A) N (Z Eig(¢,m) = {0,} fir 1<k<r
(#k

Beweis: Nehmen wir an, dass ein k € {1,...,r} und ein Vektor v # 0,, in der angegebenen Schnittmenge. Dann gibt
es Vektoren v, € Eig(¢p, A,) fir 1 < ¢ < r mit

VkZVZZVe = Zv€+(—1)vk = 0y.
ek [

Aber die Menge {v, | £ € {1, ...,r} mit v, # 0} besteht aus Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten, ist also nach
(13.21)|linear unabhéngig, und nichtleer, da sie zumindest v, enthélt. Also kann die Gleichung Zz#k vi+(—1Dve =0y
nicht gelten. O

Mit diesen Ergebnissen erhalten wir ein neues Kriterium fiir die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus.

(13.23) Proposition. Sei V # {0} endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V).
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar.

(ii) Es gibt verschiedene Elemente A, ..., A, € K, so dass

.
v = (PeEig(¢,A)  erfiilltist.
(=1
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Beweis: (i) = (i)“ Auf Grund der Voraussetzung existiert nach[(13.20)|eine Basis .¢/ = {vy, ..., v, } von V bestehend
aus Eigenvektoren. Seien A,, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von ¢. Weil alle Elemente der Basis Eigenvektoren
sind, gibt es fiir jedes k € {1,...,n} ein £ € {1, ...,r} mit ¢ (v;) = A,v,. Es gilt dann also v, € Eig(¢, A;). Setzen wir
U= Z;Zl Eig(¢, A,), dann gilt insgesamt ./ € U. Weil .« eine Basis und U ein Untervektorraum von V ist, stimmt
V mit der Summe U ein, und nach[(13.22)]ist diese Summe direkt.

,(i) = ()¢ Fiir jedes £ € {1,...,r} sei ./, eine Basis von Eig(¢, A;). Auf Grund der direkten Summenzerlegung ist
dann ./ = U2=1 «f, nach|(10.3)|eine Basis von V. Jedes .o/, besteht aus Eigenvektoren von ¢, somit auch die Basis
/. Nach|(13.20)|folgt daraus die Diagonalisierbarkeit von ¢. m|

(13.24) Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ ein Endomorphismus
von V und A € K ein Eigenwert von ¢.

(i) Die Vielfachheit u(y4,A) von A als Nullstelle des Polynoms y,, bezeichnet man als alge-
braische Vielfachheit u,(¢,A) des Eigenwerts A.

(i) Die Eigenraum-Dimension u,(¢,A) = dimEig(¢,A) nennt man die geometrische Viel-
fachheit von A.

Fiir eine quadratische Matrix A € .#,, ;. definiert man algebraische und geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts
A auf analoge Weise: Man setzt u,(A4,A) = u(y, A) und u, (A, A) = dim Eig(4, A).

In Beweisen ist es oft glinstig, wenn die algebraische und geometrische Vielfachheit auch fiir Nicht-Eigenwerte ei-
nes Endomorphismus ¢ definiert sind, weil dadurch Fallunterscheidungen vermieden werden. Wenn A € K kein
Eigenwert von ¢ ist, dann setzt man u,(¢,A) = u,(¢,A) = 0.

(13.25) Proposition. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ : V — V ein Endomorphis-
mus und A € K ein Eigenwert mit algebraischer Vielfachheit u, und geometrischer Vielfachheit
Ug- Dann gilt 1 < p, < .

Beweis: Wir haben bereits gesehen, dass A genau dann ein Eigenwert ist, wenn Eig(¢,A) # {0y} ist. Deshalb gilt
ug = 1. Sei nun (v, ...,v,) eine Basis von Eig(¢,2), die wir durch v, 4,...,v, zu einer Basis .o/ von V ergénzen.
Wegen ¢ (v;) = Av; fiir 1 <i < r hat A die Form
Al B
- (%2)

mit geeignet gewéahlten Matrizen B € A/, 4, x und C € #,_, . Sei nun y € K[x] das charakteristische Polynom
von ¢ und K ein unendlicher Erweiterungskorper von K. Fiir alle a € K gilt dann
(a—A)EW -B )

= (a—2A) det(aE™™ —C)

= det(@aE™W—A) = det
x(a) et(a ) e ( 0 WET) — C

wobei wir im letzten Schritt [(12.22)|fiir Blockmatrizen angewendet haben. Damit erhalten wir fiir das charakteristi-
sche Polynom y = (x —A)"g = (x — A)"g, wobei g = det(xE™™ — C) € K[x] das charakteristische Polynom der
Matrix C bezeichnet. Dies beweist u, =1 < u,. m|
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(13.26) Satz. Sein €N, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ ein Endomorphismus von V
und y € K[x] sein charakteristisches Polynom. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

() Der Endomorphismus ¢ ist diagonalisierbar
(i) Der Vektorraum V besitzt eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von ¢.

(iii) Das Polynom y,4 zerféllt in Linearfaktoren, und fiir jeden Eigenwert A von ¢ stimmen

algebraische und geometrische Vielfachheit iiberein.

(iv) Esgibt A4,...,A, €K, so dass V =Eig(¢,A,) @ ... ® Eig(¢p, A,.) gilt.

Beweis: Die Aquivalenz von (i), (i) und (iv) wurde bereits bewiesen.

»@) = ({i)“ Sei .« = (vy,...,v,) eine Basis, und seien A, ..., A, € K, so dass A= M ,(¢) = diag(A, ..., A,,) gilt. Sei
auBerdem K 2 K ein unendlicher Erweiterungskorper. Dann gilt fiir alle a € K die Gleichung
2@ = det(@EMW—4) = det(diagla—2A,...a—1,)) = [[@=2)
i=1
und somit y = ]_[?zl(x — ;). Also zerféllt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren. Zu zeigen bleibt, dass fiir
jeden Eigenwert A; jeweils algebraische und geometrische Vielfachheit iibereinstimmen. Fiir jeden Eigenwert A von
¢ sei S(A) = {i | A; = A}. Dann koénnen wir das charakteristische Polynom in der Form y = gh mit

g = l_[ (x—=2) = (=AM und n = l_[ (x—2)
i€S(A) i¢s()
zerlegen. Wegen h(A) # 0 ist u = |S(A)| die Vielfachheit der Nullstelle A von f, also die algebraische Vielfachheit
des Eigenwerts A. Fiir jedes i € S(A) ist aber auch v; ein Eigenvektor zum Eigenwert A, es gilt also dimEig(¢,A) >
u. Weil die geometrische Vielfachheit nach |[(13.25)| immer durch die algebraische Vielfachheit beschrankt ist, folgt

Eig(¢,A) = p.

L) = (v)“ Seiy =a l_[irzl(x — A;)* eine Zerlegung des charakteristischen Polynoms in Linearfaktoren, wobei
a € K, die Nullstellen A, ..., A, € K paarweise verschieden und u; € IN jeweils die Vielfachheiten der Nullstellen A;
sind. Wegen grad(f) =n gilt >,,_, u; =n.

Fiir jedes i € {1,...,r} definieren wir nun U; = Eig(¢, A;), auBerdem sei V, = >, U;. Da algebraische und geome-
trische Vielfachheit iibereinstimmen, gilt u; = dimU; fiir 1 < i < r. Nach [(13.22)|ist der Durchschnitt von U; mit
Zj 4 Uj jeweils gleich {0y }. Dies zeigt, dass V, die direkte Summe der Untervektorrdume U; ist. Nach|(10.3)|erhalten

WiIr

r r
dimV, = ZdimUi = Z“i = n = dimV
i=1 i=1
Aus V. €V und dimV, = dim V wiederum folgt V =V,. |

Die Diagonalisierbarkeitskriterien lassen sich ohne grof3en Aufwand auf Matrizen {ibertragen. Hier gilt entsprechend
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(13.27) Folgerung. Fiir jede Matrix A € .#,, x sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Matrix A ist diagonalisierbar.
(ii) Der Vektorraum K" besitzt eine Basis bestehend aus Eigenvektoren von A.

(iii) Das Polynom y, zerféllt in Linearfaktoren, und es gilt y,(A,A) = y,(A, A) fiir jeden
Eigenwert A von A.

(iv) Es gibt A4,...,A,. €K, so dass K" = Eig(A,A,) @ ... ® Eig(4, A,.) gilt.

Beweis: Sei ¢, der Endomorphismus von K" gegeben durch ¢,(v) = Av. Dann ist A die Darstellungsmatrix von ¢,
beziiglich der Einheitsbasis &, von K", siehe Somit ist (i) nach aquivalent zur Diagonalisierbarkeit
von ¢,, also zur Ausage (i) in Satz fiir den Endomorphismus ¢ ,. Ebenso leicht iiberpriift man mit Hilfe der
Ubereinstimmungen Eig(A, A;) = Eig(¢,, A;) und y, = X, dass die Aussagen (ii), (iii), (iv) &quivalent zu ihrem jewei-
ligen Pendant in Satz[(13.26)|sind. Damit ist die Aquivalenz der Aussagen (i) bis (iv) auf Satz[(13.26)| zuriickgefiihrt.
O

Wir demonstrieren die Anwendung des Diagonalisierbarkeitskriteriums an einem etwas grof3eren Rechenbeispiel und
testen die Matrix
-2 =10 0 —40
-24 -13 -8 —68
15 30 3 120
6 4 2 20

auf Diagonalisierbarkeit {iber dem Korper K = Q. (Das ist die Matrix vom Beginn des Kapitels.) Wir beginnen mit der

Bestimmung des charakteristischen Polynoms. Durch Anwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes erhalten wir

x+2 10 0 40
24 +13 8 68
x4 = det(xE®W—A) = det x =
-15 =30 x—3 -120
—6 —4 -2 x—20
x+13 8 68 24 8 68 24 x+13 8
(x+2)-det] =30 x—3 —120 |—10-det| —15 x—3 —120 [—40-det| -15 —-30 x—3
—4 -2 x-20 —6 -2 x-—20 —6 —4 —2

= (x+2)(x3—10x2 +33x —36) + (—10)(24x% — 24x — 144) + (—40)(—6x% + 6x + 36)
= x*—8x>+13x2 +30x —72.

Als néchstes bestimmen wir die Eigenwerte von A, also die Nullstellen von y,. Durch probeweises Einsetzen findet
man die Nullstelle A; = —2, und Polynomdivision liefert die Zerlegung x4 = (x +2)(x> —10x? + 33x —36). Erneutes
probeweises Einsetzen in den Faktor g = x3 — 10x2 + 33x — 36 vom Grad 3 liefert die Nullstelle A, = 3. Durch
Polynomdivision erhalten wir g = (x —3)(x% — 7x + 12). Die Nullstellen des quadratischen Faktors kénnen wir nun

durch Anwendung der p-q-Formel (auf p = —7, ¢ = 12) ermitteln: Die Diskriminante des quadratischen Polynoms

— 133 —



istd = p?>—4q = (—7)>—4-12 = 49 — 48 = 1, die Nullstellen somit —%p + %«/g =7+ %, also A3 =3 und A4, = 4.
Insgesamt erhalten wir damit die Zerlegung

24 = (x+2)(x—3)*(x—4).

Die Eigenwerte von A sind also —2, 3 und 4, mit den algebraischen Vielfachheiten u,(A,—2) = 1, u,(A4,3) = 2 und
Uq(A,4) = 2. Die Gleichung zeigt auch, dass y, in Linearfaktoren zerfallt. Damit haben wir bereits einen Teil des
Diagonalisierbarkeitskriteriums verifiziert.

Nun miissen wir noch die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte bestimmen. Nach gilt 1 < u,(A ) <
Uq(A, 1) fiir jeden Eigenwert A von A. Wegen u,(A,—2) = 1 folgt daraus u,(A,—2) = 1, und ebenso erhalten wir
ug(A,4) = 1. Fiir ug(A,3) sind wegen u,(A,3) = 2 noch zwei Méglichkeiten offen, ndmlich u,(A,3) € {1,2}. Um
festzustellen, welcher Fall vorliegt, bestimmen wir die Dimension von Eig(A, 3) = ker(A — 3E™) mit dem GauRver-
fahren.

-5 =10 0 —40 1 2 0 8 1 2 0 8 1 2 0 8

—24 —-16 —8 —68 -6 —4 -2 =17 -6 —4 -2 =17 0 8 -2 31
— — —

15 30 0 120 1 2 0 8 0 0 0 0 0 0 O 0

6 4 2 17 6 4 2 17 0 0 0 0 0 0 0 O

Die letzte Matrix liegt in ZSF vor, mit Zeilenrang r = 2. Durch Anwendung von Satz erhalten wir die geo-
metrische Vielfachheit u,(A,3) = dimEig(4,3) = dimker(A— BEW)=4—r =4—2=2=p,(A 3). Insgesamt ist
damit u,(A, 1) = u,(A, A) fiir alle Eigenwert A der Matrix erfiillt. Dass y, tiber Q in Linearfaktoren zerféllt, haben
wir bereits oben festgestellt. Nach[(13.27)]ist A also eine diagonalisierbare Matrix.

Betrachten wir nun noch zwei Beispiele, in denen das Diagonalisierbarkeitskriterium nicht erfiillt ist. Beispielsweise

» = o)

iiber dem Korper K = R nicht diagonalisierbar. Zwar zerfallt das charakteristsiche Polynom wegen

ist die Matrix

11
vs = det(xE?—B) = det(x ) = (x—1)
0 x—1

iiber R in Linearfaktoren. Wie man aber leicht iiberpriift, gilt Eig(B, 1) = lin(e; ), der Eigenraum von B zum Eigenwert
1 ist also nur eindimensional. Es gilt also u,(B, 1) = 1, andererseits aber u,(B, 1) = 2, weil 1 eine doppelte Nullstelle
von B ist. Aus u,(B, 1) < u,(B, 1) folgt nach|(13.27)} dass B iiber R nicht diagonalisierbar ist.

o= (0 7)

ist iber R nicht diagonalisierbar. Das charakteristische Polynom y. = x? + 1 besitzt namlich in R keine Nullstellen

Auch die Matrix

und zerfallt somit {iber R auch nicht in Linearfaktoren. Anders sieht die Sache allerdings aus, wenn man C als
Matrix iiber dem Korper C betrachtet. Dann besitzt y. eine Produktzerlegung (x —i)(x +1). Aus den Ungleichungen
1< ug(C,A4) < we(C, A) fiir A € {+i} folgt, dass auch die Bedingungen u,(C,1) = u,(C,1) und pg(C,—i) = uy(C,—i)
erfiillt sind. Also ist die Matrix C {iber dem Korper C diagonalisierbar.

— 134 —



§ 14. Satz von Cayley-Hamilton und Jordansche Normalform

Zusammenfassung.  Der Satz von Cayley-Hamilton besagt, dass jeder Endomorphismus ¢ eines endlich-dimensionalen K-
Vektorraums V die Beziehung y,(¢) = Ogyq, (v) erfiillt; man erhélt also die Nullabbildung, indem man ¢ in sein eigenes charak-
teristisches Polynom einsetzt. Durch diesen Satz wird die Definition des Minimalpolynoms u, von ¢ nahegelegt. Es handelt sich
dabei um das normierte Polynom minimalen Grades mit derselben Eigenschaft u,(¢) = Opyq,(v)- Dieses kann mit y, zusammen-
fallen, im Allgemeinen ist es aber ein Teiler von y . Neben y, erweist sich auch u, als wichtiges Werkzeug zur Beschreibung der
Endomorphismen eines Vektorraums im endlich-dimensionalen Fall.

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass fiir einen Endomorphismus ¢ eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V unter
gewissen Bedingungen eine Basis 9 gefunden werden kann, so dass die Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich dieser Basis Dia-
gonalgestalt annimmt. Die erste Bedingung, das Zerfallen des charakteristischen Polynoms y, ist isofern unproblematisch, als
dass man immer zu einem Erweiterungskorper von K {ibergehen kann, iiber dem diese Bedingung erfiillt ist. Wenn die zweite
Bedingung, die Ubereinstimmung von algebraischer und geometrischer Vielfachheit der Eigenwerte, verletzt ist, gibt es zwar keine
Darstellungsmatrix in Diagonalform, man kann aber die Darstellungsmatrix auf eine Form bringen, die von der Diagonalgestalt
nur minimal abweicht. Dies ist die Jordansche Normalform. Aus den Polynomen u, und y, lassen sich bereits wesentliche
Informationen zur Gestalt der Jordanschen Normalform ablesen.

Ein wichtiges Ziel in diesem Kapitel ist die Beschreibung eines Verfahrens, dass zu einem gegebenen Endomorphismus ¢ eine
geordnete Basis 9 liefert, so dass .4 4(¢) in Jordanscher Normalform vorliegt. An die Stelle der Eigenraumszerlegung aus dem
letzten Kapitel tritt die sogenannte Hauptraumzerlegung. Fiir jeden Hauptraum muss dann eine Jordanbasis ermittelt werden.
Hierzu benétigen wir Informationen iiber die Eigenschaften nilpotenter Endomorphismen. Dies sind Endomorphismen ¢ mit
der Eigenschaft, dass eine gewissen Potenz 1P gleich Null ist.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

-  Minimalpolynom y, bzw. y, eines Endomorphismus ¢ bzw. einer Matrix A € ./,
— Ringhomomorphismus

- Begleitmatrix A; eines Polynoms f € K[x]

—  Satz von Caley-Hamilton

— Jordanmatrix, Jordanblock, Jordansche Normalform

— Hauptraum eines Endomorphismus

— nilpotenter Endomorphismus

— Jordankette und Jordanbasis

(14.1) Definition. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢ : R — S zwischen Ringen
R, S mit den Eigenschaften ¢ (1z) = 1s, ¢(a+b) = ¢(a)+ ¢(b) und ¢p(ab) = p(a)¢(b) fiir alle
a,b €R.

In der Algebra-Vorlesung wird folgende besondere Eigenschaft der Polynomringe bewiesen.

(14.2) Proposition. Ist K ein Korper und ¢ : K — S ein Ringhomomorphismus und a € S ein
beliebig gewihltes Element, dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus
é : K[x] — S mit $(x) = a und ¢3|K = ¢. Haufig wird ein solcher Homomorphismus als
Einsetzhomomorphismus bezeichnet.
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Wir sind vor allem an den folgenden Anwendungen dieser Aussage interessiert.

(1) Ist K ein Kérper und n € IN, dann gibt es fiir jede Matrix A € .#,, x einen Ringhomomorphismus K[x] — ., k,
der ein beliebiges Polynom f = a,x™ + a,_1x™ ! + ... + a;x + a, € K[x] auf die Matrix f(A) = a,,A™ +
A A"+ L4+ a1 X + aoE € M, i abbildet, wobei E € #, x die Einheitsmatrix bezeichnet.

(2) Ist K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dann existiert fiir jeden Endomorphismus ¢
von V ein Ringhomomorphismus, der ein Polynom f wie unter (1) auf f(¢) = a,,¢™ +a,_1 0™ * +...+a;¢ +
a,yidy € Endg (V) abbildet, wobei ¢* wie immer die k-fache Anwendung ¢ o ... o ¢ bezeichnet.

Bei Punkt (1) wird Prop. auf den Ring S = (4, , +, ) der Matrizen und den Ringhomomorphismus ¢ : K —
My i, a — aE angewendet. Bei Punkt (2) arbeitet man mit dem Ring S = (Endg(V), +,0) (mit der Komposition o
von Abbildungen als multiplikativer Verkniipfung) und dem Ringhomomorphismus ¢ : K — Endg(V), a — a - idy,.
Genau genommen handelt es sich bei ., x und Endg(V) um sog. Schiefringe, da fiir n > 1 bzw. dimV > 1 fiir
die multiplikative Verkniipfung das Kommutativgesetz nicht gilt. Die Aussage von Prop. ist aber auch fiir
Schiefringe giiltig.

Seien m,n,r € IN, und seien U, V, W drei K-Vektorrdume der Dimension m, n bzw. r. Seien .o/, 8, 6 geordnete Basen
von U,V,W. In Satz Wurden die zueinander inversen K-Vektorraum-Isomorphismen . ;‘; : Homg (U, V) —
My x und .ﬁfg : Moy — Homg (U, V) eingefiihrt, die jeder linearen Abbildung U — V ihre Darstellungsmatrix
und umgekehrt jeder Matrix A € .#,,,,, x eine zugehorige lineare Abbildung zuordnen. In Satz wurde gezeigt,
diese Zuordnungen vertrédglich sind mit der Komposition lineare Abbildungen und dem Matrixprodukt, d.h. fiir alle
¢ € Homg (U, V) und ¢ € Homg(V, W) gilt

MI(pop) = MI) MG ($)
Unmittelbar daraus ergibt sich fiir alle A € A, x und B € A, x die Gleichung
27(BA) = 27(B)oxy(A).
Diese erhalten wir namlich, in dem wir .Z:g auf die Gleichung
MI(LTB)oLF(A) = MI(LJB))- MG (L5 (A) = BA

anwenden und auf der linken Seite beriicksichtigen, dass sich die Operationen .//[[Z und ,f:;/ gegenseitig aufheben.
Betrachten wir an Stelle von dreien nur einen einzigen Vektorraum n-dimensionalen V mit einer geordneten Basis
4 und schreiben wir wie in § 13 zur Abkiirzung %, statt £ * und £ statt £, so vereinfachen sich die beiden
Regeln zu

My(pop)=Mzp()- Mp(Pp) und  Lz(BA)=Lz(B)o Ly(A)

fiir alle ¢,y € Endg(V) und alle A, B € #,(K).
(14.3) Lemma. Sei f € K[x], f € Endg(V) und A € #,(K). Dann gilt

Mp(f( @) =f(Mg(¢)) und  ZLyz(f(A) = f(Lz(A).
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Beweis: Wir beschranken uns auf den Beweis der ersten Gleichung. Ist f = a,,x™ + ... + a; x + a,, dann gilt

My(f(P) = Jﬂ%(Zamk) = Dl dy(@) = f(My(9)). =

k=0 k=0

(14.4) Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir jedes ¢ € Endg (V)
gibt es ein Polynom O # f € K[x] mit f(¢) = Oy, (v)-

Beweis: Nach Folgerung ist mit V auch Endg (V) ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dies bedeutet,
dass das Tupel (¢, ..., ¢") fiir hinreichend grofRes n linear abhiingig ist. Es gibt also ein n € IN, und Koeffizienten
ap,ay, .., a, € K, nicht alle gleich Null, mit ay¢° + a,¢" +... + @,¢™ = Ogpg (v). Setzen wir f = >/_ a;x¥, dann gilt
fle)= Ogndg (v) und f # O. =

(14.5) Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Ist f €
K[x] ein normiertes Polynom minimalen Grades mit der Eigenschaft f(¢) = Ogyq, (v), SO nennt
man es ein Minimalpolynom von ¢.

Das Minimalpolynom von ¢ teilt alle Polynome, bei denen man durch Einsetzen von ¢ den Null-Endomorphismus
erhilt.

(14.6) Satz. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir jedes ¢ € Endg (V) gibt es
genau ein Minimalpolynom, das wir mit u4 bezeichnen. Ist f € K[x] ein beliebiges Polynom mit
f(¢) = Oy, (v), dann ist u ein Teiler von f.

Beweis: Zunéichst beweisen wir die Existenz. Nach Prop. [(14.4)| gibt es jedenfalls ein Polynom f # Oy mit f(¢) =
Ogna, (v)- Gehen wir davon aus, dass f unter allen Polynomen mit dieser Eigenschaft minimalen Grad besitzt, und ist
c € K der Leitkoeffizient von f, dann ist ¢! f ein Minimalpolynom von ¢.

Nun beweisen wir die Eindeutigkeit. Seien f,g € K[x] zwei verschiedene Minimalpolynome von ¢. Dann gilt
grad(f) = grad(g), und weil f, g beide normiert sind, hat das Polynom h = f — g # Oy einen kleineren Grad
als f und g. Sei ¢ € K der Leitkoeffizient von h und i = ¢~'h. Dann ist h normiert, und es gilt

h(p) = c'(f(d)—g(p) = C_l(oEndK(V)_OEndK(V)) = Ognd,(v)-

Aber dies widerspricht der Minimalitdtseigenschaft von f und g. Also kann es keine zwei verschiedenen Minimalpo-
lynome geben.

Zum Beweis der letzten Aussage sei f € K[x] ein Polynom mit f(¢) = Ogpg, () Division mit Rest liefert Polynome
q,7 € K[x] mit f = qug + r, wobei entweder r = O oder r # Ox und grad(r) < grad(u,) gilt. Nehmen wir an,
dass der zweite Fall vorliegt, und dass ¢ € K der Leitkoeffizient von r ist. Dann erhalten wir r(¢) = (f —qu,)(¢) =
f(9)=a(P)ouy(9) = F($)=q($)°0png, (v) = Opndy(v)~Ofnd(v) = Opnd, (v)- Setzen wir 7 = ¢'r, dann ist 7 normiert,
und es gilt ebenso 7(¢) = Ogyg, (v)- Aber dies steht im Widerspruch zur Minimalitétseigenschaft von u,, wodurch
nur die Moglichkeit r = O {ibrig bleibt. Es gilt also f = qug, damit ist u ein Teiler von f. m|
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Ebenso koénnen wir fiir jede Matrix A € ./, x das Minimalpolynom u,, € K[x] definieren als das eindeutig bestimmte
normierte Polynom minimalen Grades mit u,(A) = 0. Die Eindeutigkeit von u, kann fast wortlich genauso bewiesen
werden wie in Satz|(14.6)} ebenso die Tatsache, dass jedes Polynom f € K[x] mit f(A) =0_, von u, geteilt wird.

Der Satz von Cayley-Hamilton besagt, dass fiir jeden Endomorphismus ¢ eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums
V jeweils x4 (¢) = Ogpg, (v) gilt, wobei y , wie in § 13 das charakteristische Polynom von ¢ bezeichnet. Aus Satz
ergibt sich dann unmittelbar, dass u,, stets ein Teiler von y 4 ist. Zum Beweis dieses Satzes sind einige Vorbereitungen
erforderlich.

(14.7) Satz. Fiir jedes normierte, nicht-konstante Polynom f = x" + Zz;é a;x; € K[x] be-
zeichnet man die Matrix Ay € ./, x gegeben durch

—a,
1 0 —a,

0 —ap2

1 —ap—1

als Begleitmatrix von f . Diese erfiillt die Beziehung Xa, = f.

Beweis: Nach Definition des charakteristischen Polynoms gilt

X ag
-1 x a;
Xa, = det -1
X ap—2
-1 x+a,;

Wir berechnen diese Determinante durch Entwicklung zur n-ten Spalte. Sei k € {1, ..., n}. Streichen wir in der Matrix
die k-te Zeile und die n-te Spalte, hat der sich oberhalb bzw. unterhalb der weggelassenen Zeile befindende Teil der

By

0
Restmatrix die Blockgestalt ( ) mit den beiden Blocken

k

-1 x —1

wobei By € #)_; x und Cy € M,y x ist. Fiir die Determinante der oberen Dreiecksmatrix C; erhalten wir mit Satz

(12.17)|den Wert detC, = (—1)"_k, und mit Satz|(12.18)|erhalten wir detB, = det 'B; = x*=1. Die Formel fiir die
Determinaten von Blockmatrizen aus Satz[(12.22)|liefert ingesamt den Wert (det B, )(det C;) = (—1)"*x*~! fiir die
Restmatrix. Der entsprechende Summand im Laplaceschen Entwicklungssatz, Satz|(12.27)} ist dann

(_1)n+k(_1)n—kxk—1 G, = ak—lxk_l
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im Fall k < n und (—1)**(—1)°x"'(x + a,_;) = x" + a,_;x"! im Fall k = n. Insgesamt erhalten wir also die

Determinante
n—1 n—2
X"+ a,_ x" +Zak_1xk_l = x"+a,_x"! +Zakxk = f O
k=1 k=0

Beispielsweise hat das Polynom f = x2 + 2x + 3 € R[x] die Bleitmatrix

a4 = (07 ¢
ol =2 2R

Hier kann man sich leicht direkt davon tiberzeugen, dass f das charakteristische Polynom von Ay ist.

Als weitere Vorbereitung miissen wir eine weitere Klassen von Minimalpolynomen einfiihren, die fiir ein ¢ € Endg (V)

den einzelnen Elementen v € V zugeordnet sind.

(14.8) Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir jedes ¢ € Endg (V)
und jeden Vektor 0, # v € V gibt es ein eindeutig bestimmtes, normiertes Polynom u,, , mi-
nimalen Grades mit u, ,(¢)(v) = Oy. Wir nennen es das Minimalpolynom von ¢ beziiglich v.
Jedes f € K[x] mit f(¢)(v) =0y ist ein Vielfaches von u , .

Beweis: Der Beweis verlauft weitgehend parallel zum Beweis von Prop. [(14.4)]und von Satz[(14.6)] Zunéchst zeigen
wir, dass es zumindest ein Polynom f € K[x] ungleich 0 mit f(¢)(v) = 0 gibt. Weil V endlich-dimensional ist, muss
das Tupel (¢°(v), ..., ¢"(v)) fiir hinreichend grofes n linear abhingig sein. Es gibt also ein n € IN, und Koeffizienten
ag, dy, .-, d, € K, nicht alle gleich Null, mit

@’ M+ a0’ (V) + ...+ a,9"(v) = Ofnd, (v)-

Nach eventueller Verkleinerung von n kénnen wir a,, # 0 annehmen. Setzen wir f = ZZ:O a;x*, dann gilt f (¢)(v) =
0y und f # Oy wie gewiinscht. Ersetzen wir f durch a;' f, so erhalten wir ein normiertes Polynom f mit f(¢)(v) =
0y . Wir wihlen unter allen normierten Polynomen mit dieser Eigenschaft eines von minimalem Grad und bezeichnen

es mit (g ..

Zum Nachweis der Eindeutigkeit von u4, nehmen wir an, dass g € K[x] ein weiteres normiertes Polynom mit

g(¢)(v) =0y ist, das denselben Grad besitzt wie ug, . Dann gilt (g —ug , )(@)(v) = (8(d)— g, ($))(V) = g(d)(v)—
tg(@)(v) =0y —0y =0y.Ist g # U, ,, dann erhalten wir durch Normierung von g — u, , ein normiertes Polynom
h € K[x] kleineren Grades als u, , mit h(¢)(v) = 0y, was aber der Minimalitétseigenschaft von u, , widerspricht.
Damit ist die Eindeutigkeit von ug , nachgewiesen.

Sei nun f € K[x] ein beliebiges Polynom mit f (¢ )(v) = 0,. Durch Division mit Rest erhalten wir Polynome gq,r €
K[x]mit f = qug, +1, wobei r = Og oder r # Oy und grad(r) < grad(u, ,) gilt. Im ersten Fall ist u , ein Teiler von
f.Im zweiten Fall gilt r(¢)(v) = f(¢)(v) — (quy,, J(@)(V) = fF(P)(v) —(q(¢) o ug , (¢))(v) = Oy —q(¢)(Oy) = Oy,

und durch Normierung von r erhalten wir ein normiertes Polynom mit derselben Eigenschaft. Dies wiirde erneut

einen Widerspruch zur Minimalitéitseigenschaft von u, , bedeuten, weshalb der zweite Fall ausgeschlossen ist. O

Aus Prop. |(14.8)| ergibt sich unmittelbar, dass ug , fiir jedes v € V mit v # 0Oy ein Teiler von u,, ist, denn es gilt
tg(d)(v) = Ogpg, (v)(v) = Oy.
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(14.9) Satz. (Satzvon Cayley-Hamilton)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und y, sein charakteristisches
Polynom. Dann gilt y,(¢$) = Ognq, (v)-

Beweis: Seiv €V ein beliebiger Vektor ungleich O, und f = u ,. Unser Ziel besteht darin, y,(¢)(v) = 0y, nachzu-
weisen; daraus folgt dann das gewiinschte Resultat y,(¢) = Ogpg, (v)- Diese Gleichung wiederum wird sich aus der
Tatsache ergeben, dass y, ein Vielfaches von f ist, was wir nachweisen, indem wir y, mit Hilfe einer geeigneten

Darstellungsmatrix berechnen.

Wir definieren dazu v, = ¢*~!(v) fiir 1 < k < n, wobei n = grad(f) ist. Zunéchst iiberpriifen wir, dass das Tupel

o = (vy,...,v,) linear unabhéngig ist. Ware es linear abhéngig, dann gibe es Koeffizienten b, ..., b,_; € K, nicht alle

n—1 n—1
Zbk¢k(V) = Zbkkarl = 0Oy.
k=0 k=0

Fiir das Polynom g = ZZ:) b, x* wiirde dann g(¢)(v) = 0y gelten, was wegen grad(g) < grad(f) im Widerspruch

gleich Null, mit

zur Minimalitatseigenschaft des Polynoms f steht. Damit ist die lineare Unabhangigkeit bewiesen. Wir ergdnzen nun
. durch Vektoren wy, ...,w, zu einer Basis % von V und bestimmen die Darstellungsmatrix A = # 4(¢).

Dazu schreiben wir das Polynom f in der Form f = x" + Zz;é a;x* und definieren den Untervektorraum U =
lin{vy,...,v,} von V. Fiir 1 < k < n gilt $(v,) = (¢ ' (v)) = ¢*(v) = v;,; €U, und aus

n—1 n—1 n—1
PO+ D avr = "0+ Y ap(v) = (¢“+Zak¢’<)(v) = () = o
k=0 k=0 k=0

folgt ¢(v,) = —Zz;é a;Vi+1 € U. Die Rechnung zeigt, dass ¢ (U) C U gilt, und dass die Darstellungsmatrix von ¢ |
beziiglich der Basis .¢/ genau mit der Begleitmatrix Ay € ./, x von f libereinstimmt.

A
Dies bedeutet, dass die ersten n Spalten von A zusammen die Form f haben, wobei die Nullmatrix im unteren

Teil in A, ., x liegt. Durch Hinzunahme geeigneter Matrizen B € ./, x und C € ./, erhalten wir fiir A die Form

A B
A = f .

Mit der Formel fiir die Determinante von Blockmatrizen aus Satz|(12.22)|und mit Satz erhalten wir

E"—A B
X = xa = det(xE"—4) = det(x 0 f xEr—C)
= det(xE"—Af)det(xE'—C) = xaxc = fxc = xcf
und somit wie gewiinscht
16(@)) = (xc(@)of(PN) = 2c(@)F(@)V) = xc(@)Oy) = Oy, O
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(14.10) Folgerung. Sein € IN, K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.
(i) Fiir alle A€ A, x gilt y4(A) =0.
(ii) Fiir alle A€ A, i ist u, ein Teiler von y,.

(iii) Ist ¢ € Endg(V), dann ist u ein Teiler von y,.

Beweis: zu (i) Sei ¢, € Endg(K") die Abbildung gegeben durch ¢,(v) = Av fiir alle v € K". Nach Proposition
gilt A= M ¢(¢,), aulerdem gilt y,, = x, nach Definition von y, . Es folgt y4(A) = x4, (A) = x4, (A (D)) =
/ﬂg()(qu(‘i’A)) = /ﬂg(OEndK(v)) = OJ/tﬂ,K-

Die Aussage (iii) ergibt sich aus dem Satz von Cayley-Hamilton in Verbindung mit Satz Entsprechend ergibt
sich Aussage (ii) aus Teil (i) und der Bemerkung im Anschluss an Satz O

Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass Minimalpolynom und charakteristisches Polynom sowohl {ibereinstim-

men als auch voneinander verschieden sein kénnen. Seien A, B € .#; ; gegeben durch

210 210
A=10 2 0 , B=|10 2 1
0 0 2 0 0 2

Die charakteristischen Polynome dieser beiden Matrizen sind y, = y5 = (x —2)*. Weil das Minimalpolynom jeweils
ein Teiler des charakteristischen Polynoms sein muss, findet man durch Ausprobieren leicht heraus, dass u, = (x—2)?,
aber uz = (x —2)3 ist.

Neben der Eigenschaft, ein Teiler des charakteristischen Polynoms y, zu seien, besitzt ug mit y 4 noch die folgende
Gemeinsamkeit.

(14.11) Proposition. Fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V und jedes ¢ €

Endg (V) sind die Nullstellen von u, genau die Eigenwerte von ¢.

Beweis: Sei A ein Eigenwert von ¢ und v € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt (¢ — Aid,)(v) = 0y.
Also ist u ,, ein Teiler von x — A, und weil der Grad von x — A bereits minimal ist, muss ug , = x — A gelten. Wegen
Ugvlug ist A damit eine Nullstelle von . Sei umgekehrt A eine Nullstelle von 4. Dann gibt es ein f € K[x] mit
ug = (x —A)f . Es muss einen Vektor v mit f (¢ )(v) # Oy geben, weil ansonsten f(¢) = Ogpq, () im Widerspruch zur
Minimalitat von ug stehen wiirde. Aber wegen

(¢ —2idy) o f(PN(V) = we(@)V) = Oggn(v) = Oy

liegt w = f(¢)(v) im Kern von ¢ — Aidy . Also ist w ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert A. |
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Kommen wir nun zur Definition der Jordanschen Normalform.

(14.12) Definition. FEine Matrix J € .#, x heilt Jordanmatrix zum Eigenwert A € K, wenn
sie die Form

A1 0 - 0
0 A 1 0
J = 0 0 besitzt.
0 0 A1
0 0 0 0 A

In kleiner Dimension sind die Jordanmatrizen zum Eigenwert A also gegeben durch

1o 2100
A1 0 A 1 0

(2) . Clo oA 1|,
0 A 0 o 2 00 A 1
00 0 2

Eine Matrix A € ., ;. befindet sich in Jordanscher Normalform, wenn sie als Blockmatrix in der Form

Jp

Jo
A = ] mit Jordanmatrizen Ji,...,J, schreiben lasst.

J,

Man bezeichnet die J;, ...,J, dann als Jordanblécke der Matrix A. Zum Beispiel setzt sich die Matrix

21 0 0 0 O
0 21 0 0O
0 0 2 0 O O
A =
0 002 00
0 00 0 3 1
\0 0 0 0 0 3)
aus den Jordanblocken
2 1 0
J;=10 2 1 J. —(2) und J; = 31 zusammen
1 > Ja 3 0 3 .
0O 0 2

(14.13) Proposition. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, v € Endg(V) und 2 eine
geordnete Basis mit der Eigenschaft, dass J = .# 4(y) eine Jordanmatrix zum Eigenwert A € K
ist. Dann gilt

(i) Der einzige Eigenwert von 1) ist A. Die algebraische und die geometrische Vielfachheit
dieses Eigenwerts sind durch u,(v,A) = n und u,(y),A) =1 gegeben.

(i) Es gilt uy, = yy =(x—A)".

— 142 —



Beweis: Die Jordanmatrix J € .4,  ist eine obere Dreiecksmatrix, deren sémtliche Hauptdiagonaleintrdge mit A
libereinstimmen. Daraus folgt y,, = y, = det(xE (MW_J) = (x—A)". Da die Eigenwerte von v genau die Nullstellen von
Xy sind, ist A der einzige Eigenwert von v, und weil A eine Nullstelle der Vielfachheit n von y, ist, gilt u,(y),A) =n.
Die Darstellungsmatrix von v — A - idy, ist gegeben durch

o1 o0 --- O

0 0 1 0
Mg(p—A-idy) = J—AEM = 0 0

0 0 O 0 1

0O 0 O 0 O

Seien vy, ..., v, die Elemente der geordneten Basis 9. An den Spalten der Matrix .#4(3 — A - idy) kann abgelesen
werden, dass (¢ — A -idy)(v;) = 0, und (3p — A - idy)(vi) = v fiir 2 < k < n gilt. Es gilt also insbesondere
(¢ —A-idy)" 1 (v,) = v; # 0. Das Minimalpolynom Uy ist, wie wir im Anschluss an Satz festgestellt haben,
ein Teiler von y,, = (x —A)", aber wegen (¢ —A- id, )" # Ogndy (v) St ¢ keine Nullstelle von (x—2A)""1, und folglich
kann u,, kein echter Teiler von (x —A)" sein. Damit ist die Gleichung u,, = (x — A)" nachgewiesen.

Schlief3lich zeigen die Gleichungen (v — A -idy)(v;) = Oy und (¢ — A - idy )(v) = v, fiir 2 < k < n auch, dass
dimim(vy —A-id;) = n—1 gilt, denn das Bild von ¢ —A -id,, stimmt mit lin{v,, ..., v, } liberein. Der Dimensionssatz fiir
lineare Abbildungen liefert u, (1), A) = dimEig(y, 1) = dimker(y)—A-idy) = n—dimim(y)—A-idy) = n—(n—1) = 1.
O

(14.14) Lemma. SeiV ein K-Vektorraum mit einer Zerlegung V = U; & ... ® U, als direkte
Summe von Untervektorrdumen U; < V, und sei ¢ € Endg(V) mit Y(U;) C U; fir1 <i < r.
Dann gilt fiir jedes A € K jeweils

Eig(y,A) = Eig(¢ly,A)®... 8 Eig(y[y,, ).

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass die Summe auf der rechten Seite der Gleichung tatsichlich eine direkte Summe
ist. Denn nach Voraussetzung gilt U; N (Zk# Uy) = {0y} fir alle j, wegen Eig(v[y,,A) € U; fiir 1 < j < r also erst
recht Eig(mpluj, AN, £ Eig(y|y,,A)) = {0y}. Die Inklusion ,,.2% ist offensichtlich erfiillt, denn fiir jeden Vektor
ve Eig(¢|Uj, A) mit j € {1,...,r} gilt insbesondere v € U; und somit ¢ (v) = (wlUj)(v) = Av. Zum Nachweis von ,,.C*“
sei v € V vorgegeben. Auf Grund der direkten Summenzerlegung von V gibt es Elemente u; € U; fir 1 < j <, so
dass v =u; + ... + v, erfiillt ist. Es gilt nun

zr:dj(uj) = w(zr:uj) = Yv) = Av = A-(zr:uj) = Zr:}»uj.
j=1 j=1

j=1 =1

Auf Grund der Eindeutigkeit der Darstellung von Elementen in direkten Summen (siehe Satz|(6.7)} Teil (ii)) folgt
Y (u;) = Au; und somit u; € Eig(q/,lej, A) fir 1 < j < r. Damit ist v in der direkten Summe auf der rechten Seite der
Gleichung enthalten. m|
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(14.15) Satz. SeiV ein n-dimensionaler K-Vektorraum, v € Endg (V) und 2 eine geordnete
Basis mit der Eigenschaft, dass A= .# 4(2)) in Jordanscher Normalform vorliegt. Sei A € K ein
Eigenwert von 1). Dann gilt

(i) Sowohl S als auch oy zerfallen in Linearfaktoren.

(i) Die geometrische Vielfachheit u, (v, A) ist gleich der Anzahl aller Jordanbl6cke von A
zum Eigenwert A.

(iii) Die algebraische Vielfachheit u,(1), A) ist gleich der Summe der Gréf3en aller Jordan-
blocke von A zum Eigenwert A.

(iv) Die Vielfachheit von A als Nullstelle von u,, ist gleich der GréR3e des grof3ten Jordanblocks
zum Eigenwert A.

Beweis: Seien J,...,J, die Jordanblocke von A. Fiir 1 < i < r sei A; € K der Eigenwert und s; € IN die Grof3e von
J;. Wir setzen ny = 0 und n; = Z;(zlsk fir 1 < i < r; dann gilt insbesondere n, = 212:1 s¢ = n, und aullerdem
si=n;—n;_ flr 1 <i<r.Ist B =(vy,...,v,) die geordnete Basis von V, dann setzen wir B; = (v,,_ 415+ Vn,—1, Vi)
und U; = lin(4;) flir 1 < i < r. Der i-te Jordanblock J; befindet sich dann jeweils in den Zeilen und Spalten der
Matrix A mit den Nummern n;_; +1,n;_;+2, ..., n;. Fiir jedes j € {n;_; +1, ..., n;} hat die j-te Spalte Eintrdge ungleich
Null also nur in den Zeilen n;_; + 1 bis n;. Daraus folgt 1(v;) € U; fiir n,_; + 1 < j < n;, insgesamt also ¢ (U;) € U;,
und nach Konstruktion ist J; = A g (¢;y.).

zu (i) Jede Jordanmatrix ist eine obere Dreiecksmatrix, und weil A aus Jordanmatrizen J; entlang der Hauptdiago-
nalen besteht, handelt es sich auch bei A um eine obere Dreiecksmatrix. Daraus folgt, dass y,, = y, in Linearfaktoren
zerféllt. Wie wir im Anschluss an Satz festgestellt haben, ist u,, ein Teiler von y,,. Daraus folgt, dass auch u,,
ein Produkt von Polynomen vom Grad 1 ist, also ebenfalls in Linearfaktoren zerfallt.

zu (ii) Fir jeden Eigenwert a von 1 sei S(a) = {i | A; = a}, und es sei i € S(A). Weil J; = A4 (Y;|y,) eine
Jordanmatrix zum Eigenwert A ist, gilt jeweils dimEig(y|y,A) = u (y[y,,A) = 1 nach Prop. |(14.13)] Fir alle
i €{1,..,r} mit i ¢ S(A) gilt Eig(y)|;, A) = {0y} und somit dim Eig(¢}|y; , A) = 0, denn ebenfalls nach Prop.
ist A kein Eigenwert von | . Mit Lemma und Folgerung erhalten wir

pe(y,2) = dimEig(,A) = > dimEig(ply,A) = Y. dimEigply,A)+ Y, dimEig(tply,A)

i=1 ieS(L) i¢s(A)

= > 1+ >0 = [s@L

ies(A) ¢S

Aber dies ist genau die Anzahl der Jordanblocke von A zum Eigenwert A.

zu (iii) Nach Prop.|(14.13)|ist fiir 1 < i < r das charakteristische Polynom von 1/)|Ui jeweils durch (x —A;)* gegeben.
Weil A aus den Jordanblécken Jy, ...,J,. entlang der Hauptdiagonalen besteht, erhalten wir

r r r r
X = Xa = det(xEMW —4) = l—[det(xE(sf)—Ji) = l_[xji = l_[xwui = l_[(x—)ui)si.
i=1 i=1 i=1 i=1
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Die Vielfachheit von A als Nullstelle von y,, ist somit gegeben durch Zies(/x) s;. Dies ist die Summe der Grofden s;
aller Jordanblocke J; mit A; = A.

zu (iv) Fir 1 <i<r gilt jeweils u,, = (x —A;)", nach Prop.|(14.13)} Nach Definition des Minimalpolynoms folgt
daraus folgt (J; — A,EC)) # 0y, fiir’ 1<j<s;und (J; — L,ES)Y = 0, fiir alle j > s;. Nach Prop. sind
die Nullstellen des Minimalpolynoms u,, = u4 genau die Eigenwerte von A (oder v). Das Minimalpolynom hat also
die Form p, =[], (x — )™ wobei a die Eigenwerte von 1) durchliuft und jeweils m(a) € IN gilt. Definieren wir
jeweils m’(a) = max{s; | i € S(a)}, so ist das Ziel unserer Beweisfithrung die Ubereinstimmung m(a) = m’(a) fiir

jeden Eigenwert a.

Die Produktmatrix p,(A) = [ [ ,(A—aE (Mym(@) besteht aus Blocken der GroRen sy, ..., s, entlang der Hauptdiagonalen.
Diese sind gegeben durch die Produkte

[ [0 —aE)™@ far1<i<r.
a

Seiie€{1,..,r}. Ist a # A;, dann hat die Matrix J; — aE®) auf der Hauptdiagonalen die Eintrige A; — a # 0, somit
ist (J; — aE®))™@ invertierbar. Das Produkt ]_[a(Ji — aEGDY™(@ jst also genau dann gleich Null, wenn der Faktor
(J; — A,EG))m(%) gleich Null ist. Wie oben bemerkt, ist dies genau dann der Fall, wenn m(A;) > s; gilt.

Auf Grund der Gleichung p,(A) =0 Mok (die sich aus der Definition des Minimalpolynoms u, ergibt) sind nun aber
alle Blocke der Matrix u,(A) entlang der Hauptdiagonalen gleich Null. Es gilt also m(A;) = s; fiir 1 <i < r, was zu
m(a) > s; fiir alle Eigenwerte a und alle i € S(a) dquivalent ist. Daraus folgt m(a) = m’(a). Aus m’(1;) > s; folgt
andererseits (J; —AiE(Si))m/(Af) =04, > fiir 1 <i < r.Fiir jedes i ist also das Produkt ]_[a(Jl- — qEG)ym(@) gleich Null,
und insgesamt ist A somit eine Nullsltelle des Polynoms [ | X= a)m/(“). Nach Satz bzw. seinem Analogon fiir
Matrizen, muss dieses Polynom also ein Vielfaches des Minimalpolynoms u, sein. Es folgt m(a) < m’(a), insgesamt

also m(a) = m’(a) fiir alle Eigenwerte a. m|

Fiir eine 5x5-Matrix in Jordanscher Normalform mit einem einzigen Eigenwert A € K gibt es somit bis auf Reihenfolge
der Jordanblocke die folgenden sechs Moglichkeiten.

A1 0 0 0 A1 0 0 0 A1 0 0 0
0 A 100 0 A 10 0 0 A 10 0
J,=|l0 0 A2 1 0 JL=[0 0 A 1 0 Js=[0 0 2 0 0
000 A 1 000 A O 00 0 A 1
000 0 A 000 0 A 000 0 A
Ay, =y, =(x—2) A, = =AYy, = (=2 gy, ==y, =(x—21)°
Ue(J1,A) =5,ug(J1,A) =1 Uq(J2, A) =5, ug(Jp,A) =2 Uq(J3,A) =5, uy(J3,A) =2
A1 0 0 0 A1 0 0 0 A0 0 0 O
0 A0 0 O 0 A 00O 0 A 00O
L=[0 0 2 1 0 Js=|0 0 A 0 o0 Jg=|0 0 A 0 0
000 A O 000 A O 000 A O
000 0 A 000 0 A 000 0 A
Xy, = =AYy, = (=AY g =c—=AP,uy, =(x—AP gy, =c—A)P,u,=x—2
UUp D) =500 =3  pUs VD =5uUs)=4  pUeA) = (e ) =5
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Zwei Polynome f, g € K[x] werden teilerfremd genannt, wenn es kein Polynom h € K[x] vom Grad > 1 gibt, dass
sowohl f als auch g teilt. In der Zahlentheorie-Vorlesung beweisen wir das sog. Lemma von Bézout, welches besagt,
dass fiir zwei solche Polynome jeweils u,v € K[x] mit uf +vg = 1 existieren.

Unser Ziel ist der Nachweis, dass jede Matrix dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform ist. Ein erster

wichtiger Schritt dorthin ist der folgende

(14.16) Satz. (Zerlegungssatz)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Seien f, g € K[x] teilerfremde
Polynome mit der Eigenschaft, dass f g ein Vielfaches von u, ist. Dann gilt V = ker f(¢) ®
ker g(¢). Dariiber hinaus sind die Untervektorraume ker f (¢ ) und ker g(¢) invariant unter ¢,

d.h. es gilt ¢p(ker f(¢)) C ker f(¢) und ¢p(ker g(¢)) C ker g(¢).

Beweis: Zunichst beweisen wir, dass ker f(¢)Nker g(¢) = {0, } gilt. Angenommen, es gibt im Durchschnitt einen
Vektor v # Oy. Dann gilt f (¢)(v) = g(¢)(v) = Oy, und damit ist u, , nach Prop.[(14.8)|ein gemeinsamer Teiler von
f und g. Aber dies widerspricht der Teilerfremdheit von f und g.

Nun zeigen wir noch, dass V mit der Summe von ker f(¢) und ker g(¢) tibereinstimmt. Sei v € V vorgegeben. Auf
Grund des Lemmas von Bézout gibt es Polynome u, v € K[x] mituf +vg = 1. Daraus folgt f (¢ )ou(¢p)+g(¢p)ov(¢p) =

idy . Weil f g ein Vielfaches von u ist, gilt (f g)(¢) = (g )(¢) = Oy, (v) und somit auch f (¢)og(¢p) = g(¢)of(¢) =
Opndy (v)- Setzen wir nun w = (g(¢) o v(¢))(v) und w = (f(¢)ou(¢))(v), dann gilt einerseits

v o= idy(v) = (@(@)ov(e)M+(f(@oul@)v) = w+w'

und andererseits f(d)(w) = (f(¢) o g(¢p) o v(¢))(v) =0y, also w € ker f(¢), und ebenso w’ € ker g(¢).

Schliellich beweisen wir noch die Inklusion ¢ (ker f(¢)) C ker f(¢); fiir das Polynom g lauft der Beweis analog.
Setzen wir h = xf, dann gilt h(¢p) = ¢ o f(¢p) = f(¢p) o ¢. Fiir jedes v € ker f(¢) folgt

f(@)No()) = (f(Plop)v) = (pof(elv) = ¢(0Oy) = Oy
Dies zeigt, dass auch ¢ (v) in ker ¢ (v) enthalten ist. O

Wir definieren nun eine Verallgemeinerung des Eigenraumbegriffs.

(14.17) Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V) und A € K.
Dann wird

Hau(p,A) = | Jker((d — id,))
r=0

der Hauptraum zum Wert A genannt.
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(14.18) Proposition. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ ein Endomor-
phismus von V, dessen charakteristisches Polynom y, iiber K in Linearfaktoren zerféllt. Es
seien Aq,...,A,. € K die Eigenwerte von ¢, und fiir 1 < i < r sei e; jeweils die Vielfach-

heit von ; als Nullstelle des Minimalpolynoms u,. Dann gilt V = ;_; Hau(¢, A;) und und
Hau(¢,A;) =ker((¢p —A;id)4) fir1 <i<r.

Beweis: Das Minimalpolynom besitzt die Zerlegung u, = H?zl(x — A;)% in Linearfaktoren. Dabei sind die Faktoren
(xx — A;)% paarweise teilerfremd. Durch mehrfache Anwendung des Zerlegungssatzes erhalten wir fiir V die
direkte Summenzerlegung V = @!_, ker((¢ — A;idy )%). Offenbar gilt ker((¢ — A;idy)* C Hau(¢,A,) fir 1 <i <r.
Eine echte Inklusion wiirde bedeuten, dass ker((¢ — A;id, )% < ker((¢ — A;idy/)° fiir ein e > e; gilt. In diesem Fall
wiirde die Anwendung des Zerlegungssatzes auf das Polynom (x—2A;)°[ | ; £i(x—2;)% eine direkte Summenzerlegung
V =ker((¢—A2;idy )’ @D ;4 ker((¢p—A;idy )*) liefern. Aber die beiden direkten Summenzerlegungen zugleich konnen
nicht existieren, da der direkte Summand ker((¢ — A;id, )¢) eine groRere Dimension als ker((¢ — A;id, )% hat. Also
muss ker((¢ — A;idy )% = Hau(¢, A;) fiir alle i gelten. O

Aus dem Zerlegungssatz|(14.16)|folgt wegen Hau(¢, A;) = ker((¢ —A;idy,)%) aus Prop.|(14.18)} dass die Hauptraume
Hau(¢, A) alle invariant unter ¢ sind, und dass auch Hau(¢,A) = ker((¢ — Aidy)¢) gilt, falls e die Vielfachheit

von A als Nullstelle von x4 bezeichnet. Denn die Gleichung gilt fiir alle e grofer gleich der Vielfachheit von A als
Nullstelle des Minimalpolynoms . Diese Beobachtung kann genutzt werden, um die Hauptraumzerlegung eines
Endomorphismus - oder einer Matrix - konkret auszurechnen. Wir demonstrieren dies an einem konkreten Beispiel

und betrachten die Matrix

0O 0 11 2
1 2 -8 2
A =
-1 0 7 1
1 0 -5 1

Die Berechnung des charakteristischen Polynoms liefert y, = (x — 2)?(x — 3)?. Die beiden Hauptriume sind also

gegeben durch
-5 0 23 5 00 1 1
4 0 —-19 —4 21 =3 0
Hau(A4, 2) = ker((A—2E)?) = ker und Hau(4, 3) = ker((A—3E)?) = ker
-2 0 9 00 0 O
2 0 -9 =2 00 1 1

Der Gaul3-Algorithmus liefert fiir Hau(4, 2) die Basis {(1,0,0,1),(0,1,0,0)}, und fiir den Untervektorraum Hau(A4, 3)
die Basis {(3,0,2,—2),(0,3,1,—1)}.

Mit Hilfe der Hauptraumzerlegung konnen wir das Problem der Bestimmung einer Jordanschen Normalform auf die

Endomorphismen des folgenden Typs reduzieren.

(14.19) Definition. Sei V ein K-Vektorraum. Einen Endomorphismus ¢ : V — V bezeichnet
man als nilpotent, wenn ein p € IN mit ¢? = Ogyq () existiert. Ebenso bezeichnet man eine
Matrix A € M, x als nilpotent, wenn es ein p € N mit A» =0_,  gibt.
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Es ist leicht zu sehen, dass ein nilpotenter Endomorphismus oder eine nilpotente Matrix keine von null verschiedenen
Eigenwerte besitzt. Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg(V) ein Endomorphismus mit der
Eigenschaft, dass y, iiber K in Linearfaktoren zerfallt, und ist A € K ein Eigenwert von ¢, dann ist der eingeschrénkte
Endomorphismus ¢ = (¢ — Aidy )|yay(g,2) €in nilpotenter Endomorphismus von Hau(¢, A). Denn nach Prop.
gilt Y = Oppq, (Hau(g,1))» falls e die Vielfachheit von A als Nullstelle von u, oder x4 bezeichnet.

(14.20) Satz. Sei V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n, 1) € Endg (V) ein nilpo-
tenter Endomorphismus und V, = ker(¥), d, = dimV, fiir alle k > 0. Desweiteren sei % eine
Jordanbasis von V beziiglich v, und fiir jedes k € IN sei a; jeweils die Anzahl der Jordanblocke
von # 4(v) (zum Eigenwert 0) der Groe k. Dann gilt

ag = de = dk—l = dk+1 fur 1 S k S n.

Beweis: Sei r die Anzahl und m die maximale Grof3e der Jordanblocke in A = .4 4()). Ferner sei B = (vy, ..., V), €S
seien sy, ...,s, die GroBen der Jordanblocke in der Reihenfolge ihres Auftretens, so dass m = max{sy, ...,s,} gilt. Fiir
0<i<rseijeweilsn; = Z;{Zl Sk, so dass also s; = n; —n;_; fiir 1 <i < r erfiillt ist. An der Gestalt der Jordanblocke
kann abgelesen werden, in welchen Untervektorraumen V; ein Basivektor v; jeweils enthalten ist: Gilt j = n;_; +1
fiir ein i € {1,...,r}, dann ist die j-te Spalte der Matrix A eine Nullspalte, und es folgt v; € ker(v), also v; € V;. Gilt
j=ni,1+2<nfireini€{1,..,r}, dann liegt v; in V, \ V;. Gilt allgemein j = n;_; +k < n;, dann ist v; in Vi \ V;, 4
enthalten. Unter den Vektoren v, _ .1,..., v, befindet also genau dann ein Element aus V; \ V,_;, wenn k < s; gilt. Die
Anzahl d; —d;_; der Elemente von & in V; \ V_; ist also gleich der Anzahl der Jordank&stchen mit Grof3e > k. Es

di—dey = D.a.

gilt also

Damit erhalten wir fiir jedes k € IN jeweils
2dy —dyy —dryy = de—dp —(depn—di) = (Zae) - ( Z ae) = G 0
=k {=k+1

Durch folgende Schritte bestimmt man die Jordansche Normalform einer Matrix A € ./, i, sofern diese existiert.

(1) Berechne das charakteristische Polynom y, € K[x] und dessen Nullstellen A, ..., A, in K, also die Eigenwerte

von A, sowie fiir jeden Eigenwert A; dessen algebraische Vielfachheit u,(A, A;).
(2) Berechne fiir 1 <i<rund1<k<u,(AA;) jeweils d; , = dimker((A— AEMY.

(3) Berechnefiir1 <i<rund1<k<u,(AA;)jeweils a; , = 2d;  —d; x_1 —d; 441 Eine Jordansche Normalform

von A enthélt dann jeweils genau q; ; Jordanblocke der Grofse k zum Eigenwert A, .

Wir illustrieren die Vorgehensweise anhand zweier Beispiele.
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Beispiel 1 Wir betrachten die Matrix A € .#; r gegeben durch

11 29 —-29 —-24 5 16
-4 -8 9 7 -1 =5
7 18 -—-18 —-15 3 10
-5 —12 13 10 -2 -7
22 55 =56 —46 9 31
-2 =8 8 6 —2 —4

Eine Berechnung des charakteristischen Polynoms ergibt y, = x°, die Matrix ist also nilpotent. Es ist

0 0 0 0 o0 o\
4 11 —-11 -9 2 6
0 0 0 0 0 0
A* = und A*=0, fiiralle k > 3.
4 11 —-11 -9 2 6 oR
—4 —-11 11 9 -2 —6

\0 0 0 0 0 0

Durch Anwendung des Gauf3-Algorithmus erhalten wir die Kerne
ker(A) =1in{(1,0,0,0,1,-1),(0,1,0,1,-1,0),(0,0,1,1,1, 3)}
ker(AZ) = hn{(s; O> 0’ O’ O: _2)7 (O: 6; O> 0’ O’ -1 1): (0’ O’ 6: 0; O: 11)’ (0> 0’ 0’ 2: 0; 3), (0; O: 0, O’ 31 _1)}

Da der Gauf3-Algorithmus stets eine Basis des Losungsraums liefert, gilt mit den Bezeichnungen aus Satz
also d, = dimker(A%) = dimker(E¢) = 0, d; = dimker(A) = 3, d, = dimker(4?) = 5 und d, = dimker(A*) =
dimker(0 /ﬂw) = dim R® = 6. Mit Hilfe der Formel aus diesem Satz erhalten wir a; = 2d; —dy—d, =2-3—0—5=1,
ay=2dy—d;—d; =2-5-3—6=1,a3 = 2d3—dy—d, =2-6—5—6=1und a; = 2d; —d;_;—dj,; =2-6—6—6=0
fiir alle k > 4. Eine Jordansche Normalform von A enthélt also je einen Jordanblock der Groe 3, 2 und 1 und hat

somit (bis auf mogliche Vertauschungen der Reihenfolge der Jordanblocke) die Form

(o o)

S O O © O
SO O ©O O O
o O O O ~ O
SO O O O O O
SO O ~» O O O
o O O © O

Beispiel 2 Hier betrachten wir noch einmal die Matrix A € .#, i von oben gegeben durch

0 0 11 2
1 2 -8 2
A =
-1 0 7 1
1 0 -5 1
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Wir hatten bereits oben das charakteristische Polynom y, = (x — 2)2(x — 3)? ermittelt. Die beiden Eigenwerte sind
also A; =2 und A, = 3. Setzen wir B=A—2E, und C =A—3E,, dann gilt

-2 0 11 2 -5 0 23 5
1 0 -8 2 9 8 0 —39 -8
B= , B*=
-1 0 5 1 -2 0 9 2
1 0 -5 -1 2 0 —9 =2
sowie
-3 0 11 2 0 0 1 1
1 -1 -8 2 5 6 1 —23 -—12
C= , C*=
-1 0 4 1 0 0 0 0
1 0 -5 =2 0 O 1 1

Da die algebraische Vielfachheit der beiden Eigenwerte jeweils 2 ist, gilt Hau(A,2) = ker(B?) und Hau(4,3) =
ker(C?), wie im Anschluss an Prop. bemerkt. Wie unmittelbar vor der Formulierung des Satzes
angemerkt wurde, sind v; = (¢4 — 2 idRs)lgaua2) und Y5 = (¢4 — 3 - idRs)|yau(a 3) Nilpotente Endomorphismen der
Vektorraume Hau(A, 2) bzw. Hau(A4, 3), auf die der Satz angwendet werden kann.

Durch Anwendung des Gauf3-Algorithmus erhalten wir ker(B) = 1in{(0, 1,0, 0)}, ker(B2) = 1in{(1, 0,0, 1),(0,1,0,0)}
und ker(C) = lin{(3,—3,1,—1)}, ker(C?) = 1in{(3,0,2,—2),(0,3,1,—1)}. Mit den Bezeichnungen wie im oben an-
gegebenen Verfahren gilt also d; , = dy ) = dimker(E4) = 0, d;; = dimker(B) = 1, d,; = dimker(C) = 1 und
dy ;. = dimker(B¥) = 2, d,; = dimker(C*) = 2 fiir alle k > 2. Fiir die Anzahl der Jordanbldcke gilt auf Grund des
Satzes fiir i = 1,2 entsprechend a; ; =2d;; —d; y—d; ,=2-1-0-2=0,a;,=2d;,—d;; —d;3=2-2—1-2=1
und a;, = 2d; —d;j—1 —dig41 = 2-2—2—2 =0, fiir alle k > 3. Es gibt also fiir A; = 2 und A, = 3 jeweils
genau einen Jordanblock der Grof3e 2, und eine Jordansche Normalform von A hat, abgesehen von einer eventuellen
Vertauschung der Jordanblocke, die Form

S O o N
S O N =
S W o o
w = O O

Unser néchstes Ziel besteht darin, fiir eine quadratische Matrix A mit zerfallendem charakteristischen Polynom nicht
nur eine Jordansche Normalform J, sondern auch eine invertierbare Matrix zu berechnen, mit der die Ahnlichkeit
von A und J nachgewiesen werden kann, also eine Matrix T mit der Eigenschaft A= TJT . Fiir einen Endomorphis-
mus ¢ eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V mit zerfallendem y 4 l4uft die entsprechende Aufgabe darauf
hinaus, eine geordnete Basis 9 zu bestimmen, so dass die Darstellungsmatrix .#4(¢) in Jordanscher Normalform
vorliegt. Um diese Aufgaben zu l6sen, miissen wir die Theorie der nilpotenten Endomorphismen noch ein Stiick

weiterentwickeln.
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(14.21) Lemma. SeiV ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, v € End, (V') ein nilpotenter
Endomorphismus und p € N minimal mit 1” = Ogpgq, (). Dann haben die Untervektorraume von

Vo5 -, V,, von V gegeben durch Vj, = ker(1)*) fiir 0 < k < p die folgenden Eigenschaften.

() Esgilt {0y} =V, GV; G.. GV, 1 GV, =V,

(ii) Firl<k<p gty (Vi) = V.

(iii) Ist k € {1,...,p} und U ein Untervektorraum von V mit V,, N U = {0, }, dann ist die
eingeschrankte Abbildung |, injektiv.

Beweis: zu (i) Wegen 1® =idy gilt V; = ker(idy) = {0y}, und aus ¢ = Og,q, (v folgt ?(v) = Oy fiir alle v € V und
somit V, = V. Sei nun k € {1, ..., p}; zum Nachweis von V,_; €V sei v € Vj_, vorgegeben. Dann gilt YEI(v) =0y,
und es folgt Y*(v) = Y (p*1(v)) = y(0,) = 0y, also v € V,. Nehmen wir nun an, dass V,_; = V, gilt. Wir zeigen,
dass daraus V,_; =V, folgen wiirde. Die Inklusion V,_; € V, haben wir bereits gezeigt. Ist umgekehrt v € V,, dann
gilt Y* (PP (v)) = YP(v) = 0, also PP~ (v) € V;, = V;_,. Daraus wiederum folgt P~ (v) = Y 1 (3p?7*(v)) = 0,
also v € V,_;. Aber aus V,_; =V, =V folgt PPt = Ond, (v)> Was der Minimalitét von p widerspricht. Also muss
Vi1 © Vi fiir 1 < k < p gelten.

zu (ii) Fiir jeden Vektor v € V gilt die Aquivalenz

vey (V) & YMeV e PO)=¢Io=0, & veV.

zu (iii) Nach Definition gilt V; = ker(y)) € V;. Aus der Gleichung U NV, = {0, } fiir ein k > 1 folgt wegen V; C V;
also insbesondere ker(y|;) = U Nnker(yp)) =UNV; ={0,}. O

(14.22) Satz. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, v € Endg (V) ein nilpotenter
Endomorphismus und p € IN minimal mit 1 = Ogyq,(v)- Sei Vi = ker(v¥) fiir 0 < k < p. Dann
gibt es in V Untervektorrdume Uy, ..., U, und Wy, ..., W,,_;, so dass folgende Bedingungen erfiillt
sind.

(1) Es gllt 'Ll)(Uk) - kal fir2<k< p.
(ii) Es gllt Vk = Vk—l o Uk fir1<k <p und Uk = w(Uk+l)@Wk fir1 <k Sp—l

Sind die Untervektorrdume Uj und W auf diese Weise gewdhlt, dann ist die Einschrédnkung 1|y,

fiir 2 < k < p jeweils injektiv.

Beweis: Zunéchst bestimmen wir einen Untervektorraum U, <V, so dass V =V, = V,_, ®U, erfiillt ist. Dazu wéhlen
wir eine Basis % von V,_,, ergédnzen diese durch eine geeignete Teilmenge 6 C V zu einer Basis von V zu setzen
U, =1in(%). Sei nun k € {1,...,p — 1}, und nehmen wir an, die Untervektorrdume U; fiir k + 1 < j < p und W; fiir
k+1 < j < p—1 mit den angegebenen Eigenschaften wurden bereits konstruiert. Wir zeigen zunéchst, dass dann
die Gleichung

Vict NP (Uiy1) = {0y}
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gilt. Sei dazu v € Vi,_; Ny (U,;) vorgegeben. Dann existiert ein u € Uy, mit 3p(u) = v. Nach Lemma [(14.21)| (ii)
gilt ¢ 1(V,_;) = Vi, es gibt also ein v/ € V; mit Y(v') = v. Aus YP(u—v') = YP(u) —y(v') = v—v = 0y folgt
u—v' € ker(y) = V; €V, und somit auch u = (u —v’') +v' € V.. Wegen V, N Uj,; = {0y} ist nun u = 0, und

v=1(u)=1)(0y)=0y.

Damit ist die Gleichung V,_; N4 (Uy,1) = {0y } bewiesen. Auf Grund dieser Gleichung existiert ein Untervektorraum
Wi < Vi mit V. = Vi ® Y(Upy1) ® Wy. Definieren wir U = Y(Uy,;) ® W, dann erfiillen U, und W, die unter (ii)
angegebenen Gleichungen, und es gilt auch y(Uy,) € Uy. Die Injektivitdt von 1|y, fiir 2 < k < p folgt aus Lemma

(14.21)| (iii), wegen U, NV,_; = {0y }. m|

(14.23) Proposition. Seien die Bezeichnungen V, p, ¢ und V, fiir 0 < k < p wie in Satz
deﬁniert. Seien Uy, ..., U, und W, ..., W,_; Untervektorrdume mit den dort unter (i) und
(ii) angegebenen Eigenschaften, und aulerdem W, = U,,. Fiir 1 < k < p sei 9%, jeweils eine Basis
von Wy, und fiir 0 < { < k —1 sei jeweils %,Ee) = !(4B,), also die Menge, die durch ¢-fache
Anwendung von v auf die Elemente von 9, entsteht. Dann ist

k
s =
k=1¢

=0

[

eine disjunkte Vereinigung und eine Basis von V.

Beweis: Auf Grund der Definitionen in Satz|(14.22)|gilt fiir 1 < k < p jeweils U, = EB?;’(; P (Wyp) und somit

p P
V.=V = @Uk =
k=1 k=1

>

i~

VW) = P v'wp)

(k,0)eA

o~
Il
o

mit A= {(k+¢(,0)|1<k<p,0</{<p—k}. Wir zeigen, dass diese direkte Summe mit §;_, @if;é Piw) =
D )en (W) iibereinstimmt, wobei B = {(k,£) | 0 < £ < k < p} ist. Offenbar geniigt es dafiir, die Gleichung A= B
zu lberpriifen.

Fiir den Nachweis von ,,C“ seien (k,{) € INy mit (k+{,{) € A vorgegeben. Dann gilt 1 <k <pund 0</{ <p—k.
Definieren wir k = k+¢, dann ist (k, ¢) € B zu zeigen. Nach Voraussetzung gilt £ > 0, und esist { < 1+¢ < k+{ =k.
AuRerdem gilt k = k + £ < k + (p — k) = p. Insgesamt gilt also 0 < ¢ < k < p und damit (k,¢) € B. Nun beweisen
wir die Inklusion ,,2“. Sei dazu (k,£) € B vorgegeben. Dann gilt 0 < { < k < p. Definieren wir k = k—¢, dann ist
(k,0) = (k +¢,¢), und es ist (k + £,£) € A nachzuweisen. Esist k =k —{ > 1 und k = k—{ < k < p, insgesamt also
1<k<p. AuBerdemist{ >0und p—k =p—(k—£€)=p—k+£>{, also ingesamt 0 < { < p — k. Damit ist
(k +¢,0) € A nachgewiesen.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, dass eine direkte Summenzerlegung V = i:l @’e:é P! (W,) existiert. Nach
Voraussetzung ist %, fiir 1 < k < p jeweils eine Basis von W;. Wegen W, C U, fiir 1 < k < p und Y(Uy) € Ui,
fir 2 < k < p ist Y|y, nach Satz (i) jeweils injektiv. Daraus folgt, dass %]E“ = y*(#,) fir 1 <k < p und
0 < ¢ < k—1 jeweils eine Basis von ‘(W,) ist. Auf Grund der direkten Summenzerlegung folgt daraus, dass die
Vereinigung all dieser Mengen disjunkt und eine Basis von V ist. |
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(14.24) Definition. Sei V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n und 1 € Endg(V)
nilpotent.

(i) Eine geordnete Basis (v, ..., v,) von V heif3t Jordanbasis beziiglich 1, wenn fiir 1 < k <n

jeweils ¢ (vy) = v, oder ¢ (v;) = 0y gilt, wobei wir v, = 0y, setzen.

(ii) Fiir jedes m € IN wird ein Tupel (vy, ..., v,;) von Vektoren eine Jordankette der Lange m
beziiglich 1) genannt, wenn (v,) = v_; fiir 1 < k < m erfiillt ist, wobei wieder v, = 0y,
gesetzt wird.

Eine geordnete Basis ist also genau dann eine Jordanbasis, wenn sie aus mehreren Jordanketten
zusammengesetzt ist.

Die Darstellungsmatrix von ) beziiglich einer Jordanbasis ist gerade eine Matrix in Jordanscher Normalform (wobei
als Eigenwert ausschlieRlich die Null auftritt).

(14.25) Satz. Die Basis 9 aus Prop.|(14.23)|kann so angeordnet werden, dass eine Jordanbasis
von V beziiglich v entsteht.

Beweis: Fir1l <k <p sei B, = {W(lk), e wg’?} jeweils eine Basis von W;, wobei jeweils a; = dim W, ist. Wir ordnen

die ka; Elemente der Menge i:é ,%g) folgermaf3en an:
1, (k —o, (k k k) k—1g. (k k _ _
P, P W), ), Wi, T ), s W T ), 2 ), L (w00), W

Seinunw € Ui:é %,Ee) beliebig vorgegeben. Ist w = Q,bk_l(wgk)) fiir ein j € {1, ...,m;}, dann gilt y)(w) = 0. Insbe-
sondere ist das Bild des ersten Vektors in der oben angegebenen Anordnung der Nullvektor. Ansonsten wird w auf
seinen Vorgénger in der Anordnung abgebildet. Dies zeigt, dass die Anordnung eine Jordanbasis des Untervektor-
raums @if;é P! (W,) liefert. Fiigen wir die so erhaltenen angeordneten Basen fiir 1 < k < p zusammen, so erhalten
wir eine Jordanbasis von V. O

Wie man dem Beweis von Satz entnehmen kann, entstehen die Untervektorrdume W fiir 1 < k < p jeweils
dadurch, dass in V. ein bestimmter Untervektorraum U festgelegt und W, anschlieend so definiert wird, dass V}, =
U ® W, erfiillt ist. (Im Fall k = p ist dieser Untervektoraum U gleich V,,_,, im Fall 1 < k < p gilt U = Vj_; @ Y (Uj1).
Eine Basis fiir einen solchen Untervektorraum W, kann immer in einer beliebig gewé&hlten Basis 4 von V, gefunden
werden: Ist € eine Basis von U, dann ist 8 U % ein Erzeugendensystem von V.. Nach dem Basisergdnzungssatz kann
% durch eine Teilmenge 9’ C 9 zu einer Basis 6 U %’ von V; ergénzt werden. Man definiert nun W;, = lin(%’). Aus
diesem Grund kann folgendermalen vorgegangen werden, um eine Jordanbasis eines nilpotenten Endomorphismus
4 € Endg (V) zu finden.

(1) Bestimme eine Basis % von V, = ker(y*) fiir 1 < k < p.

(2) Berechne fiir 1 < k < p die Anzahl a; der Jordanblocke der Grolie k, wie in Satz|(14.20)| angegeben.
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(3) Fir k=p,p—1,...,1 wahle jeweils a; Vektoren w(lk), . Wg;) aus 6 zufallig.

(

(4) Firk=p,p—1,..,1und 1 <j < g, ordne jeweils die Vektoren lpk’l(wjk)), ves lp(wgk)),wgk) nacheinander an.

Diese bilden eine Jordankette beziiglich 1.

(5) Fiigen sich die unter (4) bestimmten Jordanketten zu einer Basis zusammen, so handelt sich um eine Jordan-
basis beziiglich 1), und das Verfahren ist abgeschlossen. (In der zugehorigen Darstellungsmatrix von ) sind

die Jordanblocke nach absteigender Grof3e angeordnet.)

(6) Ansonsten wiederhole das Verfahren ab Schritt (3).

Eine Wiederholung wie unter (6) angegeben ist sollte nur sehr selten erforderlich sein, da die zufdllige Wahl unter
(3) mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit ein giinstiges Ergebnis liefert (vergleichbar mit der hohen Wahrscheinlichkeit,
dass n zufallig gewéhlte Vektoren in einem n-dimensionalen K-Vektorraum linear unabhéngig sind, also eine Basis
bilden).

Wir wenden das Verfahren auf die beiden Beispiele von oben an, zunédchst auf die nilpotente Matrix

(11 29 —29 —24 5 16
—4 -8 9 7 -1 -5
7 18 -18 —15 3 10
-5 —-12 13 10 -2 -7
22 55 -56 —46 9 31
-2 -8 8 6 -2 —4

Wie wir oben nachgerechnet haben, ist p = 3 die kleinste natiirliche Zahl mit A? = 0_, . Fiir die Untervektorraume
ker(A') und ker(A?) hatten wir bereits Basen ausgerechnet, namlich

(gl = {(1)050;0; 1:_1)7(0: 1:05 1;_1;0):(0101 ]-: ]-9 1;3)})
(gz = {(3> 0’ O’ O: 0; _2)3 (01 6> 0’ O’ O: _11); (O’ O: 6; O> 0’ 11): (0’ 0, O: 2: 0; 3)’ (O, 0, O’ 0: 3; _1)}

Wegen ker(A¥) = ker(0 Mor) = RS ist die Einheitsbasis € = {e, e,, ..., s} eine Basis von ker(A) fiir alle k > 3. Die
Anzahlen a; der Jordanblocke der GroRe k waren gegeben durch a; = a, = a; =1 und q; = O fiir alle k > 4. Wie in
Schritt (3) beschrieben, wihlen wir in 6> (willkiirlich) den Einheitsvektor e;, in 6?2 den Vektor v = (3,0,0,0,0,—2)
und in ¢ den Vektor w = (1,0,0,0,1,—1). Tragen wir nun, wie in (4) angegeben, der Reihe nach die Vektoren
A%e; = (0,4,0,4,—4,0), Ae; = (11,—4,7,—5,22,—-2), e;, Av = (1,—2,1,—1,4,2), v und w in eine Matrix ein, so

erhalten wir

0 11 1 1 3 1)

4 —40 -2 0 0

o 7 0 1 0 0
T =

4 =50 -1 0 0

—4 22 0 4 0 1

0 20 2 -2 -1
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Die Gleichung

TTIAT =

o O O © ©
o O O o -

o

0

S O © ~» O

0

O O O O O o
S O = O O O
SO O O O O O

zeigt, dass durch (A%e;,Ae;, e;,Av, v, w) tatsichlich eine Jordanbasis gegeben ist.

Nun spielen wir dasselbe Verfahren noch einmal fiir die Matrix

|
Y
S O N O

—8

-5

11

7

= o= NN

aus Beispiel 2 durch, genauer gesagt fiir die beiden nilpotenten Endomorphismen v; = (¢, — 2 - idg4)|ay(a2) und

Yy =(¢s—3-idR4+)Hauc 3)- Wie oben sei B=A—2E, und C = A—3E,. Hier war p = 2 die minimale natiirliche Zahl

mit der Eigenschaft, dass die beiden Endomorphismen qpﬁ’ und 1/)‘2’ gleich null sind. Wir hatten oben fiir die Kerne von
Bk, Ck, k = 1,2 Basen ausgerechnet, namlich %11 = {(0,1,0,0)}, 6,, = {(1,0,0,1),(0,1,0,0)} fiir den Eigenwert
Ay =2und %6,; = {(3,-3,1,-1)}, 6>, = {(3,0,2,-2),(0,3,1,—1)} fiir den Eigenwert A, = 3. Die Anzahlen der
Jordanbl6cke waren gegeben durch a;, = a,, = 1 und a;; = ay; = O fiir k = 1 oder k > 3. Nach Schritt (3)

des obigen Verfahrens wéhlen wir in 4, , willkiirlich den Vektor v = (1,0,0,1) und in 6, , willkiirlich den Vektor
w = (3,0,2,—2). Tragen wir die Vektoren Bv = (0,—1,0,0),v,Cw = (9,—9, 3,—3), w als Spalten in eine Matrix ein,

so erhalten wir

0o 1

-1 0
T =

0O O

0 1

9 3
-9 0

3 2
-3 -2

Nachrechnen zeigt, dass diese Matrix invertierbar ist, und dass

TTIAT =

S O o N
SO O N =

S W o ©

gilt.

w = O O

Dies zeigt, dass (Bv, v) eine Jordanbasis fiir 1y, und (Cw, w) eine Jordanbasis fiir 1), ist.
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(14.26) Folgerung. (Existenz und Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform)
Sei K ein Korper.

(i) Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ ein Endomorphismus von V mit
der Eigenschaft, dass y, € K[x] iiber K in Linearfaktoren zerféllt, dann existiert eine
geordnete Basis 98 von V mit der Eigenschaft, dass .# 4(¢) in Jordanscher Normalform
vorliegt.

(ii) Sein € IN. Jede Matrix A € .#, ; mit der Eigenschaft, dass das charakteristische Polynom
xa € K[x] iiber K in Linearfaktoren zerféllt, ist dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher
Normalform.

(iii) Zwei Matrizen Jy,J, € 4, x in Jordanscher Normalform sind genau dann dhnlich zuein-
ander, wenn J, bis auf Reihenfolge dieselben Jordanblocke wie J; besitzt.

Beweis: zu (i) Seien A,,...,A, € K die verschiedenen Eigenwerte von ¢, U; = Hau(¢, ;) und ¢; = ¢|y, fiir
1 <i < r. Wie im Anschluss an Prop. [(14.18)] bemerkt, gilt ¢;(U;) € U; fiir 1 < i < r. Damit ist U; jeweils auch
invariant unter ¢; = ¢; — A;idy,, und wie unmittelbar nach Def. bemerkt wurde, ist 4; jeweils ein nilpo-
tenter Endomorphismus von U;. Nach Satz existiert fiir jedes i jeweils eine geeordnete Basis 93; von Uj, so
dass . 4 (¢;) in Jordanscher Normalform vorliegt. Damit ist auch .# 4 (¢;) eine Jordansche Normalform; wegen
¢; = ¢; + A, -idy, ensteht diese Matrix dadurch, dass die Nullen auf der Hauptdiagonale von .# 4 (1;) durch A;’s
ersetzt werden. Nach Prop. gilt V. =U; &...® U,. Deshalb kénnen die geordneten Basen %y, ..., B, zu einer
geordneten Basis 9 von V zusammengesetzt werden. Die Darstellungsmatrix .# 4 (¢) besteht dann aus den Block-
matrizen ./ 4 (1);) entlang der Hauptdiagonalen, die wiederum aus Jordanmatrizen bestehen. Dies zeigt, dass auch

M 5(¢) eine Matrix in Jordanscher Normalform ist.

zu (ii) Dies ergibt sich unmittelbar durch Anwendung von (i) auf den Endomorphismus ¢, : K™ — K", v — Av.
Demnach existiert eine geordnete Basis 9 von V, so dass J = .#4(¢,) in Jordanscher Normalform vorliegt. Setzen
wirT =7, g‘% , mit der Einheitsbasis & von K", dann gilt J = T'AT auf Grund der Transformationsformel; die Matrizen
Aund J sind also dhnlich zueinander.

zu (iii) ,<*“ Enthélt J, bis auf Reihenfolge dieselben Jordanblocke wie J;, dann entsteht J, = (b;;) aus J; = (a;;)
durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen. Genauer existiert eine Permutation o € S, so dass b;; = ay(j)e(j) flr 1 <
i, j < ngilt. Zunachst werden also die Zeilen von J; gemaf} o permutiert, und anschlieBend wird dieselbe Permutation
noch auf die Spalten der Matrix angewendet. Dies zeigt, dass J; und J, zueinander dhnlich sind. Schreiben wir
namlich o als Produkt von Transpositionen 7;, 0 = 7;0...07; und bezeichnen wir fiir jedes i mit P, die entsprechende
Permutationsmatrix wie in § 12, dann bewirkt A — P_ A jeweils eine Zeilen- und A— A 'P__eine Spaltenvertauschung.
Die gesamte Zeilenpermutation o wird bewirkt durchA+— TAmit T = P; -...-P; , und die Spaltenpermutation erhélt
man durch A— A'T. Wie man leicht iiberpriift, gilt auerdem ‘P, = Pz ! fiir 1 <i <s. Daraus folgt

‘T='P, -...-P,) = P -..-'P = P '-..-P'=(P

s s T1 T1

P )t = T

und somit J, = TJ; T~ L.
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»=>* Sind J; und J, &hnlich, dann sind J; und J, Darstellungsmatrizen des Endomorphismus ¢, von K" beziiglich
der Einheitsbasis & und einer weiteren geordneten Basis 98 von K". Seien A,, ..., A, € K die verschiedenen Eigenwer-
te von ¢, . Nach eventueller Ersetzung von J; und J, durch ahnliche Matrizen kénnen wir davon ausgehen, dass sich
sowohl in J; als auch in J, entlang der Hauptdiagonalen zunéchst alle Jordanblécke zum Eigenwert A;, dann alle
Jordanblocke zum Eigenwert A, usw. befinden. Der Aufteilung von J; und J, in Blockmatrizen J ii), Jéi) zu den Eigen-
werten A; entspricht eine Aufteilung von & und 4 in geordnete Teilbasen &, ..., &, und %,,...,%,. Sowohl &, als auch
2, ist dann eine geordnete Basis des Hauptraums U; = Hau(¢, 4;), es ist 1); = ¢ |y, — A; - idy, jeweils ein nilpotenter
Endomorphismus von U;, und es gilt J{i) =M (Ply) = Mg(P)+A;-E, und Jéi) =My (Ply)= Mg () +A;iE,,
fiir 1 <i <r. Die Anzahlen und Gréf3en der Jordanblocke von J; zum Eigenwert A; sind dann gleich der Anzahl und
Grollen der Jordanblocke von Jii) zum Eigenwert A;. Entsprechendes gilt fiir die Matrizen J, und Jéi) . Diese wieder-
um stimmen iiberein mit den Anzahlen und Grofen der Jordanblocke von g ();) und 4 4 (3;) zum Eigenwert 0.
Aber aus Satz folgt, dass diese Anzahlen letztlich nur vom Endomorphismus ¢); von U; und nicht von der
Wahl der Basis abhédngen. |
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§ 15. Euklidisches Skalarprodukt und Euklidische Geometrie

n

Zusammenfassung. Das euklidische Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren v,w € R" ist definiert durch (v,w) = Zi=1 Vw;.
Mit Hilfe dieses Skalarprodukts wiederum kann die Lange ||v|| eines Vektors und der zwischen zwei Vektoren eingeschlossene
Winkel definiert werden. Wir zeigen, dass sich diese Definitionen zwangsldufig ergeben, wenn man die Giiltigkeit bestimmter
elementargeometrischer GesetzméRigkeiten (Satz des Pythagoras, Satze am rechtwinkligen Dreieck) voraussetzt. Fiir den Beweis
der Dreiecksungleichung ||v +w|| < ||v|| +||w|| benétigt man das Konzept der Orthogonalprojektion. Orthogonale Projektionen auf
Untervektorrdume lassen sich bequem ausrechnen, wenn man eine Orthonormalbasis des Untervektorraums zur Verfiigung hat, die
wiederum mit der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung bestimmt werden kann. Wir besprechen das Konzept der Orientierung von
Basen des R? und den Zusammenhang mit Drehungen im R?. Zum Schluss fiihren wir die orthogonale Gruppe ein und bestimmen
die Bewegungen im R". Als geometrische Anwendungen der Theorie behandeln wir die Berechnung des Abstands windschiefer
affiner Unterrdume und gehen (kurz) auf einige Aussagen der Dreiecksgeometrie ein.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel
— euklidisches Standard-Skalarprodukt

—  Orthogonalprojektion auf einen Untervektorraum des R"
—  Orthonormalbasis eines Untervektorraums

—  Gram-Schmidt-Orthonormalisierung

—  Abstand zweier affiner Unterrdume

— positive und negative Orientierung einer Basis des R"

—  (spezielle) orthogonale Gruppe, (orientierungserhaltende) Bewegung

Wir stellen uns in diesem Abschnitt die Aufgabe, einfache Formeln fiir die Linge von Vektoren und fiir die Winkel
zwischen Vektoren herzuleiten, zunéchst in der (zweidimensionalen) Ebene, spiter dann fiir beliebige Dimension.
Dazu iiberlegen wir uns, welchen GesetzméRigkeiten solche Formeln unterliegen miissten, damit sie unseren intuiti-
ven, durch die Schulmathematik gepriagten geometrischen Vorstellungen gentigen. Eine Funktion, die jedem Vektor
v € R? seine Lédnge zuordnet, sollte auf jeden Fall die folgenden Eigenschaften besitzen.

(Ly) Die Einheitsvektoren besitzen die Lange 1, also |le;|| = |le;]| =1,
wobei e; =(1,0) und e, = (0, 1) ist.

(L,) Fiir alle v € R? gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = Op. ist.

(L,) Skalieren wir einen Vektor v € R? mit einer reellen Zahl A, dann &ndert sich die Liénge um den Faktor |A|. Es
sollte also ||Av|| = |A|||v|| fiir alle A € R und v € R? gelten.

(L) Es gilt die sog. Dreiecksungleichung ||v + w|| < ||v|| + ||w]| fiir alle v,w € R2.

Sind P,Q € R? zwei beliebige Punkte, dann bezeichnen wir mit ||PQ|| wie in der Schulmathematik die Linge der
Verbindungsstrecke zwischen P und Q, also die Linge des Vektors v = P—Q) Unter einem Dreieck verstehen wir die
eingeschlossene Fliche, die man erhilt, wenn drei Punkte A, B,C € R2, die nicht auf einer gemeinsamen affinen
Geraden liegen, miteinander verbindet. Sind zum Beispiel v, w € R? zwei linear unabhingige Vektoren, bilden A =
0 =(0,0), B=v und C = v + w die Eckpunkte eines Dreiecks.
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vV+w C

Die Dreiecksungleichung (L) ergibt sich aus der Beobachtung, dass die Seitenlénge ||AC|| = ||v+w/|| des Dreiecks stets
Kkleiner als die Summe der beiden Seitenléngen ||AB|| = ||v|| und ||BC|| = ||(v+w)—v|| = ||w/|| ist. Offenbar ist in dieser
Situation die Gleichheit ||v+w/|| = ||v||+]||w|| nur m6glich, wenn die Punkte A, B, C auf einer Geraden liegen, also kein
»echtes®, sondern nur ein ,entartetes Dreieck bilden, zum Beispiel fiir A= (0,0), B = (1,0) und C = (2,0). In diesem
Fall wiire v = AB = (1,0), w = BC = (1,0) und v +w = AC = (2,0) und somit JAC|| =2 =1+1 = [|AB|| + ||BC|I.

Seien nun v, w € R? zwei Vektoren ungleich dem Nullvektor. Wir verwenden die Schreibweise v | w um anzuzeigen,
dass die Vektoren v und w senkrecht aufeiander stehen, also orthogonal zueinander sind. Offenbar handelt es sich
bei L um eine Relation auf der Menge IR? \ {(0,0)}, die folgenden Bedingungen geniigt.

(O,) Die Einheitsvektoren stehen senkrecht aufeinander, es gilt also e; L e,.
(0,) Fiir kein v € R?\ {Og.} gilt v L v.
(0,) Die Relation L ist symmetrisch, d.h. fiir alle Vektoren Og. # v,w € R? gilt die Aquivalenzv L w < w L v.

(0;) Die Relation L besitzt folgende Linearitéitseigenschaft: Seien Ogz # u, v, w € R? ungleich Null mit u 1 v und
u L w. Dann giltu L (v +w), sofern v +w ungleich dem Nullvektor ist, und auferdem u L (Av) fiir alle A € R
mit A # 0.

Neben diesen Eigenschaften kennen wir aus der Schulmathematik noch einen wichtigen Satz, der die Seitenldngen

von Dreiecken mit der Orthogonalitétsrelation verbindet.

(15.1) Satz. (Satz des Pythagoras)
Seien A,B,C € R? die Eckpunkte eines Dreiecks und a = ||BC||, b = ||CA||, ¢ = ||AB|| seine
Seitenlidngen. Genau dann gilt a® + b? = c2, wenn das Dreieck im Punkt C einen rechten Winkel

—_— -
besitzt, wenn also CA L CB erfiillt.

In der Schulmathematik wird dieser Satz in der Regel aus den Kongruenz- und Ahnlichkeitssitzen fiir Dreiecke ab-
geleitet. Wir erinnern daran, dass zwei Dreiecke kongruent (,deckungsgleich“) genannt werden, wenn sie durch
Drehungen, Spiegelungen und Translationen ineinander iiberfiihrt werden koénnen. Man nennt sie dhnlich, wenn ei-
nes der Dreiecke so skaliert (also um einen bestimmten Faktor vergrof3ert oder verkleinert) werden kann, dass es zum
anderen Dreieck kongruent wird. Aus der Schulgeometrie ist bekannt, dass zwei Dreiecke mit gleichen Seitenldngen
kongruent sind. Zwei Dreiecke, bei denen alle Winkel {ibereinstimmen, sind &hnlich.
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elementarer Beweis des Satzes des Pythagoras:

Fiir die Richtung ,,<* setzen wir voraus, dass der Winkel y im Punkt C tatséchlich ein rechter Winkel ist. Wir féllen
von C aus das senkrechte Lot auf die Seite AB des Dreiecks, was uns den Punkt D € AB und die Hohe h = ||CD|| des
Dreiecks A(ABC) liefert. Aulerdem setzen wir p = ||DB|| und q = ||AD||. Nun steht die Strecke BD senkrecht auf CD,
und BC steht senkrecht auf CA. Daraus folgt, dass der von BD und BC eingeschlossene Winkel 8 mit dem von CD
und CA eingeschlossenen Winkel & {ibereinstimmt.

Die Dreiecke A(ACD) und A(ABC) sind also dhnlich zueinander, ebenso A(CBD) und A(ABC). Bilden wir beim ersten
Dreieckspaar jeweils das Verhéltnis von Gegenkathete zu Hypothenuse, beim zweiten das Verhéltnis von Ankathete

zu Hypothenuse, so erhalten wir
q_b p_a
b ¢ a c’
Es folgt a® = pc, b? = gc und somit a? + b?> = (p + q)c = c2. Fiir die Richtung ,=“ setzen wir voraus, dass die

Gleichung a? + b? = ¢? erfiillt ist. Wir betrachten ein Dreieck A(A’, B/, C’) mit der Eigenschaft, dass die Seiten ﬁ
und ﬁ senkrecht aufeinander stehen und aulerdem ||B’C’|| = a und ||C’A’|| = b erfiillt ist. Sei ¢’ = ||A’B’||. Auf
Grund der bereits gezeigten Richtung gilt (c’)> = a® + b2 = ¢2 und somit ¢’ = c. Bei den Dreiecken A(A, B, C) und
A(A',B’,C’) stimmen also alle drei Seitenldngen {iiberein. Folglich sind sie kongruent, und somit muss A(A,B,C)
ein rechtwinkliges Dreieck sein. Da der rechte Winkel stets der ldngsten Seite gegeniiberliegt, muss sich der rechte
Winkel im Punkt C befinden. |

Entscheidend ist nun die folgende Beobachtung, die wir im weiteren Verlauf genauer ausfithren: Setzen wir voraus,
dass unsere Lingenfunktion v — ||v|| die Bedingungen (L) bis (L;) und unsere Relation L die Bedingungen (O,)
bis (O3) erfiillt, und dass aufBerdem der Satz des Pythagoras giiltig ist, dann gibt es nur eine einzige Méglichkeit,

diese zu definieren! Fiir alle v,w € R? mit v = (v;,v,) und w = (w;, w,) sei zur Abkiirzung
(v,w) = viw;+vyw,.

Weiter unten in|(15.8)| werden wir sehen, dass zwangslaufig ||v|| = +/(v,v) fiir alle v € R? und (v,w) = 0 fiir alle
v,w € R? mit v,w # (0,0) gelten muss, wenn alle oben genannten Bedingungen fiir die Lingenfunktion und die

Orthogonalititsrelation gelten sollen. Uns bleibt also gar nichts anderes iibrig, als zu definieren

(15.2) Definition. Die Linge eines Vektors v € R? ist definiert durch
g

Vil = v/ {v,v).

Zwei Vektoren v,w € R? ungleich Null sind orthogonal zueinander (Notation v 1 w), wenn
(v,w) =0 gilt.
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Es bleibt zu zeigen, dass die Funktion | - || und die Relation L tatsachlich die Eigenschaften (L,) bis (L3), (Op) bis
(O3) besitzen und der Satz des Pythagoras erfiillt ist. Wir werden das weiter unten in allgemeinerer Form beweisen.
Der Ausdruck (v,w) wird im weiteren Verlauf eine sehr wichtige Rolle spielen. Wir definieren allgemein fiir den
n-dimensionalen Raum

(15.3) Definition. Das euklidische Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren v,w € R",
v=(v,...,v,) und w = (wy, ..., w, ) ist gegeben durch

(vyw) = Z ViWg-

k=1

Wie im Fall n = 2 definieren wir ||v|| = 4/ (v, v) und legen fest, dass v | w < (v, w) = 0 fiir alle
v,w € R" mit v, w # Op. gilt.

Um mit dem Standard-Skalarprodukt effektiv arbeiten zu konnen, beweisen wir zunichst einige Rechenregeln.

(15.4) Proposition. Fiir alle v,v/,w,w’ € R" und A € R gilt

D (v+v,w)y=(v,w)+ (', w) i) (v,w) = (w,v)
(i) (vyw+w')={v,w)+ (v,n) (v)  (v,v)>0falls v # Op»
(i)  (Av,w) = (v, Aw) = A(v,w)

Beweis: Samtliche Gleichungen beweist man durch Einsetzen der Definition und einfaches Nachrechnen. Wir fiihren
dies hier exemplarisch fiir die Gleichung (i) durch und iiberlassen die anderen Teile dem Leser als Ubung. Seien also
v,v',w € R" vorgegeben, mitv = (vy,...,v,), v/ = (v}, ...,v)) und w = (wy, ...,w,,). Dann gilt v-+v' = (v, +v7, ..., v, +V)
und somit

n n

n
(v+v,w) = Z(vk+v,i)wk = kawk+Zvl’<W,{ = (v,w)+ (', w). O

k=1 k=1 k=1

Folgende Eigenschaften des Standard-Skalarprodukts werden im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle spielen.

(15.5) Proposition. Seien v,w € R" mit v # Op. vorgegeben und A = <”er|’2> Dann gilt

(v,w — Av) = 0. Wir bezeichnen den Vektor Av als die Orthogonalprojektion von w auf den
Untervektorraum lin(v) von R".

Orthogonalprojektion des Vektors w auf den Untervektorraum lin(v)

— 161 —



Beweis: Dies ergibt sich aus der einfachen Rechnung

{v,w)

lIvi>

(vyw—2Av) = (v,w)—A{v,v) = (v,w)

(v, w)
{v,v)

(v,v)
= (v,w)—

(v,v) = (v,w)—(v,w) = 0. m|

(15.6) Satz. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir alle v,w € R" gilt [(v,w)| < ||v||||w|| mit Gleichheit genau dann, wenn v und w linear ab-

héngig sind.

Beweis: Ist einer der Vektoren gleich Null, dann sind v, w linear abhéngig, und die Ungleichung ist mit Gleichheit
erfiillt, da beide Seiten von |{v,w)| < ||v||||w|| gleich Null sind. Also sind in diesem Fall alle Aussagen erfiillt. Nun
setzen wir v, w # Op. voraus. Es gilt (w — Av,w — Av) > 0 mit dem Wert A = w aus|(15.5)} und die Rechenregeln
fiir das Skalarprodukt liefern

w=—2Av,w—2Av) = (ww—2)—Av,w—2Av) =
(w,w) — A(w,v) —A(v,w) + 22(v,v) = (w,w)—21{(v,w) + A%(v, V).

Setzen wir den Wert von A in die Ungleichung ein, so erhalten wir

2
(w,w) —2 b, W2> (v,w) + 0, Wz (vyv) = 0
vl vl
was wegen ||v||? = (v,v) umgeformt werden kann zu
) — 2
’ vy vy T
w)?

Dies wiederum ist dquivalent zu {(w,w) > rny und (v,w)? < (v,v){(w,w). Durch Wurzelziehen auf beiden Seiten
erhalten wir wegen ||v|| = +/(v,v) und ||w|| = v/ {(w, w) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Nun iiberpriifen wir noch die Aquivalenzaussage im Fall v, w # Og.. Sind v, w linear abhingig, dann gilt w = uv fiir ein
u € R mit u # 0. Die linke Seite der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist dann gegeben durch |{v, uv)| = |u|{v, v},

die rechte durch ||v|[|luv]l = VIV {uv,uwv) = [IvIlulv/(v,v) = |ulllv]> = |ul{v,v), also stimmen beiden Seiten

iiberein. Setzen wir nun umgekehrt die Gleichung |(v, w)| = ||v||||w|| voraus, und fiihren wir die Umformungsschritte
von oben in umgekehrter Reihenfolge durch, so erhalten wir (w — Av,w — Av) = 0. Mit [(15.4)] (v) erhalten wir
w—Av =0 und w = Av. Dies zeigt, dass v, w linear abhéngig sind. m|

Nachdem wir nun fiir die Lénge von Vektoren und fiir die Orthogonalitét eine geeignete Form gefunden haben, soll
als nichstes fiir den Winkel Z(v,w) zwischen zwei Vektoren v,w € R? mit v,w # (0,0) eine Definition festgelegt
werden. Wie in der Mathematik allgemein iiblich, soll der Winkel im Bogenmaf3 angeben werden. Wir erinnern daran,
dass 1° dem Bogenmal} 155 entspricht, also 27t = 360° gilt. Der Winkel Z(v,w) zwischen zwei Vektoren v, w sollte
mindestens 0° = 0 (wenn die Vektoren gleichgerichtet sind) und héchstens 180° = 7 betragen (wenn die Vektoren

in entgegengesetzte Richtungen zeigen).

— 162 —



/\/\@/m

%n=90° m =180°

AufSerdem sollte die Zuordnung (v, w) — Z(v,w) folgende Eigenschaften besitzen.

(W) Es gilt Z(v,w) = Z(w,v) und Z(v,v) =0.
(W;) Fiir alle A € R* gilt Z(v, Aw) = Z(v,w).

(W,) Gilt (w—v) L v, dann folgt daraus cos Z(v,w) = Ivip

lwll *

(W) Esgilt Z(v,—w) = 1 —Z(v,w).

Alle Aussagen ergeben sich direkt aus den vom Schulunterricht her bekannten Eigenschaften des Winkels zwischen
zwei Vektoren. Der Punkt (W) ist unmittelbar einleuchtend, ebenso (W;), da die Vektoren w und Aw gleichgerichtet
sind. Fiir (W,) ist zu beachten, dass die Vektoren v, w und w — v unter der angegebenen Voraussetzung ein recht-
winkliges Dreieck bilden, mit ||w|| als Hypothenuse und ||v|| als Ankathete des Winkels Z(v, w). Der letzte Punkt (W)
ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Zeichnung.

Der rote Winkel und der blaue Winkel ergénzen sich zu 7 = 180°.

Auch hier werden wir zeigen, dass es fiir die Funktion Z nur eine einzige Moglichkeit gibt, wenn (W,) bis (W;) erfiillt
sein sollen. Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

(15.7) Definition. Seien v,w € R? mit v,w # (0,0). Dann ist der Winkel zwischen v und w
die eindeutig bestimmte Zahl Z(v,w) € [0, 7] mit der Eigenschaft

(v, w)

YA _
cos£0nw) =
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Wir werden nun diese Definitionen auf den R" verallgemeinern. Die Forderungen, die wir an Linge, Orthogonalitit
und Winkel im R? gestellt haben, sind weitgehend unveréndert auch fiir den R" mit beliebigem n € IN sinnvoll.
Lediglich die Bedingung (L,) muss durch [l || = 1 fiir 1 < k < n und die Bedingung (O,) durch e; L ¢, fir 1 < j <
k < n ersetzt werden. Der Satz des Pythagoras kann ohne Anderung iibernommen werden; an Stelle eines ebenen
Dreiecks betrachtet man ein Dreieck im R", das natiirlich in einem zweidimensionalen affinen Unterraum von R"

enthalten ist.

(15.8) Proposition. ( Eindeutigkeit von || - || und L )

SeiR" — R,, v — ||v||’ eine Abbildung und L’ eine Relation auf R"\{Og. }, so dass die Bedingun-
gen (L) bis (L3) und (O,) bis (O3) sowie der Satz des Pythagoras in der soeben angegebenen,
verallgemeinerten Form erfiillt sind. Dann gilt ||v]|’ = ||v|| firalle v e R"und v L' w < v L w
fiir alle v,w € R™ \ {Opa}.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch vollstdndige Induktion {iber n. Im Fall n = 1 ist jeder Vektor v € R! nur eine
reelle Zahl, und aus (L) und (L,) ergibt sich unmittelbar, dass |le;|| = 1 und ||v|| = ||ve;|| = |v| gelten muss. Die
Orthogonalititsrelation v L’ w ist fiir kein Paar (v,w) von Vektoren ungleich Null erfiillt, denn aus v L’ w wiirde
wegen w = v auch v L’ v folgen, was im Widerspruch zu (L,) steht. Andererseits ist auch (v,w) = vw = 0 nur
dann erfiillt, wenn einer der Vektoren v,w € R! gleich Null ist. Somit ist die Aquivalenz v 1’ w < (v, w) = 0 fiir alle
v,w € R\ {0} giiltig.

Sei nun n > 1, und setzen wir die Aussage fiir den R"! voraus. Da wir die Vektorrdume R"! und R*! x {0}
durch die bijektive Abbildung v — (v,0) miteinander identifizieren kénnen, gibt es auch auf R*! x {0} nur eine
Langenfunktion und eine Orthogonalititsrelation, und diese sind nach Induktionsvoraussetzung gegeben durch

n—1
vIl" = vl =/ {v,v) = und VJ_/W<:>ZVka—O
k=1

fiir alle v € R"! x {0} bzw. fiir alle v,w € R™! x {0} ungleich Null. Sei nun v € R" vorgegeben. Wir schreiben v =
v +v,e, mitv' = (vq,...,v,_1,0), wobei wir v, # 0 voraussetzen kénnen, da wir die Eindeutigkeit der Lingenfunktion
fiir Vektoren aus R™! x {0} bereits verifiziert haben. Ist v/ = Op., dann ist v = v,e, und die Gleichung ||v|' =
V(v,v) = |Iv|| jedenfalls erfiillt, denn nach (L,) gilt (|[v[I')? = (I[vye,l)* = Iv,(lle,ll')* = v2, und andererseits

(v,v) = (vaen, vney) = v2{en, €,) =2, also (IV[I)* = (llvI)? und vl = [Iv]l.

Setzen wir nun v’ # Op. voraus. Nach (Op) gilt e, L’ e, fiir 1 < k < n, und durch mehrfache Anwendung von (Os)
erhalten wir v/ L’ e, fiir die Summe v’ = ZZ; vier. Nochmals mit (O5) folgt v/ L’ v,e,. Wir kénnen nun den Satz

des Pythagoras anwenden und erhalten

A2 = AV + el ) = (V) + (vpen vpen) =
n—1 n
VEAvE = D = ) = bR,
k=1 k=1

also ||v||’ = ||v||. Damit ist die Eindeutigkeit der Lingenfunktion auf R" bewiesen. Uberpriifen wir nun die Eindeu-
tigkeit von L. Seien v,w € R" Vektoren ungleich Null, und betrachten wir zunédchst den Fall, dass v und w linear
unabhéngig sind. Dann bilden die Punkte C = Op., A= v und B = w ein nicht-entartetes Dreieck. Nach dem Satz von
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Pythagoras gilt v 1’ w genau dann, wenn ||AB||? = ||BC||? + ||AC||? erfiillt ist, und dies wiederum ist Aquivalent zu

w=vI*=Iwli* +1IvII> < (w,w)—2(w,v) + (v, v) = (w,w) + (v,v)

S 2wvy=0 & (Lyw)=0 < vlilw

Sind v und w linear abhéngig, dann gibt es ein A € R \ {0} mit w = Av. Wire v 1’ w, dann wiirde mit (O3) daraus
v 1’ v folgen, was aber nach (O,) ausgeschlossen ist. Andererseits ist in diesem Fall auch {v,w) = (v, Av) = A(v,v) #
0, somit v L w ebenfalls nicht erfiillt. Also gilt die Aquivalenz auch in diesem Fall. O

(15.9) Proposition. ( Eindeutigkeit der Winkelfunktion)

Sei a eine Vorschrift, die jedem Paar (v,w) von Vektoren aus R" ungleich Null eine Zahl
a(v,w) € [0, ] zuweist zuordnet derart, dass die Bedingungen (W,) bis (W;) erfiillt sind. Dann
gilt a(v,w) = Z(v,w), wobei Z wie in[(15.7)] definiert ist.

Beweis: Seien v,w € R" mit v, w # Op., und betrachten wir zunéchst den Fall, dass v, w linear unabhéngig sind. Wie
wir in|(15.5)|nachgerechnet haben, besitzt der Wert A = % die Eigenschaft, dass w— Av auf v, und somit auch auf
Av, senkrecht steht. Ist nun A > 0, dann erhalten wir mit (W;) und (W,) die Gleichung

vl _ ew)l vl _ _nw)
lwll vil> flwll lIvilwl]

cosa(v,w) = cosa(Av,w)

Ist A < 0, dann setzen wir w’ = —w. Wegen —A > 0 und (W’ — (—A)v) L v erhalten wir mit (W;) und der bereits

bewiesenen Gleichung

cosa(v,w) = cos(m—a(v,w)) = —cosa(v,w) = —% = % ©6)

Nun zeigen wir, dass diese Gleichung auch im linear abhéngigen Fall erfiillt ist. Dann gibt es ein u € R, u # 0 mit
w = uv. Ist u > 0, dann gilt |u| = u, aullerdem a(v,w) = a(v,v) = 0 nach (W,) und (W;) und somit

cosa(v,w) = cos(0) = 1 = plv,v) = —(v, wv) = (v, w) .

lul{v,v) IvIllluvll IvIHiwll
Im Fall u < O konnen wir wiederum w’ = —w setzen und (W;) anwenden, was genau wie in der Zeile @ die
gewliinschte Gleichung liefert. m|

Wir bemerken noch die Aquivalenz v 1 w & (v,w) = 0 & cosZ(v,w) = 0 & Z(v,w) = %n, was natiirlich zu

erwarten war, da der rechte Winkel durch 90° = %71 gegeben ist.

(15.10) Satz. Die in|(15.3)|definierte Lingenfunktion auf dem R" erfiillt die Bedingungen
(Lo) bis (L3). Ebenso sind fiir die dort definierte Relation | die Bedingungen (O,) bis (O3) erfiillt,
und der Satz des Pythagoras ist giiltig.

Beweis: Die Eigenschaft (L,) gegeben durch |le;|| = 1 fiir 1 < k < n rechnet man direkt nach, und (L,) ergibt
sichdurch [y =0 & [V[P=0 (vy) =0 X vV =0 v, =0firl <k <n & v = 0g. Es gilt
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IAV]I? = (Av, Av) = A2(v,v) = A?||v||?, woraus man durch Wurzelziehen ||Av|| = |A|||v]|, also (L,) erhilt. Fiir die
Dreiecksungleichung (L;) betrachten wir die Aquivalenzumformung

2
v+wl<Ivii+lwl < lv+wl><Uvl+Iwl)* <
(v +wv+w) <[vIPP+2(vlliwll + [wl* <

v,v) +2(v,w) + (w,w) < 2+ 20lllwll +Iwll> = (v,w) < [IvIliiwll.

Nach Cauchy-Schwarz ist die letzte Ungleichung tatséchlich erfiillt, denn es gilt {(v,w) < |(v,w)| < |[v|l|lw]I.
Die Eigenschaft (O,) der Orthgonalititsrelation | gegeben durch e L e, fiir 1 < k < £ < n kann wiederum miihelos
nachgerechnet werden, und (O,) ergibt sich aus (v, v) Zk 1 vk # 0 fiir alle v € R™ \ {Op~}. Die Bedingung (O,)
folgt aus der Eigenschaft (v,w) = (w, v) des Skalarprodukts, und (O5;) erhélt man durch die Gleichungen (u,v+w) =
(u,v) + (u,w) und (u, Av) = A{u, v), siehe|(15.6)

Um den Satz des Pythagoras zu iiberpriifen, seien A,B,C € R" die Eckpunkte eines Dreiecks. Definieren wir die
Vektoren v = AC und w = C_B> dann gilt offenbar v +w = AB. Liegt nun im Punkt C ein rechter Winkel vor, dann gilt
v L w,also (v,w) =0und ||AB|? = |[v+w||* = (v+w,v+w) = (v, v)+2{v, w) +{w,w) = ||v|]>+]|w||* = ||AC||?>+||CB]|>.
Ist andererseits die Pythagoras-Gleichung erfiillt, so zeigt die Rechnung, dass (v,w) = 0 gelten und das Dreieck im
Punkt C einen rechten Winkel haben muss. |

(15.11) Satz. Die durch|(15.7)|eindeutig festgelegte Winkelfunktion £ besitzt die Eigenschaf-
ten (W) bis (W3).

S

Beweis: Die Eigenschaft Z(v,w) = Z(w, v) folgt direkt aus der Eigenschaft (v, w) = (w, v). Weiter ist H1</IIII3II e =1
wegen cos(0) = 1 gilt also Z(v,v) = 0. Damit ist (W,) nachgewiesen. Die Eigenschaft (W;) gegeben durch Z(v, Aw) =
Z(v,w) fiir A € R* erhilt man durch die Rechnung

(v, Aw) Alv, w) (v, w)

IvillAwl A [vIHIwll lIvlwl]

wobei im letzten Schritt |A| = A verwendet wurde. Fiir den Nachweis von (W,) seien v,w € R"\ {Og»} mit (w—v) L
vow) Il [lvil

v vorgegeben. Zu zeigen ist r = > denn daraus folgt cos L(v,w) = fw Wie gewtinscht. Diese Gleichung
wiederum erhélt man durch
o) ww) vew)  awrw) v IME vl

IvIlliwll (ilwll (vIlwl] IvIll[wll [IvIl[wll [IvIll[wl] llwl|
Fiir den Beweis von (W;) erinnern wir daran, dass die Kosinusfunktion die Eigenschaften cos(x + 1) = —cos(x) und
cos(—x) = cos(x) besitzt, also cos(t—x) = — cos(—x) = —cos(x) fiir alle x € R gilt. Wenden wir dies auf x = Z(v, w)
an, dann folgt

cosL(v—w) = oW W) = cos(r— Z(v,w))
[Vl —wll [IvIl[wl]

und somit Z(v,—w) = 1w — Z(v,w) wie gewiinscht. |
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Wir werden nun den Begriff der Orthogonalprojektion auf Untervektorrdume hoherer Dimension verallgemeinern.

(15.12) Definition. Sei U ein Untervektorraum des R". Eine Orthogonalprojektion auf U ist
eine lineare Abbildung 7y : R" — U mit der Eigenschaft n;|; = idy und (v — my(v)) L U fiir
alle v € V. Dabei bedeutet v L U fiir einen Vektor v € R", dass v L u fiir alle u € U gilt.

ny(v)

Das Konzept wird bei der Berechnung von Orthogonalprojektionen hilfreich sein.

(15.13) Definition. Sei U ein m-dimensionaler Untervektorraum des R". Eine geordnete Basis
B = (uy,...,U,) von U wird Orthonormalbasis (kurz ON-Basis) von U genannt, wenn

(up,uy) = O fir 1<k,£<n erfilltist.

Beispielsweise bilden die Einheitsvektoren e, ...,e, bilden eine ON-Basis des R", denn es gilt (e;, e;) = 6;; fiir 1 <
i,j < n. Fiir den trivialen Untervektorraum U = {Op.} sehen wir das leere Tupel @& als ON-Basis an. Wir werden nun
zeigen, dass in jedem Untervektorraum U des R" eine ON-Basis exisiert.

(15.14) Proposition. Sei U C R" ein m-dimensionaler Untervektorraum und (uy, ..., u,,) eine
ON-Basis von U. Dann ist durch

m
my(v) = Z(uk, VU eine Orthogonalprojektion auf U definiert.
k=1
Beweis: Als erstes tiberpriifen wir, dass m; linear ist. Seien v,w € R" und A € R vorgegeben. Dann gilt

m m

mvHw) = Dugvwiye = > (e, v) + (g, w)y
k=1 k=1
= (Uk:V)Uk+Z(uk,W>uk = my(v)+my(w)
k=1 k=1
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und ebenso 7, (Av) = D (W, Av)u, = D, Mu, Vug = A(D, (i, v)wg) = Amy(v). Damit ist die Linearitit
nachgewiesen. Sei nun v € R" vorgegeben. Zunéchst zeigen wir, dass v — 7 (v) auf jedem Basisvektor u, mit 1 <
¢ < m senkrecht steht. Es gilt

(w,v—my(v)) = <ue’V—Z(uk,V)uk> = (ubV)_Z(ub(uk’v>uk> =
k=1 k=1

(V) = D eV upuw) = v) = D ey = (upv)—(u,v) = 0.
k=1 k=1

Ist nun u € U beliebig, dann gibtes A,,...,A,, € R mitu = 22;1 Agug. Wir erhalten

(wy=my() = <Zaeue,v—nu(v)> = D Mluv-mO) = DA-0 = o
(=1 (=1

(=1

3

Es gilt also (v —m(v)) L U. Zum Beweis der zweiten Eigenschaft einer Orthogonalprojektion sei u € U vorgegeben.
Dann gibtes A4,...,A, € R mitu = ZZ=1 AUy Auf Grund der Linearitit von 7y erhalten wir

m) = D Amylw) = ZM(Z ue,uk>uz) =
k=1 k=1
m m
Zlk(Z@ku[) = Z?Lkuk = u wie gewlinscht. O
k=1 (=1 k=1

Wir geben nun ein Verfahren an, mit dem sich fiir jeden Untervektorraum U des R" eine ON-Basis konstruieren lésst.

(15.15) Satz. (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung)

(i) Sei U € R" ein Untervektorraum der Dimension m € IN, von V, (uy,...,u,,) eine ON-
Basis und U’ 2 U ein (m + 1)-dimensionaler Untervektorraum. Dann existiert ein Vektor
U,41 € U’, so dass (ug, ..., Uy, Up1) €ine ON-Basis von U’ ist.

(ii) Jeder Untervektorraum des IR" besitzt eine ON-Basis.

Beweis: zu (i) Seiv € U’\ U beliebig gewihlt und w = v — w;(v). Dann gilt w L U nach [(15.15)| Setzen wir
Upp1 = HWIIW dann gilt (t,11,Ups1) = 1 = 6141 me1- Weil mit w auch u,,,, auf U senkrecht steht, gilt auerdem
(U, Upy1) = (Ups1,U) = 0 = Op yyq flir 1 < k < m. Fiir alle k, £ mit 1 < k, £ < m ist (uy,u,) = &y, erfiillt, weil

(uy, ..., V) eine ON-Basis von U ist. Insgesamt ist (uy, ..., U,,41) also eine ON-Basis von U’.

zu (ii) Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion iiber die Dimension. Der null-dimensionale Untervek-
torraum {Op.} besitzen das leere Tupel @ als ON-Basis. Sei nun m € N, und setzen wir die Aussage fiir m voraus. Sei
U’ ein (m + 1)-dimensionaler Untervektorraum des R" und darin wiederum U C U’ ein beliebiger m-dimensionaler
Untervektorraum. Dann existiert nach Induktionsvoraussetzung eine ON-Basis von U, und nach Teil (i) kénnen wir

diese zu einer ON-Basis von U’ erweitern. O
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Aus den letzten beiden Sétzen kénnen wir das folgende Verfahren zur Bestimmung einer ON-Basis ableiten.

Sei U ein m-dimensionaler Untervektorraum des R".

(1) Wabhle eine beliebige Basis 9 = (vy, ..., ;,) von U und und setze k =0, B’ = @.

(2) ImFall k = mist das Verfahren beendet. Ansonsten nehmen wir an, dass 8’ = (uy, ..., u; ) bereits eine ON -Basis

von Uy, = lin(vy, ..., v;) ist.

(3) Berechne geméf3|(15.14)|die Orthogonalprojektion w1 = 7y, (Vi41) von vy, auf Uy durch

Wiy1 = (Ug, Vg1 )ug-

k
=1
(4) Definiere den Vektor @iy, = Vi1 — Wi,1 und normiere ihn zu uq = || || gy q-

(5) Erweitere 8’ um den Vektor uy, 4, ersetze k durch k + 1, und gehe zuriick zu Schritt (2).
Wenn man bereits iiber eine ON-Basis 4’ fiir einen Untervektorraum von U verfiigt, kann das Verfahren auch genutzt

werden, um diese zu einer ON-Basis von ganz U zu erweitern.

Als konkretes Beispiel betrachten wir U = R® und den Vektor u; = (%, %, %). Unser Ziel besteht darin, die ON-Basis
A’ = (u;) dieses Untervektorraums zu einer ON-Basis von R® zu erweitern. Dafiir miissen wir den oben angegebenen

Algorithmus iiber zwei ,,Runden” laufen lassen. Mit den dort verwendeten Bezeichnungen gilt
k=1 (ur,e5) = %
we =l =3 = 35,3, = .39
iy, =e, —wy=1(0,1,0)— (%, g, g) = (_%, g’_g)
il = /22 + (32 + (-2 = /2 =

L= 3, 2 4 2 1
u,y = ||i,| 1u2 = Tg(—a, 8,—5) = (_ﬁ’ §\/§;_3‘/§)

W=
=

k=2 (u1,63> = % > (u2) eB) = _QL@

2,1 2 2 4 2 1 4
ws = (U, e3)uy + (Uy, e3)ty = 5(5,5,3) — 52 (572, 3V5, —52)

<
w

I
[
w

|
<
w

I
~
(=]
o
(=]
o
—_
o
|
~
SIS
-
(=]
(SIS
~—
I
T
[$21] 8]
-
(=]
o
Uil
p—

lasl = /(=22 +02+ (3> = /4 = 75

s = |3 = V5(~2,0,1) = (- 4,0, %)

Also ist (u;,u,,us) bestehend aus den Vektoren u; = (%, %, %), u, = (—%,% 5,—%), u; = (—%,0, %) eine

ON-Basis von R>. Es empfiehlt sich, zur Sicherheit die Gleichungen (uy, u;) = 8y fiir 1 < k,£ < 3 zu {iberpriifen.
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Als geometrische Anwendung der bisher behandelten Theorie beschiftigen wir uns nun mit der Berechnung von Ab-
stdnden zwischen affinen Unterrdumen des R". Sei A C R" ein solcher Raum, also eine Teilmenge der FormA=v+U,
wobei v € R" ist und U einen Untervektorraum des R" bezeichnet. In § 6 hatten wir gezeigt, dass der Untervektor-
raum U durch A eindeutig festgelegt wird und diesen mit £ (A) bezeichnet.

(15.16) Definition. Seien A,A’ C R" zwei affine Unterrdume mit ANA' = @. Ist £(A) C £ (A)
oder £(A") € %(A), dann bezeichnen wir A und A’ als parallel, ansonsten als windschief. Die
Zahl

d(A,A) = inf{|lv—V| | veAV €A}

wird der (euklidische) Abstand von A und A’ genannt.

Ist die Schnittmenge zwischen zwei affinen Unterrdumen A, A’ nichtleer, dann setzen wir d(4,A”) = 0.

(15.17) Proposition. Seien A,A’ C R" zwei affine Unterrdume und v,v’ € R" zwei Vektoren
mit der Figenschaft, dassA=v+.2(A), A = v+ %(A") und auBerdem (v'—v) L (Z(A)+<2(A))
gilt. Dann ist d(A,A") = ||v/ —]|.

Beweis: Wir zeigen, dass ||[v/ —v|| = min S gilt, wobei die Menge S durch S = {||w' —w|| | w € A,w’ € A’} gegeben ist.
Nach Definition ist ||v/ —v/|| jedenfalls in S enthalten. Um zu zeigen, dass diese Zahl auch eine untere Schranke von S
ist, seien w € Aund w’ € A’ beliebig vorgegeben. Wegen (v —v) L (L(A)+Z(A) und w—v € Z(A), w —v' € £L(A)
gilt (v/ —v) L (W —v")— (w—v)). Mit dem Satz des Pythagoras folgt

Iw =wl> = W =)+ =)+ =w)I? = [0 =)+ (W =)= (w=)?
= 0 =P+ =v)=w=I* ,

also insbesondere ||[w' —w|| > ||v/ —V||. O

(15.18) Satz. (Abstand zweier affiner Unterrdume)

Seien A,A’ C R" zwei affine Unterrdume und v € A, v/ € A’ beliebige Punkte. Sei U = Z(A) +
2(A) und w = my(v/ —v). Dann gilt d(A,A") = ||[v/ —v —w]||.

Beweis: Wegen w € U = Z(A) + £(A) existiert eine Zerlegung w = u + v’ mit u € £(A) und v’ € £(A’). Nach
Definition der Orthogonalprojektion 7t;; ist v/ — v — (v —v) = v/ — v — w aullerdem orthogonal zu U. Sei nun

Vo=V +uund vy =v'+(—u’). Dann gilt A= v, + U, A’ = v; + U’, aulerdem

Vo—Vvo = V—-u—-v—u = V-v—(u+u) = vV-v-w
Wegen (v —v —w) L U folgt (vj —v,) L U und somit d(A,A") = ||vy — v, || nach Prop. [(15.17) O

Der soeben bewiesene Satz kann offenbar verwendet werden, um den Abstand zweier vorgegebener affiner Unter-
rdume auszurechnen. Zunéchst bestimmt man eine ON-Basis von U = £(A) + £(4’), um gemiR Prop. [(15.14)|die
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Orthogonalprojektion berechnen zu kénnen. Anschliefend muss man dann nur noch zwei beliebige Punkte v € A,

v’ € A’ wahlen und w = t;;(v/ — v) sowie ||v/ — v — w|| ausrechnen.

Wir bemerken noch, dass die affinen Unterraume A und A" im Fall v/ —v € U einen Schnittpunkt besitzen. In diesem
Fall gibt es namlich Vektoren u € £(A) und v’ € £(A’) mit v/ —v = u+u’, und damit liegt der Vektor v/ —u' =v+u
in ANA’. Der Abstand d(A,A’) ist in diesem Fall natiirlich gleich Null.

Nun befassen wir uns noch ein wenig genauer mit der Berechnung von Winkeln. Dazu benétigen wir den Begriff der
Orientierung.

(15.19) Definition. Wie immer sei & die Einheitsbasis auf dem IR". Wir bezeichnen eine
geordnete Basis 9 des R" als positiv bzw. negativ orientiert, wenn die Transformationsmatrix
7, f (die Matrix mit den Elementen von 43 als Spalten) eine positive bzw. negative Determinante
besitzt.

Die folgenden Matrizen beschreiben im R? die Drehungen um den Koordinatenursprung.

(15.20) Definition. Fiir jedes a € R bezeichnen wir
5 = cos(a) —sin(a)
« sin(a) cos(a)

als die Drehmatrix zum Winkel a.

Wie man mit Hilfe der Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus leicht tiberpriift, gilt D,Dg = D, 4 fiir alle a, € R.
Auf Grund der Periodizitdt von Sinus und Kosinus ist auf’erdem klar, dass genau dann D, = Dy gilt, wenn sich a
und 3 um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 unterscheiden. Zwischen den Drehmatrizen und dem Winkel zwischen
zwei Vektoren besteht der folgende Zusammenhang.

(15.21) Proposition. Seien v,w € R? mit ||v|| = ||w|| = 1, wobei im Falle der linearen Un-
abhingigkeit von {v,w} die geordnete Basis 8 = (v,w) des R? positiv orientiert sei. Dann gilt
D,v =w mit a = Z(v,w).

Beweis: Betrachten wir zunéchst den Fall, dass {v, w} linear abhéngig ist. Dann gilt w = v oder w = —v. Im ersten Fall
ist Z(v,w) = 0, und es gilt Dyv = Ev = v = w; im zweiten Fall ist Z(v,w) = m, und es gilt D,v = (—E)v = —v = w. Nun
setzen wir voraus, dass {v, w} linear unabhéngig ist. Wegen ||v|| = ||w|| = 1 gibt es eindeutig bestimmte 3,7 € [0, 27
mit v = (cos(f), sin(B)) und w = (cos(y), sin(y)). Auf Grund des Additionstheorems des Kosinus gilt

cos(a) = cosl(v,w) = (v,w) = <(:§$D(z?;g)))> -

cos(B) cos(y) +sin(B)sin(y) = cos(—p)cos(y)—sin(—p)sin(y) = cos((—B)+1) = cos(y—p).
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Weil die Basis 8 = (v, w) positiv orientiert ist, gilt aulerdem
sin(y =) = sin(y +(=B)) = sin(y)cos(—p) + cos(y)sin(—p)

cos(B) cos(y)
sin() sin(y)

Die Positivitdt des Sinus zeigt, dass neben a auch die Differenz y — f im offenen Intervall ]0, 7t[ enthalten ist. Zu-

= sin(y)cos(B)—sin(B)cos(y) = det ( 0.

sammen mit der Gleichung cos(a) = cos(y — ) folgt daraus a = y — 3. Das gewiinschte Resultat erhalten wir nun
durch die Rechnung

Dy (cos(a) —sin(a)) (cos(ﬂ)) _ (cos(a) cos(f3) —sin(a) sin(ﬂ))

sin(a) cos(a) sin(f3) sin(a) cos(f) + cos(a)sin(3)

cos(a+ 3) _ cos(y) o -
sin(a + f3) B sin(y) o

Als Anwendung beweisen wir einige Aussagen der elementaren Dreiecksgeometrie.

(15.22) Satz. Wir betrachten ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C € R2. Die Punkte seien
so angeordnet, dass die Basis des R? bestehend aus v = AB und w = AC positiv orientiert ist.
(Anschaulich ist dies eine Anordnung der Eckpunkte gegen den Uhrzeigersinn.) Die Seitenldangen
des Dreiecks bezeichnen wir wie in der Zeichnung zu Beginn des Kapitels mit a = |IR’) | =
[[w—v]|, b= ||A_C>|| = ||w|| und ¢ = ||A_B>|| = v. AulRerdem sei D der HohenfulRpunkt auf der Seite
AB und h = ||56 || die Hohe. Der Hohenful$punkt unterteilt die Seite AB in zwei Abschnitte der
Léngen p = [|DE]| und q = [|AD]].

(i) Die Winkelsumme im Dreieck betragt m = 180°.

(ii) Besitzt das Dreieck in C einen rechten Winkel, dann gelten der Hohensatz h? = pq und

die beiden Kathetensitze a® = pc und b? = qc.

Beweis: zu (i) Esist a = Z(AB,AC) = Z(v,w) der Winkel im Punkt A, 8 = Z(BC,BA) = Z(w —v,—v) der Winkel
im Punkt B und y = Z(CTA: CTB>) = /(—w, v —w) der Winkel im Punkt C. Weil (v, w) positiv orientiert ist, gilt

vy wy
det(V, W) = det = V1W2 _— Vle > 0.
Vo Wy
Wegen det(w—v, —v) = (W, — v )(—vy) —(Wy— V) (—V1) = =W Vg +V Vo + Wy v —V vy = Vi Wy — VoW, und det(—w, v—
w) = (—wq)(vy—wy)—(—wy) (v, —Wq) = —W1 Vg + Wi Wy + Wy vy —Wi Wy = VW, — VoW, sind auch die Basen (w—v,—v)

und (—w,v — w) positiv orientiert. Bezeichnen wir mit v,, w, und u, die Normierungen der Vektoren v, w und
w — v, dann gelten auf Grund von Prop. und wegen a = Z(vy, wy), B = L(ug,—Vvo), v = ZL(—wq, —u,) die
Gleichungen D,vy = wy, D, 4Vo = D, Davy = D,wy = —D,(—wq) = —(—uy) = ug und Dy, qVo = DgDyygvo =
Dguy = —vy. Aus der letzten Gleichung folgt  + vy + a = 7, denn nur die Drehung um 7 = 180° bildet den Vektor v,

auf sein Negatives ab.
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zu (ii) Da y nach Voraussetzung ein rechter Winkel ist, stehen die Vektoren CA = —w und CB = v — w senkrecht
aufeinander, es gilt also auch w L (w—v). Daraus folgt (w,w) = (v+w—v,w) = (v,w)+{w—v,w) = (v,w)+0 = (v, w).
Den Verbindungsvektor AD zwischen A und dem Hohenfullpunkt D erhalten wir, indem wir den Vektor w = AC
orthogonal auf lin(v) = lin(A_B)) projizieren. Nach Prop. gilt AD = Av mit A = % Diese Zahl ist positiv, weil
v und w im rechtwinkligen Dreieck einen spitzen Winkel bilden. Fiir die Langen der beiden Hypothenusenabschnitte

folgt g = A||v|| und p = (1 — A)||v||. Den ersten Kathetensatz erhélt man nun durch die Rechnung
g = AP = (w) = (ww) = b

Der zweite Kathetensatz ergibt sich entsprechend durch

pc = (-AVP = (1—<V’W>)<v,v> = (y)—(nw) =

{v,v)

(=v,w—v) = 0+{(—v,w—v) = Ww—v)+{—v,w—v) = (w—v,w—v) = a°.
Fiir den Hohensatz bemerken wir zunéchst, dass h = ||l3? || = |lw— Av|| gilt. Damit erhalten wir einerseits

2 = (w=2Av,w—2Av) = (ww)—Av,w)—=Aw,v)+2A%(v,v) = (ww)=2r,w)+A%(v,v) =

(v, w)?  (v,w) ?

o) )

o ww)
oy - T

(w,w) —2 (w,w) —

andererseits gilt aber auch

{v,w)

pg = AQ-MIIP = (1—<Vv’f>)<v,v> = <v,w>(1—<v’w>) = (w)-

{v,v)

(15.23) Definition. Eine Matrix A € .#, i wird orthogonal genannt, wenn ‘AA = E, gilt.
Die orthogonalen Matrizen bilden eine Untergruppe von GL,(IR), die sogenannte orthogonale
Gruppe O(n). Die Untergruppe SO(n) = {A € O(n) | det(A) = 1} wird spezielle orthogonale
Gruppe genannt.

Die Gleichung ‘AA = E,, zeigt, dass orthogonale Matrizen stets invertierbar sind; sie bilden also auf jeden Fall eine
Teilmenge von GL,(RR). Die Gruppeneigenschaft folgt aus der Tatsache, dass fiir zwei orthogonale Matrizen A, B auch
das Produkt AB und die inverse Matrix A~ orthogonal sind. Denn aus ‘AA = E, und ‘BB = E, folgt 'AB(AB) =
‘B'AAB = 'BE,B = 'BB = E,, was zeigt, dass AB eine orthogonale Matrix ist. Fiir die Orthogonalitit von A~}
schicken wir voraus, dass fiir jede Matrix C € GL,(RR) Invertierung und Transposition vertauschbar sind. Denn die
Rechnung ‘Af(A™') = Y(A'A) = ‘E, = E, zeigt, dass (‘A)™! = (A™?!) gilt. Aus 'AA = E, folgt auerdem ‘A =
A™! und A'A = E,. Damit erhalten wir schlieflich ‘(A™)A™ = (‘A)'A™! = (A'A)™" = E;! = E,, wodurch die

Orthogonalitit von A~! nachgewiesen ist.

(15.24) Proposition. Eine Matrix A € ./, j ist genau dann orthogonal, wenn (Av, Aw) = (v, w)
fiir alle v,w € R" gilt.
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Beweis: Sei A€ ./, p mit Spaltenvektoren ay, ...,a, € R". Offenbar ist eine Matrix A genau dann orthogonal, es gilt
also 'AA = E, genau dann, wenn fiir 1 < k, £ < n jeweils

(Aey,Ae)) = (ap,a;) = Oy

erfiillt ist, denn die Zahl (a, a,) ist genau der Eintrag der Produktmatrix 'AA an der Stelle (k,£). Setzen wir diese

Gleichung fiir alle k, £ voraus, dann folgt fiir v,w € C" mit v = ZZ=1 Are und w = ZZ:l uge, jeweils

(Av,Aw) = <A(Zlkek),A(Zwez)> = <ZAkAek,Z‘ugAe[> =
k=1 =1 k=1 =1
ZZMW(Aek,Aeﬁ = Zzlkuﬁu = ZMW = {(vw).
k=1

k=1 (=1 k=1 (=1

Setzen wir umgekehrt voraus, dass (Av,Aw) = (v, w) fiir alle v,w € R" gilt, dann ist insbesondere

(Aek,Aeg) = (ek, e€> = 5]([ fir 1< k,f <n. O

(15.25) Definition. Eine Bewegung im R" ist eine bijektive, abstandserhaltende Abbildung
¢ : R" > R", also eine bijektive Abbildung mit der Eigenschaft, dass ||¢p(v) — p(w)|| = ||[v —w||
fiir alle v,w € R" gilt.

Ein wichtige Klasse von Beispielen fiir Bewegungen sind die Translationen, die Abbildungen der Form 7, : R" — R",
v — u+v mit einem festen Vektor u € R". Dass dies tatsdchlich Bewegungen sind, erkennt man durch die Gleichung
T, (v) =T, W) = |(u+v)—(u+w)| =|lv—w], fiir beliebige v,w € R".

Entscheidend fiir den Beweis des folgenden Satzes ist die Beobachtung, dass man das euklidische Standard-Skalar-

produkt aus der Langenfunktion || - || zuriickgewinnen kann.
(15.26) Lemma. Fiir alle v,w € R" gilt (v, w) = 5 |lv + w||2— 1 ||v[|> — 3 [wl|2.

Beweis: Dies ergibt sich aus der Rechnung

v +wl=IvIP=lwl> = (+wv+w)=pv)—(ww) =
(V, V) + 2<V: W) + (W: W) - (V: V) - (W: W) = 2(\/, W)
und anschlieender Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor % |

(15.27) Lemma. Seit) : R" — R" eine Abbildung mit (y)(v), ¥ (w)) = (v,w) fir alle v,w € R".
Dann gibt es eine Matrix A € O(n) mit ¢ = ¢,, insbesondere ist v linear.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dass mit (e, ...,e,) auch die Menge (y(e;),...,¢'(e,)) eine ON-Basis des R"

ist. Sei v = (vy,...,v,) € R" beliebig vorgegeben, und seien A,...,A, € R mit ¢y(v) = Z};l A (e;). Dann gilt fiir

1 <j < njeweils

(p(),1ple) = <inw(ei),¢(e,-)> = D Alpledple)) = D As; = A
i=1 i=1 j=1
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und somit

PO) = D Aae) = D LOLlele) = Divele) = D vale)).
j=1 j=1

j=1 j=1

Mit Hilfe dieser Gleichung lésst sich um leicht iiberpriifen, dass v linear ist. Sind ndmlich v,w € R" und a € R

vorgegeben, dann gilt

P+w) = D vrwdple) = D ovaple)+ Yy wiple) = () +p(w)
j=1 j=1

j=1

und ebenso (av) = Z;lzl(avj)qp(ej) =a 23‘1:1 viy(e;) = ayp(v). Bezeichnet nun A € .4,  die Matrix mit den Spal-
ten Y (eq), ..., (e,), dann gilt also P(v) = ¢,(v) fiir alle v € R". Wegen (v, w) = (Y (v), (W) = (ps(v), pa(w)) =
(Av, Aw) ist die Matrix A nach Prop. orthogonal. O

(15.28) Satz. Die Bewegungen in R" sind genau die Abbildungen der Form 7,0¢,, mitu € R"
und A € O(n). Die Darstellung dieser Form ist eindeutig. Liegt A sogar in SO(n), dann spricht
man von einer orientierungserhaltenden, ansonsten von einer orientierungsumkehrenden

Bewegung.

Beweis: Sei nun ¢ : R" — R" eine beliebige Bewegung und u = ¢(0Or.). Wie man leicht tiberpriift, ist dann
auch ¢ = 751 o ¢ eine Bewegung, mit Y)(Og.) = Op.. Fiir alle v € R" gilt aullerdem ||y (v)|| = ||y (v) — Og»|| =

[[Y(v) =Y (Ora)|| = |[[v —Ognl| = ||v||. Mit Hilfe des Lemmas erhalten wir fiir alle v,w € R" jeweils
WO, pw) = —@O),—ypWw)) = —zllY)—pW)IP+3lIlYWIP +3I—ypWI* =
=3I =PI+ 51+ 3lp WP = —3llv=wl® + 3IvIP + 3lwl* =
—slv=wlP+ 3P+ 3=wl*> = —{v,-w) = (v,w).

Nach Lemma |(15.27)] existiert also eine orthogonale Matrix A mit i) = ¢,. Insgesamt erhalten wir somit durch
Einsetzen die Gleichung ¢ = 7,09 = 1,0 ¢,. O

Beispiele fiir orientierungserhaltende Bewegungen sind die Drehungen im R? um einen beliebig gewéhlten Punkt.
Orientierungsumkehrende Bewegungen sind zum Beispiel die Spiegelungen an beliebigen affinen Geraden. In den

Ubungen werden wir die Bewegungen des R? vollstiandig klassifizieren.
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§ 16. Allgemeine Theorie der Bilinearformen

Zusammenfassung.  Eine Bilinearform auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung V x V — R, die in beiden Komponenten
linear ist. Ein konkretes Beispiel ist das euklidische Standard-Skalarprodukt auf V = R" aus dem letzten Abschnitt. Wie die
linearen Abbildungen kénnen auch Bilinearformen durch Matrizen dargestellt werden, und wie dort gibt es auch hier eine Formel
fiir den Basiswechsel. Besitzt eine Bilinearform zusétzliche Eigenschaften (symmetrisch und positiv definit), dann kann auf V wie
im letzten Kapitel Geometrie betrieben werden. Man spricht dann von einem euklidischen Vektorraum.

Ob eine Bilinearform tatsachlich positiv definit ist, kann mit dem Hurwitz-Kriterium getestet werden. Der Begriff der orthogona-
len Abbildung kann auf euklidische Vektorrdume verallgemeinert werden. Wie wir aus dem letzten Kapitel wissen, entsprechen
orthogonale Endomorphismen im IR" den orthogonalen Matrizen. Die sog. selbstadjungierten Endomorphismen entsprechen sym-
metrischen Matrizen. Dieser Begriff erweist sich als hilfreich bei Beweis des Satzes {iber die Hauptachsentransformation, mit dem
es moglich ist, Darstellungsmatrizen symmetrischer Bilinearformen auf eine einfache Gestalt zu bringen.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

— Bilinearform, Skalarprodukt und euklidischer Vektorrdume

—  Beschreibung von Bilinearformen durch Darstellungsmatrizen

—  Umrechnung von Darstellungsmatrizen bei Koordinatenwechsel

— Norm auf einem R-Vektorraum, induzierte Norm, Parallelogrammgleichung

—  Hurwitz-Kriterium fiir positiv definite Matrizen

— orthogonale und selbstadjungierte Endomorphismen eines euklidischen Vektorraums

—  Satz iiber die Hauptachsentransformation

Die Definition des euklidischen Skalarprodukts aus dem letzten Abschnitt ist nur fiir den R" sinnvoll. Um die damit zu-
sammenhéngenden geometrischen Konzepte (Abstdnde und Winkel) auf beliebigen R-Vektorrdumen zur Verfiigung
zu haben, miissen wir die Definition verallgemeinern.

(16.1) Definition. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung
b:V xV — R, die fiir v,v/,w,w’ € V und A € R die folgende Bedingungen erfiillt.

@ b(v+v',w)=b(v,w)+b(v',w) (i) b(Av,w) = Ab(v,w)
(i) b(v,w+w")=b(v,w)+ b(v,w’) @iv) b(v,Aw) = Ab(v,w)

Die Definition lasst sich auch folgendermafen formulieren: Eine Bilinearform auf einem R-Vektorraum V ist eine
Abbildung b : V xV — R, so dass

(i) fir jedes v € V die Abbildung w — b(v,w) und
(ii) fiir jedes w € V die Abbildung v — b(v,w)

eine lineare Abbildung V — R ist. Man sagt auch, die Abbildung b ist in beiden Komponenten linear (dhnlich wie die

Determinantenfunktion, die in jeder Komponente linear ist, wenn man eine Matrix als Tupel von n Zeilenvektoren
betrachtet).
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Unter anderem lassen sich die folgende konkrete Beispiele fiir Bilinearformen angeben.

(i) Das euklidische Skalarprodukt (-, ) : R" xR" — R ist eine Bilinearformen auf dem R", denn die Rechenregeln
aus|(16.1)|entsprechen genau den Regeln (i) bis (iii) aus|(15.4)

(ii) Ist A € M., r und bezeichnet (-,-) das euklidische Skalarprodukt auf dem R™, dann ist durch b(v,w) =
(Av,Aw) eine Bilinearform auf dem R" definiert. Denn fiir v,v’,w € R" gilt

bv+v,w) = (Av+v),Aw) = (Av+AV, Aw)
= (Av,Aw) +{&/',Aw) = b(v,w)+Db(v,w).
Genauso iiberpriift man die Giiltigkeit der Bedingungen (ii) bis (iv).

(iii) Seien V,W zwei R-Vektorraum, b eine Bilinearform auf W und ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Dann ist
durch b(v,w) = b(¢(v), ¢(w)) eine Bilinearform auf V definiert. Hier verifziert man die Bedingung (i) fiir

v,v',w € V durch die Rechnung
bv+v,w) = be(+v),ew) = ble(W)+o(),ow) =
b(p(), p(W) + (V) +dW)) = b(v,w)+b(v,w).

(iv) Sei V der R-Vektorraum der differenzierbaren Funktionen auf R. Dann ist durch b(f,g) = f’(0)g’(0) eine
Bilinearform auf V definiert. Hier beweist man die Bedingung (ii) fiir f, g,h € V durch die Rechnung

b(f,g+h) = f'0)(g+h)(0) = f'(0)(g'(0)+H(0))
= f(0)g'(0)+f'(O'(0) = b(f,g)+Db(f,h).
Der Beweis der iibrigen drei Bedingungen lauft wiederum vollkommen analog.

(v) Seiena,b € R mita < b und V der R-Vektorraum der stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen Intervall
[a, b]. Dann ist durch

b
b(f.g) = Jf(X)g(X)dx

eine Bilinearform auf V definiert. Fiir f, g,h € V gilt beispielsweise

b b
b(f +gh) = J (f +8)()h(x) dx = f (F)+g(x)h(x)dx =

b b
J f(x)h(x) dx +f g()h(x)dx = b(f,h)+ b(g,h).

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen R-Vektorrdumen V, W
Linearkombinationen in V auf Linearkombinationen in W abbildet. Genauer gilt ¢ (ZZ=1 Akvk) = ZZ=1 A @ (vy) flr
beliebige n € N, vy, ...,v, € V und A4, ..., A, € R. Ist nun b eine Bilinearform auf V und bezeichnen v,w € V beliebige

weitere Vektoren, dann gilt auf Grund der Linearitit in beiden Komponenten

b (kz: Akvk,w) = kZ:)Lkb(vk, w) und b (v,kZ:Akvk) = kZ:)Lkb(v, Vi)
=1 =1 =1 =1
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Durch zweimalige Anwendung dieser Rechenregel erhilt man

b(kzzlkvk,zzzww) = Ag (Vi vp)
=1 =1

k=1 (=1

=
=

fiir beliebige A4, ..., Ay, Uy, ..., 4, € R. Ist insbesondere vy, ..., v, eine Basis von V, dann ist b also durch die Werte
b(vi,v,) mit 1 < k,£ < n bereits eindeutig festgelegt. Dies liefert uns die Moglichkeit, eine Bilinearform auf einem

endlich-dimensionalen R-Vektorraum auf kompakte Art und Weise durch Angabe einer Matrix zu definieren.

(16.2) Definition. Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorrau, 8 = (vy, ..., v,) eine geord-
nete Basis und b eine Bilinearform auf V. Dann nennt man die reelle n x n-Matrix A = (a;;) mit
den Eintrdgen

a; = b,v)) fir 1<i,j<n

die Darstellungsmatrix M 4(b) von b beziiglich 4.

Wir illustrieren den Begriff der Darstellungsmatrix an einer Reihe von Beispielen.

(i) Sei V = R" und & die Basis bestehend aus den Einheitsvektoren ey, ...,e,. Dann ist die Darstellungsmatrix
des euklidischen Skalarprodukts (-, ) beziiglich & die Einheitsmatrix. Denn fiir alle k,£ mit 1 < k,{ < n gilt
(ey,e;) = &, und dies sind genau die Eintrige der Einheitsmatrix 10V,

(ii) Sei V = R3. Diesmal betrachten wir das euklidische Skalarprodukt beziiglich einer anderen Basis, nimlich
B = (v1, vy, V3) bestehend aus den Vektoren v; = (1,0,2), v, =(3,3,—1) und v5 = (5,—1, 2). Die erste Zeile
der Darstellungsmatrix M4(b) = (a;;) erhélt man durch die Berechung der Skalarprodukte

ay; = (v;,v1) , @z =(v;,v2) und a;3=(vy,v3)=9.

Berechnet man nach demselben Schema auch die zweite und dritte Zeile, so erhalt man insgesamt die Matrix

5 1 9
Mg(b) = |1 19 10
9 10 30

(iii) Sei V der Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < 1 und die Bilinearform b : V x V — R definiert
durch

1
b(f,g) = ff(x)g(X)dx fir f,geV.
0

Seien nun fi, f, € V definiert durch f;(x) = x und f,(x) = x + 1. Dann ist 8 = (f}, f,) eine geordnete Basis
von V. Es gilt

Wi
-

1 1
b(fi.f1) = ffl(x)zdx=f xrdx = [Ix%]) =
0 0

[3° +32°];

b(fi,f) = b(f2,f1) f fF1(x)fo(x) dx f (x? +x) dx

WIH
NI»—!
aln
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und

1 1
b(fs,f2) = sz(x)zdx = J(x2+2x+1)dx =[%x3+x2+x]é = %+1+1 = %.
0 0

Mg(b) = é@ 156)’

Jeder Bilinearform auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum kann also (nach Wahl einer geordneten Basis)

Wir erhalten somit die Darstellungsmatrix

eine Matrix zugeordnet werden. Umgekehrt existiert zu jeder Matrix eine entsprechende Bilinearform.

(16.3) Satz. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und 8 = (vy,...,v,) eine geordnete
Basis von V. Dann existiert fiir jede Matrix A € .#,  eine eindeutig bestimmte Bilinearform b
auf V mit M4(b) =A.

Beweis: Existenz: Zu einer vorgegebenen n x n-Matrix A = (a;;) definieren wir eine Abbildung b : V xV — R, indem
wir einem Paar von Vektoren (v,w) € V x V mit den (eindeutig bestimmten) Basisdarstellungen v = Z:‘Zl A;v; und
w= Z;‘:l l,LjVj, Ai,‘u]‘ eRfirl < l,_] <n das Bild

b(viw) = ZZ)\i,ujaij zuordnen.

i=1 j=1
Dann gilt insbesondere b(v;,v;) = q;; fiir 1 < i, j < n. Es muss nun {iberpriift werden, dass auf diese Weise tatsdchlich
eine Bilinearform auf V definiert ist. Wir beschrinken uns auf den Nachweis der Gleichung b(v +v/,w) = b(v,w) +
b(v',w) fiir alle v,v/,w € V. Seien also v,v,w € V mit den Basisdarstellungen v = Z?:l Avi, vV = Z?zl Ay,
w= Z;;l u;v;. Dann besitzt der Vektor v + v’ die Basisdarstellung Z:‘zl(ki + A7)v;, und es folgt
n n n n n n
b(V+V/,W) = ZZ(AI‘FAZ)‘U,JQU == ZZAIH-’QU"‘ZZA:‘U]QU
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
= b(yv,w)+b(,w).

Der Beweis der Gleichungen b(v,w + w’) = b(v,w) + b(v,w’) und b(Av,w) = b(v,Aw) = Ab(v,w) fiir v,v', w € V

und A € R funktioniert nach demselben Schema.

Eindeutigkeit: Seien b, b’ zwei Bilinearformen mit b(v;,v;) = b’(vi,vj) = aq; fir 1 <1i,j < n. Seien v,w € V
mit Basisdarstellungen v = Zle Aiv; und w = Z;l:l u;v;. Durch Anwendung der der Bilinearitdt der Abbildung b
erhalten wir

b(v,w) = b(znzxivi,w) = Zn:lib(viyw) = Zn:lib(vi’i'ujvf)
=1 i=1 i=1 j=1
= ZZAi,ujb(vi,vj) = Zzliujaij-

i=1 j=1 i=1 j=1

Durch eine analoge Rechnung iiberpriift man auch die Gleichung b’(v,w) = Z?:l Z;lzl Aild;a;;. |
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Fiir viele Anwendungen ist es wichtig, Darstellungsmatrizen von Bilinearformen beziiglich verschiedener Basen in-
einander umrechnen zu kdnnen, auf dhnliche Weisen, wie wir bereits in der Linearen Algebra Darstellungsmatrizen

von linearen Abbildungen umgerechnet haben.

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, b eine Bilinearform auf V und % = (vy, ..., v,) eine geordnete Basis
von V. In der Linearen Algebra haben wir jedem v € V einen Koordinatenvektor ® 4(v) = ‘"(44,...,A,) € R" zuge-
ordnet, dessen Eintrdge A, € R jeweils die Gleichung v = 22:1 AV erfiillen. Es zeigt sich nun, dass die Bilinearform
fiir vorgegebene Vektoren auch mit Hilfe der Koordinatenvektoren und der Darstellungsmatrix ausgedriickt werden

kann.
(16.4) Proposition. Unter den angegebenen Voraussetzungen gilt fiir alle v,w € V jeweils
b(v,w) = '®z(v)Mz(D)P5(w).

Beweis: Diese Gleichung kann direkt nachgerechnet werden. Seien die Koordinatenvektoren von v und w beziiglich
2B gegeben durch @ 4(v) = “(Ay,...,A,) und ®4(w) = “(uy,...,u,). Dann gilt v =37 Lve und w = Do vy,
und die Eintrége a;, der Darstellungsmatrix .#4(b) sind durch b(v,v,) gegeben, fiir 1 < k,{ < n. Das Produkt

P 5 (v).# 5(b) ist ein Zeilenvektor der Linge n. Bezeichnen wir dessen Eintrige mit A, ..., A,,, dann gilt nach Defi-
nition des Matrix-Vektor-Produkts jeweils

i.é = Z)Lkb(vk,Ve) fir 1<{<n.
k=1

Fiir die rechte Seite der Gleichung erhalten wir damit insgesamt den Wert

Ziew = Z(Zlkb(vk’ve))w = Zzlkwb(l’k,w)-
=

=1 \k=1 k=1 (=1

Auf der linken Seite der Gleichung gilt

n n
bv,w) = b(ZAkvk,Zuewg) = Aibteb(vi, Vi)
k=1 (=1

k=1 (=1

=
=

Also stimmen die beiden Seiten tiberein. O

Im Beispiel (ii) auf Seite 178 hat der Vektor v = 1-v; +1-v, 4+ 1- v, beziiglich der Basis 8 = (v, v,,v3) den
Darstellungsvektor ® 4(v) = *(1,1,1). Mit Hilfe der Darstellungsmatrix des euklidischen Standard-Skalarprodukts
beziiglich 9 koénnen wir den Wert (v, v) ausrechnen. Es gilt

5 1 9)\/(1 1
(rv) = @u(Au(d,0) = (1 1 1)|1 19 10]{1]| = (15 30 49)[1| = 94,
9 10 30/ \1 1

Andererseits kénnen wir (v, v) natiirlich auch direkt ausrechnen. Es gilt v = v; + v, +v5 = (9, 2, 3) und somit (v, v) =
9% +22+3%=94.
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(16.5) Satz. (Transformationsformel fiir Bilinearformen)

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine Bilinearform auf V. Seien ./ und 2 zwei
geordnete Basen von V und A= M ,(b), B = M4(b) die Darstellungsmatrizen von b beziiglich
dieser Basen. Sei T = T;" die Matrix des Basiswechsels von ./ nach 98. Dann gilt A= 'TBT.

Beweis: Sei A= (a;;), B = (b;;) und T = (t;;). Wir {iberpriifen, dass ‘TBT die Darstellungsmatrix von b beziiglich
.o/ ist und beweisen auf diesem Weg die Gleichung A= 'TBT. Der Eintrag der Matrix C = BT an der Stelle (k, £) ist
Cre = Z?:l byt ;. Der Eintrag von ‘TC = 'TBT an der Stelle (k, £) ist folglich durch die Summe

n n o n n o n
Z tikcie = ZZ tik bl] tjf = ZZ tix tje bl] gegeben.
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
Sei.o/ = (vy,...,v,) und B = (W, ..., w,). Weil T die Matrix des Basiswechsels von ./ nach 4 ist, gilt v, = >, tyw;
fir 1 <k <n.Fir1 <k,{ < n ist somit
n n n_n n_ o n
bvi,ve) = b(z tikwi’ztjéwj> = ZZ titjebwi,wy) = ZZ tixtje byj.
i=1 =1 k=1 (=1 k=1 (=1
Also ist 'TBT tatsdchlich die Darstellungsmatrix von b beziiglich der Basis .</. |

Man beachte hierbei die Analogie zur Transformationsformel fiir linearen Abbildungen aus dem vorherigen Semester:
Ist ¢ : V — V ein Endomorphismus von V, dann besteht zwischen den Darstellungsmatrizen von ¢ beziiglich der
beiden geordneten Basen .o/ und % der Zusammenhang M ,(¢) = T 'My4(¢p)T, wobei T = Tg wieder die Matrix
des Basiswechsels bezeichnet. Bei Bilinearformen muss also lediglich die inverse Matrix T~* durch die transponierte

Matrix T ersetzt werden!

Im weiteren Verlauf betrachten wir nun Bilinearformen mit gewissen zusétzlichen Eigenschaften. Diese Eigenschaf-
ten sollen es ermdglichen, die geometrischen Konzepte (Abstdnde und Winkel) aus dem vorherigen Abschnitt auf

moglichst beliebige R-Vektorraume zu iibertragen.

(16.6) Definition. Eine Bilinearform b auf einem RR-Vektorraum V wird symmetrisch genannt,
wenn b(v,w) = b(w, v) fiir alle v,w € V gilt.

Alle bisher behandelten Beispiele von Bilinearformen, insbesondere das euklidische Standard-Skalarprodukt auf dem

R", sind symmetrisch. Eine Matrix A € .#,, r bezeichnet man als symmetrisch, wenn A = ‘A gilt.

(16.7) Proposition. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine Bilinearform auf V.
Sei % eine beliebige Basis von V und A = M4(b). Unter diesen Voraussetzungen ist b genau

dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.

Beweis: SeiA=(a;;) und 8 = (vy,...,v,). Nach Definition der Darstellungsmatrix gilt b(v;,v;) = a;; fir 1 <i,j <n.
Sei die Abbildung b : V x V — R gegeben durch

b(vyw) = b(w,v) fir alle v,weV.
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Man iiberpriift unmittelbar, dass auch b eine Bilinearform ist. Offenbar ist b genau dann symmetrisch, wenn b = b
gilt. Wegen B(vi,vj) = b(v;,v;) = a;; fir 1 < i,j < n gilt //t%(i)) = 'A Nach stimmen zwei Bilinearfor-
men genau dann {iberein, wenn ihre Darstellungsmatrizen gleich sind. Also ist die Gleichheit b = b dquivalent zur
Ubereinstimmung A= ‘A der Matrizen. m|

(16.8) Definition. Eine symmetrische Bilinearform b auf einem RR-Vektorraum V wird positiv
definit genannt, wenn b(v,v) > 0 fiir alle v € V mit v # 0 gilt. Man bezeichnet eine solche
Bilinearform auch als Skalarprodukt auf V. Ein Paar (V, b) bestehend aus einem RR-Vektorraum

V und einem Skalarprodukt b auf V wird ein euklidischer Vektorraum genannt.

Nach [(15.4)| (v) ist das euklidische Standard-Skalarprodukt positiv definit. Wir zeigen, dass auch die symmetrische
Bilinearform b aus Beispiel (iii) auf dem RR-Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < 1 positiv definit ist. Sei
f eV, f(x)=ax+b mit a,b € R. Dann zeigt die Rechnung

1 1 1
b(f,f) = f flx)?dx = J (ax+b)?dx = j (a®x? 4+ 2abx +b?) dx =
0 0 0

1
[%a2x3+abx2+b2x]0 = %a2+ab+b2 = %az+ab+b2 =
12 3;2, 172 _ a , b3, 1.2
3da +Clb+zb +Zb = (T§+T) +Zb'

das stets b(f, f) = 0 erfiillt ist. Auflerdem sieht man, dass aus b(f, f) = 0 jeweils a = b = 0 und somit f = 0 folgt.

Euklidische Vektorrdume besitzen in vielerlei Hinsicht &hnliche Eigenschaften wie der R" mit dem euklidischen

Standard-Skalarprodukt. Beispielsweise gilt ein Analogon der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

(16.9) Proposition. Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum und die Abbildung |||, : V — R,
gegeben durch ||v||, = v/ b(v,v) fiir alle v € V. Dann gilt |b(v,w)| < ||V, l|lwl|, fir alle v,w e V
mit Gleichheit genau dann, wenn das Paar (v, w) linear abhingig ist.

Beweis: Der Beweis verlauft vollkommen analog zum Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir das euklidi-
sche Standard-Skalarprodukt. Ist einer der Vektoren gleich Null, dann sind v, w linear abhéngig, und die Ungleichung
ist mit Gleichheit erfiillt, da beide Seiten von |b(v,w)| < ||v||||w||, gleich Null sind. Also sind in diesem Fall alle Aus-

sagen erfiillt. Nun setzen wir v, w # 0, voraus. Mit dem Wert A = 1;((1;?)) gilt

_ b(v,w)
b(v,v)

b(viw—Av) = b(v,w)—Ab(v,v) = b(v,w) b(v,v) = b(v,v)—b(v,v) = 0 ;

aus diesem Grund bezeichnet man den Vektor Av als die Orthogonalprojektion von w auf den Untervektorraum
lin(v) von V. Weiter gilt

0 < bw—Av,w—Av) = bw,w—Av)—Ab(v,w—Av) =
b(w,w)—Ab(w,v) —Ab(v,w)+ A%b(v,v) = b(w,w)—2Ab(v,w)+ A%b(v,v).
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Setzen wir den Wert von A in die Ungleichung ein, so ergibt sich
b(v,w) b(v,w)?
(,w) | bv,w)

b(w,w)—2 b(v,iv) = 0
vl vl
was wegen ||v||12, = b(v,v) umgeformt werden kann zu
b(v, w)? b(v, w)?
b —2——=b + — 0.
(w,w) b(r.7) (v,w) b(v.7)

Dies wiederum ist dquivalent zu b(w,w) > bb((v;ﬁ); und b(v,w)? < b(v,v)b(w,w). Durch Wurzelziehen auf beiden

Seiten erhalten wir wegen ||v||, = 4/ b(v,v) und ||w||, = 4/ b(w, w) die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.

Nun iiberpriifen wir noch die Aquivalenzaussage im Fall v,w # Oy. Sind v, w linear abhéngig, dann gilt w = uv fiir
ein u € R mit u # 0. Die linke Seite der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist dann gegeben durch |b(v, uv)| =
lulb(v,v), die rechte durch [[v|l,lluvlly = IvIIv/b(uv,uv) = I[VIl,|lulv/ b(v,v) = |ulllvIi} = lulb(v,v), also stimmen

beiden Seiten liberein. Setzen wir nun umgekehrt die Gleichung |b(v,w)| = ||v||,|lw||, voraus, und fithren wir die

Umformungsschritte von oben in umgekehrter Reihenfolge durch, so erhalten wir b(w—Av,w—Av) = 0. Da b positiv

definit ist, folgt daraus w — Av = 0 und w = Av. Dies zeigt, dass v, w linear abhéngig sind. m|
(16.10) Definition. Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung ||| : V — R,

mit den folgenden Eigenschaften.
(i) Fiir jedes v € V gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = Oy, ist.
(i) Es gilt ||Av|| = |Al||v|| fir alle A€ Rund v € V.
(iii) Fir alle v,w € V gilt |[v + w|| < ||[v|| + [[w]].

Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum. Die Abbildung || - ||, : V — R,, v — 4/ b(v, V) bezeichnet man als die durch
b auf V induzierte euklidische Norm. Desweiteren kann auf V eine Orthogonalititsrelation L, definiert werden

durchv 1, w & b(v,w) = 0 fiir v,w € V. Fiir zwei Vektoren v,w ungleich Null ist der Winkel zwischen diesen
b(v,w)

LTl auf Grund der

Vektoren beziiglich b die eindeutig bestimmte Zahl Z,(v,w) € [0, ] mit cos Z,(v,w) =
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung nimmt der Quotient nur Werte im Intervall [—1,1] an.

(16.11) Satz. Die Abbildung ||-||, besitzt die Eigenschaften (L) bis (L3) aus § 15; insbesondere
handelt es sich tatsdchlich um eine Norm. Die Relation |, besitzt die Eigenschaften (O, ) bis (O3),
und es gilt der Satz des Pythagoras. Ebenso besitzt die Winkelzuordnung Z, die Eigenschaften
(Wy) bis (W3).

Beweis: Alle Beweise laufen wortwortlich wie in § 15. Wir beschridnken uns auf den Nachweis der Dreiecksunglei-

chung. Diese ergibt sich mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus der Rechnung
bv+w,v+w) = b(v,v)+2b(v,w)+bw,w) < [VIE+2vlplwl +lwlly = Uil + Iwllp)?

und anschliefendem Wurzelziehen auf beiden Seiten. O
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Auch die aus § 15 bekannten Tatsachen iiber Orthogonalprojektionen {ibertragen sich auf allgemeine euklidische Vek-
torrdume. Eine ON-Basis eines euklidischen Vektorraums (V, b) der endlichen Dimension n ist eine geordnete Basis
(v1,...,v,) von V mit der Eigenschaft b(v;,v;) = 6;; fiir 1 <1, j < n. Eine Orthogonalprojektion auf einen Untervek-
torraum U von V ist eine lineare Abbildung 7, : V — U mit der Eigenschaft |, = idy und (v—my(v)) L, U fiir alle
v € V. Wie in § 15 zeigt man: Ist (V, b) ein eukldischer Vektorraum, U ein Untervektorraum der endlichen Dimension
n und (vy, ..., v,) eine ON-Basis von U, dann ist durch 7w : V - U, v — ZZ=1 b(v, v )v, eine Orthogonalprojektion
auf U definiert.

Nicht jede Norm auf einem R- Vektorraum V wird durch ein Skalarprodukt induziert. Ob dies fiir eine vorgegebene
Norm der Fall ist, kann mit Hilfe des folgenden geometrischen Kriteriums iiberpriift werden. Konkrete Beispiele fiir
nicht-induzierte Normen werden wir spiter kennenlernen.

vV+w

1% V—w
geometrische Interpretation der Parallelogrammgleichung:
Die Quadrate der vier Seitenlédngen des Parallelogramms summieren sich zum gleichen Wert wie die Quadrate der Diagonalldangen.

(16.12) Satz. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm || - || auf V wird genau dann durch ein

Skalarprodukt b induziert, wenn fiir alle v,w € V die sog. Parallelogrammgleichung

+wl+llv=wl> = 2(vIP+Iwl®  erfillt ist.

Beweis: ,,=“ Sei b ein Skalarprodukt mit || - || = || - ||, Wir miissen iiberpriifen, dass die Parallelogrammgleichung
in diesem Fall giiltig ist. Tatséchlich gilt fiir alle v, w € V die Gleichung

V+wl?+llv=wl? = bv+w,v+w)+b(v—wv—w) =
b(v,v)+2b(v,w)+ b(w,w) + b(v,v) —2b(v,w) + b(w,w) = 2b(v,v)+2b(w,w) = 2 (||v||2 + ||w||2).
Der Beweis der Richtung ,,<=* ist deutlich aufwéndiger und wird deshalb hier nicht wiedergegeben. m|

Fiir spatere Anwendungen in der Analysis wird es notwendig sein, symmetrische Bilinearformen auf die Eigenschaft
Hpositiv definit“ zu testen. Zunéchst libertragen wir die Definition auf Matrizen.

(16.13) Definition. Eine Matrix A € ./, p wird als positiv definit bezeichnet, wenn die
(eindeutig bestimmte) Bilinearform b auf R" mit der Darstellungsmatrix .#4 (b) = A beziiglich
der Einheitsbasis &, positiv definit ist.

Nach Prop.|(16.4)} angewendet auf die Einheitsbasis &, des R", ist A genau dann positiv definit, wenn A symmetrisch
ist und auferdem 'vAv > 0 fiir alle v € R" mit v # 0 gilt.
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(16.14) Satz. (Hurwitz-Kriterium)

Sei A € ./, eine symmetrische Matrix und A, jeweils die linke obere k x k-Teilmatrix, fir
1 < k < n. Genau dann ist A positiv definit, wenn det(A;) > O fiir 1 < k < n erfiillt ist.

Zunéchst zeigen wir an einem Beispiel, wie man das Kriterium anwendet. Die Matrix A € .#; i gegeben durch

5 1 9
A = 1 19 10
9 10 30

ist positiv definit, denn es gilt

5 1
det((5))=5>0 , det(1 19)=94>0 und detA=961>0.

Bevor wir das Hurwitz-Kriterium beweisen, bemerken wir, dass sich das Verfahren der Gram-Schmidt-Orthonorma-
lisierung auf beliebige endlich-dimensionale euklidische Vektorraume (V, b) libertragen l4sst. Ausgehend von einer
beliebigen Basis (vy, ..., v,) eines solchen Vektorraums erhélt man durch folgende Schritte eine ON-Basis: Nehmen
wir an, es ist k € {0,...,n — 1}, und ein Tupel (uy, ..., u;) mit den Eigenschaften lin{v,,...,v;} = lin{uy,...,u;} und

b(u;,u;) = 6;; fiir 1 <, j < k ist bereits konstruiert. Definiert man nacheinander

J
k
Wisr = ) b(u;, vipu; Uy = Vig1 — W Uy = ||| 0
k+1 jo Vk+1JY%5 > k+1 k+1 k+1 > k+1 k+1llp ®k+1
=1
dann ist auch (uy, ..., U, ux,q) ein Tupel mit den angegebenen Eigenschaften. Durch n-fache Iteration erhélt man
somit eine ON-Basis (uy, ..., u,) des euklidischen Vektorraums (V, b).

Beweis des Hurwitz-Kriteriums:

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein: Fiir k € {1,...,n} sei & = (ey,...,er) jeweils das k-Tupel bestehend aus
den ersten k Einheitsvektoren im R". Dann spannt &, jeweils den Untervektorraum U, = lin(&,) = R x {0}"*
von R" auf. Wir bezeichnen mit b die eindeutig bestimmte Bilinearform auf R" mit der Darstellungsmatrix A und
mit b, jeweils die Einschrdnkung von b auf den Untervektorraum Uy. Nach Definition der Darstellungsmatrix gilt
A =Mg (b) firl<k <n.

»,= Ist A positiv definit, dann gibt es auf Grund der Gram-Schmidt-Verfahrens eine Basis 8 = (vy,...,v,), so dass
By = (v, ..., ;) jeweils eine ON-Basis von U, ist, fiir 1 < k < n. Nach Definition gilt E®) = Mg (b)) fir 1 <k <n,
die Darstellungsmatrizen beziiglich 93, sind also die Einheitsmatrizen. Setzen wir nun T} = T;kk fiir jedes k, dann

erhalten wir nach Satz jeweils
& &
Ay = Mg (b)) = Ty Mg (b)T, = 'TEWT, = 'TT,
und folglich det(A;) = det(T,)? > 0. Denn als Transformationsmatrix ist T} invertierbar, und es gilt det(T}) # O.

»&“ Hier zeigen wir durch vollstdndige Induktion {iber k, dass die Bilinearform b; auf U, positiv definit ist. Setzen
wir A= (ay), dann gilt A; = (a;;), und aus det(A;) > 0 folgt a;; > 0. Dies wiederum bedeutet, dass b, positiv definit
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ist. Fiir jeden Vektor v € U; mit v # 0 gibt es nidmlich ein A € R* mit v = Ae;, und es folgt b(v,v) = A2b(e;,e;) =
A%a;; > 0. Damit ist der Induktionsanfang abgeschlossen.

Sei nun k € IN mit 1 < k < n und setzen wir voraus, dass b, positiv definit ist. Auf Grund des Gram-Schmidt-
Verfahrens existiert eine ON-Basis (u, ..., uy) von Uy beziiglich by. Setzen wir nun w = ey, — 7y, (€x41), dann gilt
w 1, Uy nach Definition der Orthogonalprojektion 7y, . Mit e, ist aulerdem auch w in Uy, \ Uy enthalten. Dies
zeigt, dass durch 8 = (uy, ..., ux, w) eine Basis von Uy, ; gegeben ist. Auf Grund der ON-Eigenschaft von (uy, ..., u;)
und wegen w 1, Uy hat by, beziiglich % die Darstellungsmatrix

E® o
‘%% ( bk+1) = ( ) )
0 a

mit einem geeigneten a € R. Setzen wir nun T = T;;"“, dann gilt wegen Satz|(16.5)|die Gleichung

. s E® o
A = /ﬂgkﬂ(bkﬂ) = tngk 1-/”%(bk+1)T95k vo= tT( 0 a T
Es folgt det(A; ;) = det(T)?a. Nach Voraussetzung ist det(A,,;) > 0, daraus folgt a > 0. Damit kénnen wir nun
zeigen, dass by, positiv definit ist. Sei v € Uj,; mit v # 0. Setzen wir (A4, ..., Ar41) = @4 (v), dann ist mindestens
ein A, ungleich Null, und folglich gilt nach Prop.|(16.4)|dann

M Ay
E® o :
bn(v,v) = (11 e A Akﬂ)(O a )\ = (Al Ak aAkJrl) Iy
k k
A1 Aer1

Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum und b eine symmetrische Bilinearform auf V. Mit Hilfe des Hurwitz-
Kriteriums konnen wir iiberpriifen, ob b positiv definit ist. Bezeichnet nédmlich 98 eine geordnete Basis von V und
A = M 5(b) die entsprechende Darstellungsmatrix, so ist b genau dann positiv definit, wenn A positiv definit ist.
Denn nach Prop. gilt b(v,w) = '®4(v)Ad 4 (w) fiir alle v,w € V. Da &, die Menge V \ {0} bijektiv auf
R™\ {Og»} abildet, gilt also b(v,v) > 0 fiir alle v # 0, genau dann, wenn "vAv > O fiir alle v # Op, erftllt ist.

(16.15) Definition. Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum. Man bezeichnet einen Endomor-
phismus ¢ von V als orthogonal, wenn b(¢(v), ¢ (w)) = b(v,w) fiir alle v,w € V gilt, und
symmetrisch oder auch selbstadjungiert, wenn b(¢(v),w) = b(v, ¢ (w)) fiir alle v,w € V gilt.

Wir zeigen, dass auch diese Eigenschaften wieder an der Darstellungsmatrix von ¢ beziiglich einer ON-Basis von V

abgelesen werden konnen.
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Als erstes bemerken wir, dass in Analogie zu Prop. [(15.24)] gilt

(16.16) Lemma. Eine Matrix A € ./,  ist symmetrisch genau dann, wenn (Av, w) = (v,Aw)
fir alle v,w € R" erfiillt ist.

Beweis: Seien da,g, ..., d,, die Spaltenvektoren von A. Es gilt (Aey, e;) = (Ao, ;) = ag und (e, Ae;) = (ex, dor) = iy
fiir 1 < k,£ < n. Dies zeigt, dass die Matrix A symmetrisch ist, wenn (Av, w) = (v,Aw) fiir alle v,w € R" gilt. Setzen
wir umgekehrt die Symmetrie von A voraus, dann gilt (Ae;,e;) = (e, Ae,) fir 1 < k,£ < n. Sind nun v,w € R"
beliebige Vektoren, v =Y7_, vie; und w=>,_, wye;, dann folgt

n n n n n
(Av,w) = Z vilAeg, w) = Z Z viwe (Aey, ) = viwe (ex, Aey)
k=1 k=1(=1 k=1 (=1
n
= vile,Aw) = (v,Aw). O

k=1

(16.17) Proposition. Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum, 98 eine ON-Basisvon V, ¢ : V —
V ein Endomorphismus und A = .# 4(¢). Der Endomorphismus ¢ ist genau dann orthogonal,

wenn A orthogonal ist und genau dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist.

Beweis: Sei @4 : V — R" die Koordinatenabbildung. Weil 98 eine ON-Basis beziiglich b ist, gilt .# 4(b) = E,.. Nach
Prop. gilt damit

bv,w) = '0z(ME2z(w) = (25(v),25(wW))
fiir alle v,w € V. Nach Definition der Darstellungsmatrix eines Endomorphismus gilt ® 5z(¢(v)) = A® 4(v) fiir al-
le v € V, also b(¢p(v),p(w)) = (AD4(v),AP 4z (w)) fiir alle v,w € V. Insgesamt zeigt dies, dass die Gleichung
b(¢(v), p(w)) = b(v,w) fiir alle v, w € V dquivalent ist zu (Av,Aw) = (v, w) fiir alle v, w € R". Ebenso ist b(¢ (v),w) =
b(v, ¢ (w)) dquivalent zu (Av,w) = (v,Aw) fiir alle v,w € V. O

Das euklidische Skalarprodukt, das wir zu Beginn eingefiihrt haben, l&sst sich durch

n

(v,w) = Zﬁkwk fir v=01,...,vy), w=wq,..,w,)
k=1

zu einer Abbildung C" x C" — C ausdehnen. Wie man durch Nachrechnen unmittelbar iiberpriift, hat diese die
Eigenschaft

(v+viow)=w)+ (v w) , wtw)=(vw)+ (e, (vw) =Anw)
(v, Aw) = A{v, w) und (w,v) = (v,w)
fiir alle v,v’,w,w’ € C" und A € C, wobei A jeweils die zu A konjugiert-komplexe Zahl bezeichnet. Die Abbildung
(-,-) ist ,halb linear* in der ersten Komponente (nur halb, weil das Skalar A beim Herausziehen der komplexen

Konjugation unterworfen wird) und linear in der zweiten Komponente. Auf Grund dieser Tatsache spricht man einer
hermiteschen Sesquilinearform (,,anderthalbfach lineare Form“) auf dem Vektorraum C".
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(16.18) Proposition. Jede symmetrische Matrix A € ./,  besitzt einen reellen Eigenwert.

Beweis: Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass jedes Polynom in C[x] vom Grad > 1 eine Nullstelle besitzt.
Fassen wir das charakteristische Polynom y, von A als komplexes Polynom auf, dann liefert uns das die Existenz einer
Nullstelle A € C von y,. Daraus folgt, dass der Endomorphismus ¢ : C* — C", v — Av den Wert A als Eigenwert
besitzt. Sei v € C" ein beliebiger zugehoriger Eigenvektor, und v = u +iw seine Zerlegung in Real- und Imaginérteil,
mit u,w € R". Es gilt nun

Ayv,vy = (Av,v) = (Av,v) = (Alu+iw),u+iw) = (Au,u)+ (Au,iw) + (A(iw), u) + (A(iw), iw)
= {(Au,u) +i{Au,w) —i{Aw,u) + (Aw,w) = (u,Au) +i{u,Aw) —i(w,Au) + (w,Aw) =
(u,Au) + (W, A(Iw)) + (iw,Au) + (iw, A(iw)) = WA) = WAv) = A{,v).
Division dieser Gleichung durch (v, v) # 0 liefert A = A. Die Nullstelle A von y, ist also reell. O

Wir erhalten das folgenden fundamentale Resultat {iber symmetrische Matrizen.

(16.19) Satz. (Hauptachsentransformation)
Sei A € ., i symmetrisch. Dann gibt es eine orthogonale Matrix T, so dass D = ‘TAT eine
Diagonalmatrix ist.

Beweis: Sei (V, b) ein endlich-dimensionaler euklidischer R-Vektorraum. Wir beweisen durch vollstandige Induktion
iiber n = dimV die folgende Aussage: Ist ¢ : V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus, dann gibt es eine
ON-Basis 9 von V bestehend aus Eigenvektoren von ¢. Fiir n = 1 ist jeder Vektor v € V mit v # 0, zwangslaufig

ein Eigenvektor. Setzen wir v; = mv und & = (v;), so ist & eine Basis mit der gewiinschten Eigenschaft.

Sei nun n € N und dimV = n + 1, und setzen wir die Aussage fiir n voraus. Sei % eine ON-Basis von V. Weil
¢ selbstadjungiert ist, ist A = .# 4(¢) nach Prop. eine symmetrische Matrix. Nach Prop. [(16.18)] besitzt A
einen reellen Eigenwert A; damit gilt dasselbe auch fiir die Abbildung ¢. Sei v € V ein zugehoriger Eigenvektor und
V= ﬁv. Offenbar ist durch

U = {weV]|b(v;,w)=0}

ein Untervektorraum V gegeben. Es gilt ¢(U) C U, denn fiir alle w € U gilt b(vy, p(w)) = b(¢p(v;),w) = b(Av,w) =
Ab(vy,w) = A -0 = 0 und somit ¢(w) € U. Damit ist durch ¢|; ein selbstadjungierter Endomorphismus von U
gegeben. AuSerdem ist dim U = n. Denn die lineare Abbildung v : V. — R, w — b(v;,w) hat U als Kern und ist wegen
Y(av;) = b(vq,avy) = ab(vy,v;) = a fiir alle @ € R surjektiv. Damit folgt dim U = dimker(y)) = dimV —dimR =
(n+1)—1=n.

Wir konnen nun die Induktionsvoraussetzung auf den Endomorphismus ¢ |, anwenden und erhalten eine ON-Basis
(v4, -, Vo1) von U bestehend aus Eigenvektoren von ¢ |;. Wegen v; L, v fiir2<k <n+1ist B =(v,,...,v,) eine

ON-Basis von V mit der gewiinschten Eigenschaft.

Sei nun ¢ der Endmorphismus von R" gegeben durch ¢ : R" — R", v — Av mit der vorgegebenen Matrix A. Es
gilt dann A = #(¢) beziiglich der Einheitsbasis & = (e, ..., e,) von R". Nach Prop.|(16.17)|ist ¢ selbstadjungiert
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beziiglich des euklidischen Standard-Skalarprodukts. Durch Anwendung der soeben bewiesenen Aussage erhalten wir

eine ON-Basis 8 = (v, ..., v,) bestehend aus Eigenvektoren von ¢. Damitist D = .#4(¢) dann eine Diagonalmatrix.

Tragen wir die Vektoren vy, ..., v, als Spalten in eine Matrix T ein, so gilt T = 96,% , und T ist orthogonal, weil die
Spalten von T eine ON-Basis von R" bilden. Es gilt also 'T = T~ = ﬂg‘g . Mit dem Satz vom Basiswechsel aus der
Linearen Algebra erhalten wir D = # 5(¢) = T4 Ms($)T,” = 'TAT. O

Der Vollstandigkeit halber sei noch erwéhnt, dass in Analogie zu den orthogonalen und den symmetrischen Matrizen
die folgenden Begriffe im Komplexen existieren.

(16.20) Definition. Eine Matrix A € ./, ¢ heil’t unitir, wenn ‘AA = E™ und hermitesch,
wenn ‘A = A gilt. Wie die orthogonalen bilden auch die unitiren Matrizen bilden eine Gruppe,
die sog. unitare Gruppe U(n).

In Analogie zu den euklidischen R-Vektorrdumen betrachtet man unitidre C-Vektorrdume. Diese sind mit einer her-
miteschen Sesquilinearform b ausgestattet, die aufRerdem wieder positiv definit ist, also b(v,v) > O fiir alle Vektoren
v ungleich null erfiillt. Den unitdren Matrizen entsprechen die unitdren Automorphismen eines solchen Vektorraums,
die hermiteschen Matrizen den (komplex) selbstadjungierten Endomorphismen.

Auch auf unitidren C-Vektorrdumen kann mit geometrischen Begriffen gearbeitet werden. Man arbeitet mit ihnen
beispielsweise in der Quantenmechanik, wo die unitdren Automorphismen die Zeitentwicklung und Symmetrien ei-
nes quantenmechanischen Systems modellieren, wahrend die selbstadjungierten Endomorphismen zur Beschreibung
von Messungen am System dienen.

Ubrigens ist die wegen der geometrischen Eigenschaften erwiinschte Eigenschaft ,,positiv definit“ der Grund, weshalb
man {iber C an Stelle von Bilinearformen die Sesquilinearformen betrachtet. Positiv definite Bilinearformen auf einem
C-Vektorraum V # {0} gibt es nicht, weil fiir jede Bilinearform b und jeden Vektor v stets b(iv,iv) = ib(v,iv) =
i2b(v,v) = —b(v,v) gilt. Es treten also immer positive und negative Werte auf, sobald b iiberhaupt Werte ungleich
null annimmt.
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