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§ 1. Normen und Metriken

Zusammenfassung. Den Begriff der Norm als ,verallgemeinerte Langenfunktion“ auf einem RR-Vektorraum haben wir schon in
§ 16 der Linearen Algebra kennengelernt. In diesem Kapitel fithren wir mit den p-Normen eine wichtige Klasse von Beispielen
ein. AuBerdem definieren wir den Begriff der Aquivalenz von Normen und zeigen, dass je zwei Normen auf dem R" dquivalent
sind. Die Niitzlichkeit dieser Aussage wird sich spater herausstellen, wenn wir damit nachweisen, dass es bei der Definition der
Stetigkeit und Differenzierbarkeit mehrdimensionaler Funktionen auf die Wahl der Norm nicht ankommt. Man kann sich dann
immer die Norm aussuchen, mit der am einfachsten gerechnet werden kann.

Im Gegensatz zur Norm kénnen Metriken auf beliebigen Mengen definiert werden. Hierbei handelt es sich um eine ,,verallgemei-
nerte Abstandsfunktion®, also eine Abbildung, die je zwei Punkten der Menge einen Abstand zuordnet. Auch dieser Begriff ist im
Hinblick auf mehrdimensionale Funktionen von Interesse. Denn der Definitionsbereich einer solchen Funktion kann eine beliebige
Teilmenge vom R" sein, auf der im Allgemeinen keine Vektorraumstruktur gegeben ist.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel
—  Definition der p-Norm auf R" fiir p € [1,+00].
(Der Nachweis der Dreiecksungleichung erfordert die sog. Holdersche Ungleichung.)
- Definition der Aquivalenz von Normen
— Je zwei Normen auf R" sind dquivalent.
— Definition von Metriken auf beliebigen Mengen

— Jede Norm auf einem R-Vektorraum V induziert eine Metrik auf V.

(1.1) Satz. Auf dem R-Vektorraum V = R" ist fiir jedes p € R, p > 1 durch

— P n —
“x“p - Zi:l |xi|P > X _(xl)"':xn)ev
eine Norm definiert, die sogenannte p-Norm. Eine weitere Norm erhélt man durch

x|l = max{|xq|,...,|x,|} , die Supremumsnorm.
1 n D.

Beweis: Wir tiiberpriifen zunéchst die Normeigenschaften der Supremumsnorm. Offenbar gilt ||x||oc = O genau
dann, wenn |x;| = ... = |x,| = 0 gilt, und dies wiederum genau dann der Fall, wenn x = O, ist. Sei nun x € V und
A € R. Fiir den Beweis der Gleichung [|[Ax||lo = |A|lIx]lco seii € {1,...,n} so gewdhlt, dass |x;| = [x;| fir 1 < j<n
erfiillt ist. Dann gilt auch |Ax;| = |Ax;]| fiir alle j, und es folgt ||Ax||o = [Ax;| = |Al|x;| = |A][|x]|co - Zum Beweis der
Dreiecksungleichung seien x, y € R" vorgegeben. Fiir 1 < i < n gilt jeweils

xi+yil < lxl+lyl <0 llxlleo +Iylloo s
also auch ||x + ¥lleco < ||X|loo + 1Y ]loo- Damit ist || - ||, tatsdchlich eine Norm auf V.

Wenden wir uns nun dem Beweis der Norm-Eigenschaften fiir die p-Norm zu, wobei p € R und p > 1 ist. Fiir jedes

x €V gilt auch hier ||x||, = 0 genau dann, wenn die Betrége |x;| der Koordinaten alle gleich Null sind, und dies ist



wiederum dquivalent zu x = Op,. Fiir alle x € R" und A € R gilt

I2xll, = {2 Al = AYEL Gl = A, €]

Also ist auch die zweite Bedingung erfiillt. Der Beweis der Dreiecksungleichung ist leider nur fiir p = 1 einfach. Hier
folgt sie durch die Rechung

n n n
Ix+yly = Dllx+yl < Dllxl+> vl = lxlh+llyl. D
i=1 i=1 i=1

Fiir den Beweis der Dreiecksungleichung im Fall p > 1 benétigen wir als zusitzliches Hilfsmittel die Holdersche

Ungleichung. Der Beweis dieser Ungleichung erfordert allerdings ein wenig Vorbereitung.

(1.2) Lemma. Seien p,q € R, p,q > 1 mit ;1, + % =1und x,y € R,. Dann gilt

+2,

x1/p y Yo <« x

p q
Beweis: Wir konnen voraussetzen, dass x, y # 0 sind, denn im Fall x = 0 oder y = 0 ist die Ungleichung offensicht-
lich erfiillt. Aus Symmetriegriinden kdnnen wir aullerdem x > y annehmen, da wir ansonsten die Aussage durch
Vertauschung von x und y bzw. p und q auf diesen Fall zuriickfithren kénnen. SchlieBlich kénnen wir auch noch

x > y voraussetzen, denn im Fall x = y reduziert sich die Aussage auf die offensichtliche Ungleichung x < x.

Dividieren wir die Ungleichung durch y und setzen wir & = §, dann erhalten wir auf der rechten Seite den Term
1 1 - 1 S O
8+ = E+1-5 = J(E-1D+1 ,

auf der linken Seite x'/Py /471 = (§)1/1’yl/1’+1/‘5’_1 = £Y/P, Es geniigt also, fiir jedes reelle & > 1 die Ungleichung
glr < %(5 —1)+1 zu beweisen. Setzen wir 1) = & — 1, so erhalten wir nach Subtraktion von 1 auf beiden Seiten die
dquivalente Ungleichung

(n+1DYP—1 < %n fir n>0

Diese kann nun durch den Mittelwertsatz der Differentialrechnung bewiesen werden. Dazu betrachten wir die Funkti-
on ¢(t) = (t +1)"? auf dem abgeschlossenen Intervall [0, n]. Auf Grund des Mittelwertsatzes gibt es ein t, € ]0,n[
mit ¢ (1) — ¢(0) = n¢’(t,). Die linke Seite dieser Gleichung ist gleich (n + 1)'/? — 1, die rechte Seite ist wegen
P'(t) = llj(t + 1)Y/P71 gleich 7 - ll;(fo + 1)YP~1, Wegen t, +1 > 1 und 117 — 1 < 0 kann die rechte Seite durch
%(to +1)VP < %n abgeschitzt werden. |

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus § 15 der Linearen Algebra lésst sich nun verallgemeinern zu

(1.3) Proposition. (Holdersche Ungleichung)
Seien x,y € R", x = (x1,...,x,) und y = (y1,...,¥,), und seien p,q € R mit p,q > 1 und
% + % =1 vorgegeben. Dann gilt

n
Dilxleyil = lxllyll,
i=1



lyil?

Beweis: Nach|(1.2), angewendet auf die nicht-negativen Zahlen ”X ”p und T gilt
‘ , P |2
) bl Lkl 1l <icn
il 1lyillg pllxll,  qllyillg
Daraus folgt
Z |yil < - (l |x; |7 + 1]yl )
IXIIP Iyl I\ plxlly  qllyll
1 1 l 1 1 1
|x; [P + P = = [l + Iylf = —-+- = 1
p || x|l 121: T IIyIIZ 121: : pllxllp qllyllg ™ P q
Durch Multiplikation dieser Ungleichung mit ||x||,||y|l, erhalten wir die Héldersche Ungleichung. m|

Beweis der Dreiecksungleichung fiir die p-Norm, fiir p > 1:

Seien x, y € R" vorgegeben. Wir konnen x +y # Or. annehmen, weil die Dreiecksungleichung ansonsten offensicht-
lich sogar mit Gleichheit erfiillt ist. Sei ¢ € R die eindeutig bestimmte (positive) reelle Zahl mit 1 + 1 =1, ndmlich

q = -. AuBerdem sei z € R" der Vektor mit den Komponenten z; = (x; + y; )P fiir 1 <i < n. Es g1lt dann
n n n n n
lx+yle = Dl+yl < Dbl vl Dyl P = > Il + Y il
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

n 1/q n 1/q
< lxllpllzlly + Nyl llzll, = ||x||p(Z|xi+yi|<P—l>q) +||y||p(Z|xi+yi|@—1M)

i=1 i=1

n (p—1)/p n (r—-1)/p
= ||x||p(2|xi+yilp) +||y||p(2|xi+yi|f’) = lxelly -l + Y 1B+ Qiyll, -l + y (127
i=1 i=1

wobei im vierten Schritt die Holdersche Ungleichung und im sechsten Schritt die Gleichungen q = lﬁ und % = P%l
verwendet wurden. Division durch ||x + .Y||§_1 auf beiden Seiten liefert das gewiinschte Ergebnis.

Die Verwendung vom Index oo bei der Supremumsnorm ist auf Grund der folgenden Beziehung zwischen p-Norm
und Supremumsnorm gerechtfertigt.

(1.4) Proposition. Fiir alle x € R" gilt plin(}o llxll, = llxll oo -

Beweis: Fiir x = 0 ist die Gleichung offensichtlich erfiillt, denn dann gilt ||x||cc = 0 und ||x||, = O fiir alle p € IN. Sei
nun x # 0 und x; die Komponente von x mit dem gréften Betrag. Dann kénnen wir ||x||, auch in der Form

n |X |p 1/p
i
x| (Z kalp)

i=1

schreiben. Alle Summanden mit |x;| < |x,| laufen fiir p — oo gegen Null, wéirend die Summanden mit |x;| = |x;|

konstant gleich 1 sind. Deshalb lauft der Term in der Klammer fiir p — o0 gegen die Anzahl { der Summanden mit

|x;| = |x|. Insbesondere gilt £ < > " < 2¢ fiir hinreichend grolles p. Aus lim Vo= 1im ¥20=1 folgt nun
p—)OO p—>oo

i=1 |x;|P




mit dem Sandwich-Lemma aus der Analysis einer Variablen

n

p 1/p
. _ . |x;] B B
lim [lxl, = |xl- lim (> = Il = lxllee. =
p—00 p—00 pry |xk|P

Haufig lassen sich Normen durch eine Konstante gegeneinander abschétzen. So gilt fiir alle x € R" zum Beispiel

n 1/2
bl = (leklz) < PV = Vilkle
k=1

wobei x; wieder eine Komponente von x mit maximalem Betrag |x;| bezeichnet. Eine ebenso einfache Rechnung
zeigt ||x||lco < |lx||5. Zwischen der 1- und der Supremumsnorm hat man die Abschitzungen ||x||; < n||x||o und

lIxlloo < [lxll;-

(1.5) Definition. Zwei Normen ||-|| und ||-|| auf einem R-Vektorraum V werden als dquivalent

bezeichnet, wenn reelle Konstanten y,,y, > 0 mit der Eigenschaft

rllxll < xlll < 7yl fiir alle x € V existieren.

Offenbar gleichwertig mit dieser Bedingung ist die Existenz von reellen Konstanten 6, 6, > 0 mit ||x|| < & ]|x||" und
lx|l” < 6,lx|| fiir alle x € V.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass jede Norm auf einem R-Vektorraum V zu sich selbst dquivalent ist. Ist eine Norm

|- || auf V dquivalent zu || - ||’, dann ist auch || - || 4quivalent zu || - ||. Sind || - ||, || - |I', || - ||” drei Normen auf V, wobei

|// |//

|| - || d4quivalent zu || - ||’ und || - || 4quivalent zu || - ||, dann ist auch || - || &quivalent zu || - ||”. Die Ausarbeitung der
Details ist eine leichte Ubungsaufgabe. Man fast die drei Aussagen zusammen in der Feststellung, dass durch den

Begriff der Aquivalenz auf der Menge der Normen von V eine Aquivalenzrelation gegeben ist.

Dem Begriff der Aquivalenz lisst sich folgendermafRen eine anschauliche Bedeutung geben. Fiir alle r € R™ und

a € V bezeichnen wir mit
Bi(a) = {xeV|lx—al<r} bzw. Bi(a) = {xeV|lx—al<r}

den offenen bzw. abgeschlossenen Ball vom Radius r um den Punkt a beziiglich der Norm || - ||. Ebenso definieren
wir By und B”_H,’r fiir die Norm || - ||. Die folgende Graphik zeigt die abgeschlossenen Bélle einiger Normen auf

dem R?, wobei der blaue Punkt jeweils den Koordinatenursprung kennzeichnet.

{x eR?[llxll, <1} {x eR?|llx|l < 1} {x eR? | llxfloo <1}



(1.6) Proposition. Sei 6 € R*. Dann ist die Ungleichung ||x|| < &||x|| fiir alle x € V gleichbe-
deutend mit By .(a) € B 5,(a) fiir a € V und r € R*. Eine entsprechende Aussage gilt auch
fiir die abgeschlossenen Balle.

Beweis: Wir beschrianken uns darauf, die Aquivalenzaussage fiir die offenen Bille zu beweisen.

»2=>“ Setzen wir ||x||" < &||x|| fiir alle x € V voraus. Ist nun x € By ,(a) vorgegeben, dann gilt ||x —al| < r, damit
Sllx —all < 6r und [|x —all < &r. Es folgt x € B 5,(a).

»<“ Nehmen wir an, dass By ,(a) € By s.(a) fiir alle r € R* und a € V erfiillt ist, zugleich aber ein x € V mit
llx|l” > &llx|| existiert. Setzen wir r = ||x||’, dann gilt ||6x]|| = &]|x|| < r und somit 5x € By, (Oy). Andererseits ist

llx|" =r, also ||5x|| = 6r und damit 5x ¢ B 5,(0y). Dies steht zur angenommenen Inklusion im Widerspruch. 0O

Dem folgenden Resultat hat fiir die Analysis endlich-dimensionaler Vektorrdume eine zentrale Bedeutung.

(1.7) Satz. Aufjedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V sind je zwei Normen dquivalent.

Wir schicken dem Beweis von [(1.7)] ein einfaches Lemma voraus.

(1.8) Lemma. Seien V,W zwei R-Vektorrdume, ¢ : W — V eine injektive lineare Abbildung

und || - || eine Norm auf V. Dann ist durch ||w||’ = ||¢(w)|| eine Norm auf W definiert.
Beweis: Wir iiberpriifen, dass die Abbildung || - ||’ die Eigenschaften einer Norm besitzt, indem wir diese auf die
Norm-Eigenschaften von || - || zuriickfithren. Zunéchst gilt |0y ||” = [|¢ (0 )]l = [|0y || = 0. Ist w € W ein Vektor mit

[lw]|" = 0, dann folgt || (w)|| = 0 = ¢(w) = 0y und somit w = 0y, auf Grund der Injektivitit von ¢. Fiir alle w € V
und A € R gilt || Aw]]" = [|lp(Aw)|| = A (W)l = |Alll¢ (w)]| = |All|w|l’, und fiir vorgegebene w,,w, € V ist wegen
wy +wyll" = llp(wy + wo)ll = llg(wq) + pw)Il < llpwll + I¢(wo)ll = llwy I’ + llw,||" die Dreiecks-Ungleichung

erfiillt. |
Beweis von |(1.7)k

Seien || - || und || - || zwei Normen auf V. Beim Nachweis der Aquivalenz beschrinken wir uns zunichst auf den Fall
V = R4, fiir beliebiges d € IN. Es geniigt zu zeigen, dass || - || Aquivalent zur 1-Norm || - ||; ist. Weil || - || ndmliche eine

beliebig gewihlte Norm ist, folgt aus dem Beweis dann auch die Aquivalenz von || - || und || - ||, und auf Grund der
Bemerkungen von oben erhalten wir somit insgesamt die Aquivalenz von || - || und || - ||'.

Sei 6, = max{||e; ||, ..., |le4l|}, wobei e; € RY jeweils den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Fiir einen beliebigen Vektor
veR"mitv = (vq,...,v,) gilt dann

d

E Vi€

i=1

vl =

d d
< Dvlllell < &> vl = &ilvih.
i=1 i=1

Um zu zeigen, dass auch eine Konstante 6, mit der Eigenschaft ||v||; < &8,||v]| existiert, betrachten wir die Menge
S ={weR?||wl; = 1} und definieren y = inf{ |w|| | w € S}. Angenommen, wir konnen zeigen, dass y > 0
ist. Fiir einen Vektor v € RY, v # Opa ist w = ||v||;1v in S enthalten, es gilt also ||v||;1||v|| = |lw|| = y und somit



[IVIl; < y~Hv|. Im Fall v = Opq ist die Ungleichung ||v||; < y}||v|| offenbar auch erfiillt. Setzen wir also 6, = 3,

dann gilt ||v||; < &,||v|| fiir alle v € R%, und die Aquivalenz der beiden Normen ist damit bewiesen.

Die Ungleichung y > 0 erhalten wir durch den folgenden Widerspruchsbeweis. Angenommen, es ist y = 0. Dann
gibt es eine Folge (w™), . von Vektoren w™ € § mit lim,, ||[w(™|| = 0. Wegen ||[w™||; = 1 gilt jeweils |W5n)| <1 fir
die Komponenten von w™ (fiir alle n € IN, 1 < i < d). Insbesondere die Folge (w(ln))nelN ist also ganz im Intervall
[—1, 1] enthalten. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf$ aus der Analysis einer Variablen gibt es eine Teilfolge von

(w(ln))nelN, die gegen eine Zahl a; € R konvergiert. Durch Ubergang zu einer Teilfolge von (w,),c kénnen wir also

(m _

erreichen, dass lim, w;’ = a; erfiillt ist. Indem wir die Folge noch weiter ausdiinnen, kénnen wir sogar

m

i

lim w

a; fir 1<i<d annehmen.
n—oo

Setzen wir a = (ay, ..., ay) € R, so folgt lim,, ||la—w™)||; = lim, Zle la; —WE“)| = 0. Aus w™ € S folgt nun einerseits
lw|| = 1 fiir alle n € IN und somit auch
d

d
— . — : (n) — : (n) —
lal, = >lal = ngrgozlwm = lim W™l = 1.

i=1

Also ist auch a in S enthalten. Betrachten wir andererseits fiir jedes n € IN die Ungleichung ||a|| < [la—w™||+|lw®™)]| <
51lla—w™||; + ||w™|| und lassen wir n gegen Unendlich laufen, so folgt ||al| = 0. Auf Grund der Norm-Eigenschaft
von || - || miisste a = Ogq gelten. Aber in diesem Fall kann a kein Element von S sein, denn es gilt ||Orq||; = 0. Wir

haben die Annahme y = 0 auf einen Widerspruch gefiihrt. Damit ist der Beweis fiir V = R? insgesamt abgeschlossen.

Sei nun V ein beliebiger d-dimensionaler R-Vektorraum, und seien || - || und || - || zwei Normen auf V. Aus der
Linearen Algebra ist bekannt, dass je zwei R-Vektorrdume derselben Dimension isomorph sind. Es gibt also einen
Isomorphismus ¢ : RY — V von R-Vektorrdaumen. Nach sind durch [[v]l, = [[¢ ()|l und V], = l¢(W)I
Normen auf R? definiert. Wie wir bereits gezeigt haben, sind zwei Normen auf R¢ Aquivalent, also gibt es Konstanten
51,6, € R* mit [|v|| < &,|Ivll, und [|v]l, < &,|lv|l’ fiir alle v € RY. Fiir ein beliebig vorgegebenes w € V setzen wir
v = ¢ }(w). Es gilt dann ¢ (v) = w und folglich

wl” = lleMI" = Ivll, < &lvll, = &illeMI = & lwll.
Genauso beweist man die Abschitzung ||w|| < &,||w]|’. |
Wie bereits erwahnt, liefert eine Norm || - || auf einem R-Vektorraum V einen Abstandsbegriff: Sind x, y € V, dann

kann ||y — x|| als Abstand der Punkte x und y interpretiert werden. Fiir die folgende Theorie ist es aber wiinschens-
wert, auch auf allgemeineren Mengen einen Abstandsbegriff zur Verfiigung zu haben. Eine solche allgemeinere Fas-
sung erhilt man durch den Begriff der Metrik.

(1.9) Definition. SeiX eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R, mit
den folgenden Eigenschaften.

(i) Fir alle x,y € X gilt d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.
(ii) Esgiltd(x,y)=d(y,x) fiir alle x,y € X.
(iii) Fiir alle x, y,z gilt d(x,2) < d(x,y)+d(y,z). (Dreiecksungleichung)

Das Paar (X, d) bezeichnet man als metrischen Raum.



Genau wie bei den normierten Vektorrdumen definieren wir

(1.10) Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Fiir jeden Punkt x € X und jede Zahl
r € R" bezeichnet man B,(x) = {y € X | d(x,y) < r} bzw. B,(x) = {y € X | d(x,y) < r} als
den offenen bzw. den abgeschlossenen Ball vom Radius r um den Punkt x.

Durch die folgende Bemerkung konnen die normierten Vektorraume den metrischen Rdumen untergeordnet werden.

(1.11) Proposition. Sei (V,]| - ||) ein normierter Raum und X C V eine Teilmenge. Dann ist
durch die Definition d(x,y) = ||x — y|| fiir x, y € X eine Metrik auf X gegeben. Man nennt sie

die von der Norm || - || induzierte Metrik.

Beweis: Wir tiberpriifen die Bedingungen (i) bis (iii) aus der Definition. Fiir alle x € X gilt d(x,x) = |[|x — x| =
[0y || = 0. Sind umgekehrt x,y € X mit d(x,y) = ||x — y|| = 0, dann folgt x — y = 0, aus der Normdefinition und

somit x = y. Damit ist (i) bewiesen. Fiir alle x, y € X gilt

dix,y) = llx=yll = D=1 = [=1lly—xlI = ly—xl = d@x) ,

also ist auch Bedingung (ii) giiltig. Seien schlieflich x, y,z € X vorgegeben. Aus der Dreiecksungleichung fiir die
Norm folgt dann d(x,2) = |lx —z|| = [[(x = y) + (y —=2)| < lIx = ¥l + ly —=ll = d(x, y) + d(y,2). O

Ist speziell V = R? fireind € Nund || - || = || - Il,
induzierte Metrik mit d,. Ein wichtiger Spezialfall ist die von jeder p-Norm auf R! = R induzierte Metrik gegeben

fiir ein p € R mit p > 1 oder p = 00, dann bezeichnen wir die

durch d(x,y) = |x —y| fir x, y € R, die wir auch als Standardmetrik auf R bezeichnen.

Allgemein wird nicht jede Metrik von einer Norm induziert, selbst dann nicht, wenn die unterliegende Menge X

Teilmenge eines R-Vektorraums ist. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.

(1.12) Definition. Auf jeder Menge X ist die diskrete Metrik 65 folgendermaf3en definiert:
Fiir alle x € X ist 6x(x,x) =0, und fiir alle x, y € X mit x # y setzt man &y (x,y) =1.

Die Uberpriifung der Metrik-Eigenschaften von &y ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. Ist nun V ein minde-
stens eindimensionaler R-Vektorraum, dann wird 6, nicht durch eine Norm ||-|| auf V induziert. Denn nehmen wir an,
dies wire doch der Fall. Fiir einen beliebigen Vektor v # 0, gilt dann 6, (v,0,) = ||v|| und &6, (2v,0,) = ||2v|| = 2]||v|.
Aus der ersten Gleichung und der Definition der diskreten Metrik folgt dann ||v|| = &y (v,0y) = 1. Durch erneute
Anwendung der Definition erhalten wir dann aber den Widerspruch 1 = 6,(2v,0,) = ||12v|| = 2||v]| = 2.

Fiir das Versténdnis ist es auch hilfreich sich zu iiberlegen, wie die offenen bzw. abgeschlossenen Bille beziiglich der
diskreten Metrik auf einer Menge X aussehen: Fiir alle x € X und r < 1 ist B,(x) = B,(x) = {x}. Fiir r = 1 gilt
B,(x) = {x} und B,(x) = X. Im Fall r > 1 gilt schlieRlich B,(x) = B,(x) = X.



§ 2. Konvergenz in metrischen Rdumen

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Definition der Konvergenz, die wir aus dem ersten Semester fiir
Folgen reeller Zahlen definiert haben, auf Folgen in beliebigen metrischen Rdumen. Wie dort ist auch hier das Ziel, der ungenauen
Aussage, dass eine Folge (x(™), o in einem metrischen Raum (X, dy) sich einem Punkt a € X ,nihert*, oder dass der Abstand
zwischen x™ und a ,,immer kleiner wird“, eine prizise Bedeutung zu geben. Wihrend der Abstand in R durch den Absolutbetrag
|x™ — a| gemessen wird, iibernimmt diese Aufgabe nun mit dem Ausdruck dy(x™,a) die Abstandsfunktion d, des metrischen
Raums.

In der Analysis einer Variablen haben wir festgestellt, dass die Konvergenz von Folgen auch mit Hilfe der Cauchyfolgen-Eigenschaft
iiberpriift werden kann, was den Vorteil hat, dass man fiir dieses Kriterium den Grenzwert a nicht zu kennen braucht. Wir wer-
den sehen, dass dies in vielen Féllen auch in metrischen Rdumen mdglich ist. Zum Schluss beweisen wir den sog. Banachschen
Fixpunktsatz, ein wichtiges Hilfsmittel zur praktischen Bestimmung von Grenzwerten. Daneben spielt dieser Satz auch fiir die
Theorie eine wichtige Rolle; unter anderem werden wir mit ihm sim néchsten Semester die eindeutige Losbarkeit einer gro3en
Klasse von Differenzialgleichungen beweisen.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  Grenzwerte in metrischen Rdumen, konvergente und divergente Folgen

—  Vektorrdume mit dquivalenten Normen haben die gleichen konvergenten Folgen.

Cauchyfolgen und Vollstandigkeit metrischer Raume

Banachscher Fixpunktsatz

In der Analysis einer Variablen haben wir die Schreibweise (x, ), fiir Folgen reeller Zahlen verwendet. Als mathe-
matisches Objekt ist eine solche Folge lediglich eine Abbildung IN — R. Unter einer Folge in einem metrischen Raum
(X, d) verstehen wir nun entsprechend eine Abbildung IN — X und verwenden fiir solche Folgen Bezeichnungen der
Form (x™), .. Den Index n des Folgengliedes setzen wir nach oben, da es sich bei unseren metrischen Riumen oft
um Teilmengen des R™ handelt und wir den unteren Index zur Bezeichnung der Komponenten des Vektors benotigen.
Die Komponenten eines Folgenglieds x( im Vektorraum R™ bezeichnen wir iiblicherweise mit xl((”) firl<k<m.
In dieser Schreibeweise gilt dann x™ = (xi"), e xf:)).

(2.1) Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum, (x™), .y eine Folge in X und a € X ein
Punkt. Man sagt, die Folge konvergiertin (X, d) gegen a und schreibt

lim x™ = a ,
n—,oQ

wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass x € B,(a) fiir alle n > N gilt. Der Punkt a
wird in diesem Fall ein Grenzwert der Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X
konvergiert, bezeichnet man als divergent.

Nach Definition ist die Bedingung x € B,(a) dquivalent zu d(x,a) < . Die Konvergenz der Folge (x), o ist also
dquivalent dazu, dass
lim d(x(”), a) = 0 gilt. 2)
n—oo



Die folgende Abbildung zeigt, wie man sich die Konvergenz im R? aussehen konnte: Egal wie klein die graue Um-
gebung des rot eingezeichneten Grenzpunktes a gewéhlt wird, es liegen immer alle bis auf endlich viele Punkte
innerhalb der Umgebung und nur endlich viele au3erhalb.
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Im speziellen metrischen Raum (R, d,) ist die Konvergenz einer Folge (x™) . gegen einen Punkt a € R gleich-
bedeutend mit der Konvergenz, wie wir sie in der Analysis einer Variablen definiert haben. In diesem Fall hat die
Bedingung einfach die Form lim,, |x™ —a| = 0. Wie in der Analysis einer Variablen gilt auch hier

(2.2) Proposition. Jede Folge in einem metrischen Raum hat hochstens einen Grenzwert.

Beweis: Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x(), eine Folge in X. Nehmen wir an, dass die Folge in (X,d)
die beiden Grenzwerte a, b € X besitzt, wobei a # b ist. Sei ¢ = d(a, b). Dann gibt es ein N € IN, so dass zugleich
d(x™, a) < %s und d(x™, b) < %s fiir alle n > N erfiillt ist. Dies fiihrt nun zu dem Widerspruch

e = d(ab) < dlaxM)+dx™M,b) < le+ie = e O

Beziiglich der diskreten Metrik l&dsst sich die Konvergenz einer Folge besonders einfach beschreiben.

(2.3) Proposition. Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge (x™), <y im metrischen Raum
(X, 6x) ausgestattet mit der diskreten Topologie konvergiert genau dann gegen einen Punkt
a € X, wenn ein N € N mit x(" = q fiir alle n > N existiert.

Beweis: ,<“ Sei N eine natiirliche Zahl mit der angegebenen Eigenschaft und € > 0 vorgegeben. Fiir alle n > N
gilt dann 55 (x™,a) = 5x(a,a) = 0 < ¢, also ist die Konvergenzbedingung erfiillt. ,=“ Nach Voraussetzung gibt
es fiir e = 1 ein N € IN, so dass 6x(x™,a) < 1 fiir alle n > N gilt. Weil 6y nur die Werte 0 und 1 annimmt, ist
5y (x™ a) =0 fiir alle n > N. Nach Definition der diskreten Metrik bedeutet dies wiederum x™ = q fiir alle n > N.
O

(2.4) Proposition. Sei V ein R-Vektorraum mit zwei dquivalenten Normen || - || und || - ||’, und
seien d, d’ die beiden von den Normen induzierten Metriken. Sei a € V und (x™), ¢y eine Folge.
Genau dann konvergiert die Folge (x(), . gegen a im metrischen Raum (V,d), wenn sie im
metrischen Raum (V,d’) gegen a konvergiert.

Beweis: Nach Definition der Aquivalenz gibt es Konstanten §,5’ € R* mit ||v|’ < §||v|| und ||v|| < &’||v||’ fiir alle

v € V. Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen: Konvergiert (x™), . im Raum (V,d) gegen a, dann auch im



Raum (V,d"). Setzen wir ersteres also voraus. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein N € IN mit ||xW—al| = d(x™,a) < 6 '¢
fiir alle n > N. Es folgt dann

dx™a) = |Ix™—q| < §IIx™W—qa| < 665 = ¢ fiir allen > N.
Dies zeigt, dass (x(™), < im metrischen Raum (X, d’) konvergiert. |

Nach|[(1.7)]sind je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum &quivalent. Sei V ein solcher Vektor-
raum, ||-|| eine beliebige Norm, d die induzierte Metrik und X C V eine Teilmenge. Bezeichnen wir die Einschrankung
der Abbildung d auf die Teilmenge X x X C V x V ebenfalls mit d, so ist (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge in X
bezeichnen wir als konvergent gegen einen Punkt a € X, wenn sie im metrischen Raum (X, d) gegen a konvergiert.
Nach ist diese Definition von der Wahl der Norm || - | unabhéngig.

(2.5) Satz. Seim € IN. Eine Folge (x™),c im R™ konvergiert genau dann gegen einen Punkt

a € R™, wenn lim x,(cn) = qq fiir 1 < k < m erfiillt ist.
n—oo

Beweis: ,<“ Wie im Absatz zuvor erliutert wurde, geniigt es zu zeigen, dass (x(™),y im metrischen Raum
(R™,d.,) gegen a konvergiert. Sei ¢ € R* vorgegeben. Auf Grund der Voraussetzung gibt es fiir jedes k € {1, ..., m}
ein N, € IN, so dass jeweils |X,(<n) —ai| < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist. Setzen wir N = max{Nj, ..., N,,}, dann gilt fiir
alle n > N die Abschitzung

doo(x™,a) = xP—alle = max{lx{" —ajl,...x"—a,l} < e

Nach Definition bedeutet das, dass (x™), im metrischen Raum (R™, d.) konvergiert.

(n) _
b=

,2= Sei (xM), . eine Folge, die im metrischen Raum (R™, d.,) gegen a konvergiert. Zu zeigen ist lim, x
fiir 1 < k < m. Sei dazu ¢ € R* vorgegeben und N € IN so gewihlt, dass do (x™, a) < ¢ fiir alle n > N gilt. Dann

folgt

P —al < max{xV—agl e X0 =g} = kP —alee = dox™®@) < e
fiir alle n > N und 1 < k < m. Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Beispielsweise ist die Folge (a,),cn im R? gegeben durch a,, = (%,(—1)”) divergent, weil die zweite Komponente
(—1)™ der Folge divergiert. Die Folge (b, ) e gegeben durch
2 3n°—7n+6
p =142 302 =7nt6
n 4n®-5

ist dagegen konvergent, es gilt

) , 2\ . 3n*—7n+6) 3
0D, O = (nli%lo(”g)’nlf‘.}o‘mz—_s) = @9

(2.6) Definition. Eine Folge (x(™), . ein einem metrischen Raum (X, d) wird Cauchyfolge
genannt, wenn fiir jedes ¢ € R* ein N € IN existiert, so dass d(x™, x™) < ¢ fiir alle m,n € IN
mit m,n > N gilt.



(2.7) Proposition. SeiV ein R-Vektorraum mit zwei dquivalenten Normen || - || und || - ||, und
seien d,d’ die beiden von den Normen induzierten Metriken. Sei (x(™),. eine Folge. Genau
dann ist die Folge (x(™), < eine Cauchyfolge in (V, d), wenn sie eine Cauchyfolge in (V,d’) ist.

Beweis: Dieser Beweis ist dem Beweis von [(2.4)| iiber die Konvergenz sehr dhnlich. Die Ausfithrung der Details ist
eine leichte Ubungsaufgabe. |

Da je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V &quivalent sind, konnen wir in Teilmengen
X C V von Cauchyfolgen schlechthin sprechen, ohne Festlegung einer Metrik. Gemeint ist dann immer die Cauchy-

folgen-Eigenschaft beziiglich der von einer (beliebig gewdhlten) Norm induzierten Metrik.

Jede konvergente Folge (x(™), ¢\ in einem metrischen Raum (X, d) mit einem Grenzwert a € X ist auch eine Cauchy-
folge. Sei namlich ¢ € R* vorgegeben und N € IN so gewihlt, dass d(x™,a) < %s fiir alle n > N erfiillt ist. Dann
folgt d(x™, x™M) < d(x™, a) + d(a, x™) < %E + %s =¢ fiir alle m,n > N.

Andererseits gibt es in einigen metrischen Rdumen durchaus Cauchyfolgen, die nicht konvergieren. Als Beispiel be-
trachten wir (Q, d) mit der Metrix d(a, b) = |a—b|. Aus der Analysis einer Variablen ist bekannt, dass jede (rationale
oder irrationale) Zahl als Grenzwert einer Folge rationaler Zahlen dargestellt werden kann. Zum Beispiel gibt es eine
Folge (x() . in @, die gegen v2 (im gewdhnlichen Sinn) konvergiert. Diese Folge ist in (Q, d) eine Cauchyfolge,
denn fiir vorgegebenes £ € R* kénnen wir ein N € IN mit |x(™ — v2| < %8 fiir alle n > N finden, und es gilt dann
d(x™, xM) =[x — x| < |xM — 2] +]|v/2—xM| < %8 + %8 fiir alle m,n > N. Aber andererseits ist (x™), o im
metrischen Raum (Q, d) nicht konvergent, denn das wiirde bedeutet, dass (x™),y zwei verschiedene reelle Grenz-
werte im gewdhnlichen Sinn besitzen wiirde, nimlich neben v/2 noch einen rationalen. Dies ist, wie wir bereits aus

der Analysis einer Variablen wissen, unméglich.

(2.8) Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heilt vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in
(X, d) konvergiert. Ein normierter R-Vektorraum, der vollstdndig beziiglich der induzierten Me-
trik ist, wird Banachraum genannt.

In endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen ist diese Bedingung immer erfiillt.
(2.9) Satz. Jeder normierte, endlich-dimensionale IR-Vektorraum (V, || - ||) ist ein Banachraum.

Beweis: Zunichst betrachten wir den Fall V = R? fiir ein d € IN. Sei (x™), eine Cauchyfolge in V. Dann ist
(x™),cn insbesondere eine Cauchyfolge im metrischen Raum (R?, d). Wir zeigen, dass die Folgen (x,E"))HE]N flr
1 < k < d Cauchyfolgen im Sinne der Analysis einer Variablen sind. Sei dazu k € {1,...,d} beliebig gewéhlt und
e € R* vorgegeben. Weil (x(™),c eine Cauchyfolge ist, gibt es ein N € N, so dass do,(x™,x™) < ¢ fiir alle
m,n > N erfiillt ist. Es folgt

P =xPl < max{b” —x (Pl k{0 =xP) = I —xPllg = deo™x™) < e



(n)
k

fiir alle m,n = N. Also ist jede Folge (x, ’),en) tatsidchlich eine Cauchyfolge in R. Aus der Analysis einer Variablen

ist bekannt, dass jede Cauchyfolge in R konvergiert. Es gibt also a;, ...,a; € R, so dass

lim xV = q fir 1<k<d

n—o0

erfiillt ist. Nach|(2.5)|konvergiert die Folge (x(), )y im metrischen Raum (R¢, d, ) gegen den Punkt a = (ay, ..., a;).

Sei nun V ein beliebiger endlich-dimensionaler R-Vektorraum. Wegen und geniigt es zu zeigen, dass V
beziiglich irgendeiner Norm vollstindig ist, die wir frei wihlen konnen. Weil d = dim V' endlich ist, gibt es einen
Isomorphismus ¢ : RY — V von R-Vektorrdaumen. Nach ist auf V durch ||v]| = ||¢ ' (v)||e auf V eine Norm
definiert. Sei nun (y™),y eine Cauchyfolge in V beziiglich der durch || - || induzierten Metrik, die wir mit d
bezeichnen. Fiir jedes n € IN sei x™ = ¢~1(y™). Fiir alle m,n € IN gilt

doo(x™,xM) = doo(@7' (Y™, = NeT M) =Tl =
ly™=y®@I = dy(y™,y™)

nach Definition, also ergibt sich aus der Cauchyfolgen-Eigenschaft von (y™), <y in (V,d;) dieselbe Eigenschaft fiir
die Folge (x(), o in (RY, do ). Wie bereits gezeigt, konvergiert die Cauchyfolge (x™), oy in (R?, do,) gegen einen
Grenzwert a € RY. Sei nun b = ¢(a) € V. Fiir alle n € IN gilt dann

doo(x™,0) = doo(@7' ™), 07 (D) = 67O —¢ Do = Iyl = dy(y™,b).

Aus der Konvergenz von (x(), . gegen a im metrischen Raum (RR¢,d.,) ergibt sich also die Konvergenz von
(y")pew gegen b in (V,dy). O

Wir betrachten nun eine wichtige Situation, in der die Vollstdndigkeit eines metrischen Raumes verwendet wird.

(2.10) Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung ¢ : X — X wird Kontrakti-
on genannt, wenn eine Konstante y € ]0, 1[ existiert, so dass d(¢(x), ¢ (y)) < yd(x, y) fiir alle
x,y € X erfillt ist.

Diese Eigenschaft einer Abbildung ist entscheidend fiir den

(2.11) Satz. (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Dann besitzt jede Kontraktion ¢ : X — X genau
einen Fixpunkt. Es gibt also ein eindeutig bestimmtes z € X mit ¢(2) = 2.

Beweis: Existenz: Seiy € R eine Konstante mit y < 1 und d(¢(x), ¢ (¥)) < yd(x, y) fiir alle x, y € X. Wir wihlen
x© € X beliebig und definieren rekursiv x"*1 = ¢ (x() fiir alle n € IN. Als erstes schitzen wir nun die Abstinde
d(x™, x("*P) fiir beliebige n, p € IN ab. Fiir jedes n € IN gilt

D, XDy = d(H(x™), ) < yd(x ™, X



und durch vollstindige Induktion iiber p zeigt man leicht
d(xcmP) Py <P (o) x (D),

Mit der Summenformel Zi;é v = (1 —yP)/(1 —y) aus der Analysis einer Variablen und der Dreiecksungleichung
erhalten wir fiir alle p € IN jeweils
p—1

p—1
d(x™, xm)) < d(0 x ki) < Z red(x®, xmH)y - =
k=0 k=0

ﬂd(x(”), x(n+1)) < Ld(x(”), x(n+l)) < Y—nd(x(o), x(l)).
1—y 1—y 1—vy
Wegen lim,, y" = 0 ist (x™), o,y somit eine Cauchyfolge in X. Auf Grund der Vollstandigkeit von (X, d) existiert der

Grenzwert z = lim x™.
n—oQ

Um zu zeigen, dass z ein Fixpunkt von ¢ ist, beweisen wir, dass die Folge (x™), v auch gegen ¢ (z) konvergiert. Ist
¢ € R* vorgegeben, dann existiert ein N € IN mit d(x(, 2) < ¢ fiir alle n > N. Daraus folgt

dx"™,¢=) = d@(x™),¢() < ydxPz) < ye < ¢
fiir alle n > N. Es folgt ¢(z) = lim, x(**?) = lim, x(" = 2.

Eindeutigkeit: Angenommen, z' € X ist ein weiterer Fixpunkt von ¢. Aus ¢(z) = z und ¢(z’) = 2’ folgt dann
d(z,2")=d(¢(2), 9(2")) < yd(z,2"). Wegen y < 1 ist dies nur fiir d(z,2") = 0, also z = z’, moglich. O

(2.12) Proposition. Fiir den Abstand der Folgenglieder zum Fixpunkt z hat man die
,»,a priori“-Abschétzung

n
dx™,z) < 1Y—d(x(0),x(1)).
—y

Beweis: Es gilt die Abschétzung

dxP,2) < A, A ,z) = A, x) +d(g (M), $(@))
< A, xD)+yd(x,5)

was zu (1 —y)d(x™,2) < y"d(x©@,xV) = d(x™,2) < %d(x(o), x™M) umgeformt werden kann. O

Als Anwendungsbeispiel setzen wir uns zum Ziel, den Wert von +/2 numerisch durch Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes mit hoher Genauigkeit zu bestimmen. Der naheliegende Ansatz, +2 als Fixpunkt der Abbildung
¢(x) = % zu betrachten, fiihrt nicht zum Ziel, weil diese Abbildung in einer Umgebung von +/2 keine Kontrak-
tion ist. Statt dessen definieren wir ¢ : R* — R durch ¢(x) = %(x + %). Die Zahl +/2 ist auch ein Fixpunkt dieser

Abbildung, wie die Rechnung ¢ (v2) = 2(v/2 + %) = %(ﬁ+ V2)= %(2\/5) = /2 zeigt.

Zunichst weisen wir nach, dass ¢ auf dem Intervall X = [1, %] eine Kontraktion ist. Es gilt ¢'(x) = % — % fir alle
x € R*. Auf dem offenen Intervall ]1, %[ gilt die Abschétzung

-1 = ¢ < ) < & = ¢D



und somit |¢’(x)| < % fiir alle x €]1, %[. Seien nun x,y €[1, %] vorgegeben. Nach dem Mittelwertsatz der Differen-

tialrechung gibt es ein x; € ]1, %[ mit

P(x)—¢()
-y

X

¢'(x0) = & d(x)— ()= (x0)(x —y).

Es folgt |p(x) — p(¥)| = |9 (x)llx —y| < %lx — y|. Also ist ¢ auf X tatsdchlich eine Kontraktion, und mit der
Konstanten y = % ist die Abschitzung |¢(x) — ¢ (¥)| < ylx — y| erfiillt. Definieren wir nun x(® = 1,5 und x™*D =
¢ (x™) fiir alle n € IN, dann erhalten wir die Werte

AER |
0]l 1,5
1 || 1,41666666666666667
2 || 1,41421568627450980
3 || 1,41421356237468991
4 (| 1,41421356237309505

Die Abstand |x(®—x()| kann durch den Wert 0,084 nach oben abgeschitzt werden. Auf Grund der Fehlerabschitzung
(2.12)| gilt nach vier Schritten |x* — +/2| < 0,105, nach zwanzig Schritten |x*® — /2| < 1,6-1077. Die Tabelle zeigt
aber, dass die Approximation in der Praxis deutlich besser ist: Es gilt v/2 ~ 1,414213562373095048801, also sind
schon fiir das Folgenglied x® alle 17 angegebenen Nachkommastellen korrekt. Statt in der GroRenordnung 0,1
betréigt der tatséchliche Fehler also héchstens 0,5 - 107,



§ 3. Stetigkeit

Zusammenfassung. In der Analysis einer Variablen haben wir die Stetigkeit einer Funktion f : R — R in einem Punkt a € R
zundchst mit Hilfe von Folgen definiert: Fiir jede Folge (x,),en in R mit lim, x,, = a muss auch lim, f (x,) = f(a) gelten. Genauso
definieren wir auch die Stetigkeit einer Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdume (X,dy) und (Y, dy) in einem Punkt
a € X. Sind (X,dy) und (Y,dy) beide R mit der Standardmetrik d(a, b) = |b — a|, dann stimmt die neue Definition der Stetigkeit
mit der alten {iberein. Auch das bereits bekannte e-6-Kriterium lasst sich fiir metrische Rdume formulieren.

Ein Homémorphismus ist eine stetige bijektive Abbildung zwischen metrischen Rdumen, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig
ist. Metrische Rdume, zwischen denen eine solche Abbildung existiert, nennt man homéomorph. Diese Beziehung spielt eine
wichtige Rolle, wenn man die Gesamtheit der stetigen Funktionen auf einem metrischen Raum studieren méchte, weil man dafiir
zu einem beliebigen, eventuell leichter handhabbaren Raum wechseln kann. Fiir Anwendungen in der Physik besonders niitzliche
Homoémorphismen erhélt man durch diverse Koordinatenabbildungen (Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten).

Am Ende des Kapitels befassen wir uns noch mit der Stetigkeit linearer Abbildungen. Lineare Abbildungen zwischen endlich-
dimensionalen R-Vektorrdumen sind immer stetig. Bei Anwendungen in der Theorie der Differenzialgleichungen und in der Funk-
tionalanalysis (und auch in der Physik) st6t man aber haufig auch auf unendlich-dimensionale Raume, bei denen die Stetigkeit
einer linearen Abbildungen fiir viele Anwendungen relevant ist. Die in diesem Zusammenhang autretende Operatornorm wird
haufig auch bei endlich-dimensionalen Problemen verwendet.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

— Definition der Stetigkeit und der Funktionsgrenzwerte fiir Abbildungen zwischen metrischen Rdumen
—  g-6-Kriterium fiir Stetigkeit

—  Stetigkeit bleibt erhalten unter punktweiser Addition, Multiplikation, Division und unter Komposition
— Homoomorphismen zwischen metrischen Rdumen

— Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten

—  Stetigkeit linearer Abbildungen, Operatornorm

(3.1) Definition. Seien (X,dy) und (Y, dy ) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y wird
stetig in einem Punkt a € X beziiglich der Metriken dy und dy genannt, wenn fiir jede Folge
(x™M), o die Implikation

lim x™=a in (X,dy) = lim Fx™)=f(a) in (v,dy) gilt.

n— oo

Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt x € X stetig ist.

Eine Funktion f : X — R auf einem metrischen Raum (X, dy) bezeichnen wir als stetig, wenn sie beziiglich dy und
der von der 1-Norm induzierten Metrik d;(a, b) = |a — b| auf R stetig ist. Ist auch X eine Teilmenge von R und
dy = d,, dann stimmt der Stetigkeitsbegriff mit dem Begriff aus der Analysis einer Variablen {iberein.

(3.2) Proposition. Seien (X,dy), (Y,dy) und (Z, d,;) metrische Rdume.

(i) Jede konstante Funktion auf X ist stetig.

(ii) Seien f : X —» Y und g : Y — Z Abbildungen und a € X ein Punkt, so dass f ina und g
in f(a) stetig ist. Dann ist auch g o f in a stetig.



Beweis: zu (i) Seice€ R und f : X — R gegeben durch f(x) = c fiir alle x € X. Sei auerdem a € X ein beliebig
gewihlter Punkt und (x™), oy eine Folge mit lim, x(” = a. Dann gilt

lirgof(x(”)) = lirgoc = ¢ = f(a).

zu (i) Sei (x™), o eine Folge in X mit lim,, x™ = a. Weil f in a stetig ist, gilt f (a) = lim, f (x("), und auf Grund
der Stetigkeit von g im Punkt f (a) erhalten wir

(gof)@) = g(f(@) = lmg(fx™) = lm(gofIx™).

Damit ist die Stetigkeit von g o f in a bewiesen. O

4

Funktionsgraph einer unstetigen und eine stetigen Funktion auf dem R2.
Die unstetige Funktion besitzt unendlich viele Unstetigkeitsstellen, ndmlich alle (x,0) mit x < 0 und alle (0, y) mit y <0

Auch der Grenzwertbegriff fiir Funktionen lasst sich auf beliebige metrische Raume iibertragen.

(3.3) Definition. Seien (X,dy) und (Y, dy) metrische Rdume, f : D — Y eine Abbildung auf
einer Teilmenge D € X und a ein Punkt in X \ D. Wir bezeichnen b € Y als Grenzwertvon f fiir
x — a, wenn eine Folge (x(™) in D existiert, so dass lim, x™ = a in (X, dy) gilt und auBerdem

fiir jede solche Folge jeweils

lim f(x™)=b  in(Y,dy) erfiillt ist.

Sind X und Y Teilmengen von endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen, dann bezeichnen wir eine Funktion f : X —» Y
als stetig in einem Punkt a € X, wenn sie beziiglich der induzierten Metriken von beliebig gew&hlten Normen auf
X und Y stetig ist. Auf Grund der in formulierten Unabhéangigkeit der Konvergenz von der gewahlten Norm
hat die Wahl der Norm keinen Einfluss auf die Stetigkeitseigenschaft. Wichtig ist nur, dass die Metriken dy und dy

iiberhaupt von einer Norm induziert werden.



(3.4) Proposition. Die Abbildung 7; : R™ — R, (xy, ..., x,,,) = X; ist stetig, fiir 1 <i <m.

Beweis: Seia € R™ und (x™), .y eine Folge mit lim,_, o, x™ = a. Nach|(2.5)|gilt dann insbesondere nlin;.o xi(") =aq,
(n)

i

also insgesamt lim,, 7t;(x™) = lim, x;") = a; = m;(a). O

(3.5) Satz. (e-6-Kriterium)

Seien (X, dy) und (Y, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig im

Punkt a beziiglich dy und dy, wenn fiir jedes ¢ € R" ein 6 € R* existiert, so dass die Implikation

dy(a,x) <6 = dy(f(a),f(x))<e fir alle x € X erfiillt ist.

Beweis: ,<“ Sei(x™),c eine Folge mit lim, x™ = a. Zu zeigen ist lim,, f (x™) = f(a). Sei ¢ € R* vorgegeben und
6 € R* so gewihlt, dass die Implikation dy(a, x) < 6 = dy(f(a), f(x)) < ¢ erfiillt ist. Auf Grund der Konvergenz
von (x(™), < gibt es ein N € IN, so dass dy(a, x,) < & fiir alle n > N erfiillt ist. Es folgt dann dy (f (a), f (x,)) < € fiir
allen>N.

,=“ Nehmen wir an, dass die Funktion f in a stetig, aber das £-5-Kriterium nicht erfiillt ist. Dann gibt es ein ¢ € R*
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes 6 € R* ein x € X mit dy(a, x) < & aber dy(f (a), f (x)) > ¢ existiert. Insbesondere
gibt es fiir n € IN ein x(™ € X mit dy(a,x™) < % und dy(f (), f(x™)) > ¢. Es ist dann (x(), . eine Folge mit
lim, x™ = a, aber die Folge (f (x()),cn konvergiert nicht gegen f (a), im Widerspruch zur Stetigkeit. m|

(3.6) Proposition. Sei (X, dy) ein metrischer Raum, r € IN und f : X — R¢ eine Funktion mit
den Komponenten fi, ..., f; : X — R, so dass also f(x) = (f1(x), ..., f3(x)) fiir alle x € X gilt.
Genau dann ist f in einem Punkt a € X stetig, wenn die Funktionen f;, ..., f; alle in a stetig sind.

Beweis: ,=“ Sei (x) . eine Folge, die in (X,dy) gegen a konvergiert. Weil die Funktion f in a stetig ist, gilt
lim, f (x™) = f(a). Nach folgt daraus lim,, f,(x™) = f,(a) fiir 1 < k < d. Dies wiederum bedeutet, dass die
Funktionen fy, ..., f; in a stetig sind. ,<* Sei wieder (x("), o eine Folge mit lim, x™ = a. Nach Voraussetzung
sind die Funktionen f;, ..., f; in a stetig, es gilt also lim, fi(x™) = f.(a) fiir 1 < k < n. Nach folgt daraus
lim, f (x™) = a. Also ist f im Punkt a stetig. O

(3.7) Proposition. Die folgenden Abbildungen a : R? - R, (x,y) = x+y, u: R? - R,
(x,y)—xyund 6 :RxR* > R, (x,y) — § sind stetig.

Beweis: Sei(a,b) € R x R und ((x™, y™)), . eine Folge in R x R mit lim,,_, .o (x™, y™) = (a, b). Nach|(2.5)| gilt
dann lim, x™ = @ und lim, y™ = b. Auf Grund der Grenzwertsitze aus der Analysis einer Variablen gilt

lim a(x™,y™) = lim (x®+y™) = lim x™+ lim y™ = a+b = a(ab)
n—-,oo n—oo n—oQ n—,oo
und ebenso
lim u(x™,y™) = lim x®Wy®™ = (lim x("))-(lim y(”)) = ab = u(ab)
n— o0 n—o00 n— oo n—o0
Genauso leitet man die Stetigkeit von 6 aus dem Grenzwertsatz fiir Quotientenfolgen ab. m|



(3.8) Folgerung. Sei(X,dy) ein metrischer Raum, und seien f, g : X — R stetige Funktionen.
Dann sind auch die Funktionen

(F+e))=f(x)+g(x) und  (fg)lx)=f(x)g(x)  stetig.

Gilt zusatzlich g(x) # 0 fir alle x € X, dann ist auch (f /g)(x) = f (x)/g(x) stetig.

Beweis: Nach|(3.6)|ist die Abbildung (f, g) : X — R? gegeben durch (f, g)(x) = (f (x), g(x)) stetig. Nach Definition

gilt f+g=ao(f,g),fg=uo(f,g)und f/g =6 o(f,g). Weil die Komposition stetiger Abbildungen nach|(3.2)
(ii) stetig ist, sind also f + g, f g und f /g stetige Funktionen. |

Als Anwendungsbeispiel zeigen wir

x3y +5xy

3.9) Proposition. Die Funktion f : RZ2 > R, (x,y) —» —————=—
(3.9) Prop f (x,¥) eyl

ist stetig.

Beweis: Wie wir in gezeigt haben, sind die Abbildungen (x,y) — x und (x, y) — y stetig. Ebenso ist nach
(i) die konstante Abbildung (x, y) — 5 eine stetige Funktion. Weil die Abbildung (x, y) — x? durch punktweise
Multiplikation der Abbildung (x, y) — x mit sich selbst zu Stande kommt, kénnen wir[(3.8)]anwenden und erhalten
die Stetigkeit von (x, y) — x2. Die Abbildung (x, y) — x> kommt durch punktweise Multiplikation von (x, y) — x?2
und (x, y) — x zu Stande. Durch eine weitere Anwendung der Folgerung erhilt man die Stetigkeit von (x, y) — x>.
Indem man weiter so vorgeht, beweist man nacheinander die Stetigkeit von (x, y) — x3y, (x,y) = 5x, (x,y) = 5xy
und (x,y) — x3y + 5xy. Genauso beweist man die Stetigkeit der Funktion (x, y) — x? + y* + 1 im Nenner. Diese
ist offenbar fiir alle (x,y) € R? ungleich Null. Durch eine letzte Anwendung von erhélt man schlieRlich die

Stetigkeit von f. |

(3.10) Lemma. Sei (V,||-]|) ein normierter R-Vektorraum. Dann gilt

vII=Iwlll < |lv—w| firalle v,weV.
Beweis: Seien v,w € V. Dann gilt auf Grund der Dreiecksungleichung einerseits ||v|| = ||[w+(v—w)|| < |[w||+|lv—w]|,
also ||v|| = |lw]| < |[lv —w||. Andererseits gilt auch ||w|| = ||[v —(w—=V)|| < |IvIl + [lw —v|| = |Iv|| + ||v — w]|| und somit
[lw|| = 1lv]| < |lv —wl||. Da der Betrag |||v|| —||w||| immer mit ||v|| — ||w|| oder ||w|| —||v|| (ibereinstimmt, erhalten wir
insgesamt |[|v[| —[[wl|| < |lv —w]|. O

(3.11) Folgerung. Sei (V,|-[|) ein normierter R-Vektorraum. Dann ist V — R, x — ||x||

eine stetige Funktion.

Beweis: Seiv € V und (x™) eine Folge in V mit lim,, x™ = v. Zu zeigen ist lim,, ||x™|| = ||v||. Sei ¢ € R* vorgegeben.
Nach Definition gibt es ein N € IN mit ||x(™ —v|| < ¢ fiir alle n > N. Durch|(3.10)|folgt [||x™||—||v||] < ||x™ —v| < &
fiir allen > N. |



(3.12) Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen (X, dy) und
(Y,dy) wird Homéomorphismus genannt, wenn sie bijektiv, stetig und die Umkehrabbildung
f71: Y — X ebenfalls stetig ist. Metrische Riume, zwischen denen ein Homdomorphismus

existiert, nennt man homéomorph.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Hom6omorphismen auch zwischen Rdumen ganz unterschiedlicher Gestalt existie-

ren konnen.

(3.13) Proposition. Sei || - || eine beliebige Norm auf V = R". Dann ist der offene Ball B;(0y)
vom Radius 1 um den Ursprung homéomorph zum R".

Beweis: Die Abbildungen f : B;(0y) = R" und g : R" — B;(0y/) gegeben duch

1 1
(x) = x und (x) = x
f T 8 T+ ]

sind nach|(3.11)|und|(3.8)|beide stetig. Wir iiberpriifen, dass sie auerdem zueinander invers sind, woraus dann die
llx|l

Bijektivitat folgt. Fiir alle x € B;(0y) gilt ||x|| < 1 und ||f (x)|| = T > Somit
1 1 1—||x]|
e = e = e = 1]
PN~ 1Bl T Tl I

und folglich (g o £)(x) = g(f (x)) = iy f () = (1 — [IxII) - = - x = x. Fiir jedes x € R" gilt ||g(x)|| = wily,
somit

1 1 1+ x|
gl — 1B = Tag— - T
1+|lx]l
und (f o g)(x) = f(g(x)) = Mg(x) =(14+]x]D- 1+|1|x|| - x = x. Insgesamt haben wir damit g o f =idp () und
f o g =idR. nachgewiesen. m|

Wir betrachten nun eine Reihe von Abbildungen, die besonders fiir physikalische und technische Anwendungen von
Interesse sind. Im Folgenden bezeichnen wir eine Teilmenge von IR der Form [a, b[ oder Ja, b] mit a,b € R und
a < b als halboffenes Intervall der Lange b —a. Zugleich ist b—a auch die Lange des offenen Intervalls ]a, b[ und des

abgeschlossenen Intervalls [a, b].

(3.14) Satz. (Definition der Polarkoordinaten)

(i) Die Abbildung ¢ : R — R? gegeben durch ¢ — (cos(y),sin(¢)) ist stetig, und fiir jedes
halboffene Intervall I der Lange 27 ist die eingeschréankte Abbildung ¢|; eine stetige

Bijektion auf ihre Bildmenge.

(ii) Die Abbildung p,, : R* xR — R2, (r, ¢) = (r cos(p), r sin(¢)) wird Polarkoordinaten-
Abbildung genannt. Fiir jedes Intervall I wie unter (i) ist auch ppq |+« eine stetige

Bijektion auf ihre Bildmenge.



Beweis: zu (i) Die Abbildung ¢ ist nach|(3.6)|stetig, weil die Komponentenfunktionen ¢ — cos(y) und ¢ — sin(¢)
stetig sind. Zu zeigen ist nun nur noch die Injektivitit von ¢|; fiir ein Intervall der Form I = [, ¢, + 27 oder
I = Jpg, 9o + 271], fiir ein beliebiges ¢, € R. Wir beschréanken uns auf den ersten Fall, da der andere vollkommen

analog behandelt wird. Seien also ¢4, p, € I mit ¢p(p;) = ¢(p,); zu zeigen ist p; = @,. Aus der Voraussetzung folgt
cos(p1) = cos(p,) und sin(y;) = sin(yp,).

Nun wiahlen wir ny,n, € Z so, dass @] = ¢; —2n;7 und ¢, = ¢, —2n,7 beide im Intervall [—m, 7t[ liegen. Es gilt
dann auch cos(p]) = cos(y;) und sin(y]) = sin(¢,). Weil die Kosinusfunktion auf [0, 7r] injektiv ist und auferdem
cos(x) = cos(—x) fiir alle x € R gilt, folgt aus der ersten Gleichung ¢, € {£¢]}. Weil aber sin(x) > 0 fiir alle
x € ]0,n[ und sin(x) < O fiir alle x € ]—m,0[ gilt, ist auf Grund der zweiten Gleichung nur ¢, = ¢} moglich. Es
folgt @y = @y +2n,m = @] + 2,1 = 1 + 2(ny —ny)m. Weil aber ¢, +2mm im Fall m # 0 auBBerhalb des Intervalls I
liegen miisste, im Widerspruch zu ¢, € I, erhalten wir n; = n, und insgesamt ¢; = @5.

zu (i) Weil die Abbildungen (r,¢) — r und (r, ¢) — ¢ nach stetig sind, gilt dasselbe nach auch fiir
(r, @) — rcos(p) und (r, ¢) — rsin(¢). Eine erneute Anwendung von liefert dann die Stetigkeit der Abbildung
Ppoi- Zum Nachweis der Injektivititsaussage sei I wieder ein Intervall der angegebenen Form, und seien (r, ¢) und
(r',¢") in R* x I mit ppo (1, ) = ppoi(r’, ¢”) vorgegeben. Dann gilt r cos(¢) = ' cos(¢”) und rsin(p) = r’sin(y”").
Zunéichst erhalten wir

o= (reos(@)P+(sin(@l = (Fcos(@)+(sin(p PP = ()

und somit r = r’. Daraus folgt cos(¢) = cos(’) und sin(y) = sin(p”), also ¢ () = ¢ (¢’) fiir die Abbildung ¢ aus
Teil (i). Auf Grund der dort bewiesenen Injektivitét folgt ¢ = ¢’, insgesamt also (r, ) = (r/, ¢’) wie gewiinscht. O

Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Bildmenge von ¢|; jeweils der Einheitskreis ist, und dass die Bildmenge von
Ppotl g+« durch R?\ {Og.} gegeben ist. Wir verzichten an dieser Stelle aber auf einen Beweis.

Hiufig bezeichnet man in der Physik eine Funktion f : R? — R als Funktion in kartesischen Koordinaten, wihrend
die Funktion f,,,; auf R* x R gegeben durch f,,,; = f o p,,, die entsprechende Funktion ,,in Polarkoordinaten* genannt
wird. Der Ubergang zu Polarkoordinaten ermoéglicht besonders in Situationen eine Vereinfachung von Berechnungen,
in denen die Funktion symmetrisch beziiglich des Koordinatenursprungs (0, 0) ist, der Funktionswert f(x,y) also
nur vom Abstand r = ||(x, y)||, des Punktes (x, y) vom Ursprung abhéngt. Beispielsweise hat die Funktion f (x,y) =
(x2 + y?)? in Polarkoordinaten die einfache Form

fol( @) = (Foppdng) = f(reos(p),rsin(p)) = ((rcos(p))*+(rsin(p))?)?
= (r*(cos(p)®+sin(p)?)? = (*)? = r4

In diesem Zusammenhang ist es wichtig, auch partielle Ableitungen und diverse Differenzialoperatoren, die wir
spéter einfithren werden (Gradient, Divergenz, Rotation), in Polarkoordinaten ausdriicken zu kénnen. Wir kommen

zu einem geeigneten Zeitpunkt auf dieses Thema zuriick.

Wir werden spéter auch zeigen: Ist I ein offenes Intervall mit Linge < 27, dann sind ¢|; und ppg|p+x; sogar Ho-
momorphismen auf ihre Bildmenge. Im Kapitel {iber die implizite Funktionen und lokale Umkehrbarkeit werden wir

sehen, dass man dies nachweisen kann, ohne die Umkehrabbildung vorher explizit auszrechnen.



Ist I jedoch halboffen mit Linge 27, zum Beispiel I = [0,27n[, dann ist ¢|; kein Homéomorphismus, denn die
Umkehrabbildung (¢|;)~! ist im Punkt (1,0) unstetig. Eine bijektive stetige Abbildung ist also im Allgemeinen kein
Homémorphismus! Um das in dieser konkreten Situation zu sehen, betrachten wir die Folge (¢™),c in I gegeben
durch ™ = 27'5—% fiir alle n € IN und definieren (x(, y™) = ¢ (™) fiir n € IN. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ gilt
lim, (x™, y) = ¢ (27) = (cos(27), sin(27)) = (1,0). Nun ist (¢|;)"(1,0) = 0, denn 0 ist der eindeutig bestimmte
Punkt in I mit (¢|;)(0) = (cos(0),sin(0)) = (1,0). Wire auch (¢|;)" stetig, dann miisste also lim, ¢ ~(x™, y() =
(¢1,)71(1,0) = 0 gelten. Tatsichlich gilt wegen ¢™ €I und ¢ (¢™) = (x™, y™) fiir alle n € IN aber
nll)rgo 1™, y™y = lim o™ = nliIgO(ZTC — %) = 2m # 0.

n—oQ

Im R? ist vor allem die Verwendung der folgenden Koordinatenabbildungen iiblich.

(3.15) Satz. (Definition der Zylinder- und Kugelkoordinaten)
Sei I ein halboffenes Intervall der Lénge 27t.

(i) Die Abbildung p,y; : Ry xRxR — R>, (1, ¢, h) — (r cos(), r sin(¢), h) ist stetig, und die
Einschrankung p,y |y, auf M; = R* x I x R ist eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.

(i) Die Abbildung py,e: Ry x R x R — R3 gegeben durch
(r,%,¢) —  (rsin(?)cos(p),rsin(?)sin(p), r cos(?))

ist ebenfalls stetig, und die Einschrankung py,|y, auf N; = R*x]0, [ xI ist eine stetige
Bijektion auf ihre Bildmenge.

Die Abbildung p,,; wird Zylinderkoordinaten-Abbildung, die Abbildung py,, Kugelkoordi-
naten-Abbildung genannt.

Betrachtet man fiir ein festes r € R* die Sphére vom Radius r als Globus, dann lisst sich der Winkel ¢, der auch
Azimutwinkel genannt wird, als Ldngengrad interpretieren, sofern er im Bereich [—, 1] gewéhlt wird. Es enspricht
dann ¢ = 0 = 0° dem Meridian, wéhrend der 180-te Grad , westlicher Lange“ (¢ = —m) mit dem 180-ten Grad ,,0stli-
cher Lange“ (¢ = m) in der Ndhe der Datumsgrenze zusammenfallt. Fiir den sog. Polarwinkel ¢ kann entsprechend
T+ %n als ,,Breitengrad“ angesehen werden, sofern ¢ im Intervall [—7,0] und ¢ + %n somit im Intervall [—%n, %n]
liegt. Fir t =0 & 9+ %n = %TE = 90° ,nordlicher Breite“ erhilt man wegen sin(0) = 0 und cos(0) = 1 den Nordpol
(0,0,r), firt=—n v+ %n = —%ﬂf = —90°, also 90° ,siidlicher Breite“ wegen sin(—m) = 0 und cos(—n) = —1

den Siidpol (0,0,—r) der Erdkugel. Der Wert 4 = —%n ST+ %TE = 0 entspricht natiirlich dem Aquator.

Beweis von Satz|(3.15)

Der Beweis der Stetigkeit kann genau wie in Satz|(3.14)|gefiihrt werden. Wir kénnen uns also ganz auf den Nachweis
der Injektivitat konzentrieren.

zu (i) Seien (r,¢,h),(r’, ¢’,h") in R* x I x R mit p,,(7, ¢, h) = p,u(r’, ¢’,h’) vorgegeben. Dann gilt r cos(p) = x =
r’cos(yp’), rsin(p) = y = r’sin(¢") und h = h’. Aus den ersten beiden Gleichungen folgt 0 (7, ) = ppui(r”, ") mit



der Polarkoordinaten-Abbildung. Weil die Einschridnkung dieser Abbildung auf R* x I nach Satz [(3.14)|injektiv ist,
folgt (r, ) = (v, ¢’). Insgesamt ist damit (r, ¢, h) = (r’, ¢’,h’) nachgewiesen.

zu (ii) Seien (1,9, @), (r', %, ¢") € R*x]0, n[xI mit py,e(r, D, ) = (x,y,2) = Pyug(r’, ¥, ") vorgegeben. Dann gilt

x = rsin(®) cos(p) = r’sin(# ) cos(¢’) , y=rsin(9)sin(¢)=r'sin(9¥)sin(y")

und 2z =rcos(¥) = r’cos(?).
Zunichst erhalten wir die Gleichung r = r’, weil
x2+y*+22 = rZsin(@)?(cos(p)? +sin(@)?) + ricos(9)? = r?sin(9)*-1+r?cos(9)? = r?

gilt und man durch eine ebensolche Rechnung auch x2 + y2 + 22 = (r')? erhilt. Mit Hilfe der Gleichung fiir die
z-Koordinate folgt cos(9) = cos(?'). Weil die Kosinusfunktion auf dem Intervall ]0, [ streng monoton fallend, also
insbesondere injektiv ist, folgt ¢ = 9. Weil die Sinusfunktion auf dem Intervall ]0, 7[ nicht Null wird, diirfen wir die
Gleichung fiir die x-Koordinate durch rsin(®%) = r’sin(%’) dividieren und erhalten cos(y) = cos(¢’). Die Gleichung
fiir die y-Koordinate liefert ebenso sin(p) = sin(¢’). Somit gilt ¢ (¢) = ¢ (¢”), wobei ¢ die Abbildung aus Satz
bezeichnet. Weil ¢|; laut diesem Satz injektiv ist, erhalten wir ¢ = ¢’. Insgesamt ist damit (r,, ¢) = (r',%, ¢’)

nachgewiesen.

Im letzten Teil dieses Kapitels untersuchen wir die Stetigkeit von linearen Abbildungen.

(3.16) Satz. Eine lineare Abbildung ¢ : V — W zwischen normierten RR-Vektorrdumen ist

genau dann stetig, wenn eine Konstante y € R* mit || (v)|| < y||v|| fiir alle v € V existiert.

Beweis: ,=*“ Auf Grund der Stetigkeit von ¢ im Punkt 0, und auf Grund des ¢-5-Kriteriums gibt es fiir ¢ = 1 ein
5 € R mit ||v|| < & = ||l¢(v)|| < 1 fiir alle v € V. Sei nun y = 26! und v € V mit v # 0, vorgegeben. Dann ist
/

v = MV ein Vektor mit ||v/|| = %5 < 8. Es folgt ||¢(v')|| < 1, und wegen v = y||v||v' und der Linearitit von ¢

erhalten wir die Ungleichung [|¢ ()l = ¢ (rIIVIV)Il = vIIVIll¢ (VDI < rlIvil.

~=“ Seiy € R* eine Konstante wie angegeben und a € V beliebig. Fiir alle v € V mit dann

e —¢@ll < llov=—alll < 7rlv—adl.

Ist nun (vW), o eine Folge mit lim, v(™ = a, dann gilt lim,, ||v®¥ — a|| = 0. Aus den Ungleichungen
0 < lp(v)—p(a)|| < yllv™ —a|| fiir n € N folgt lim,, ||¢ (v'™) — ¢ (a)|| = 0 und somit lim, ¢ (V) = ¢ (a). m|

Das folgende Beispiel zeigt, dass nicht jede lineare Abbildung stetig ist.
(3.17) Proposition. Sei V der R-Vektorraum der Polynomfunktionen auf dem Intervall [0, 1],

ausgestattet mit der Supremumsnorm ||f || oo = sup{ |f (x)| | x € [0, 1]}. Dann ist die Ableitungs-
abbildung ¢, : V = V, f — f’ unstetig.

Beweis: Angenommen, es ist y € R* eine Konstante mit der Eigenschaft ||¢;(f)|leo < 7llf |loo fiir alle f € V. Dann
betrachten wir die Folge (f,),en gegeben durch f,(x) = x" fiir alle n € IN. Der betragsmafig grofSte Funktionswert,



der von f, im Intervall [0, 1] angenommen wird, ist |f,,(1)| = 1, also gilt ||f,|lcc = 1 fiir alle n € IN. Die Bilder der
Folgenglieder sind gegeben durch ¢;(f,) = f/ mit f/(x) = nx""*. Es gilt |¢1(f)llco = lIf/llco = |f/(1)| = n fiir alle
n € IN. Setzen wir nun die Funktionen f, in die Abschitzung von oben ein, dann erhalten wir ||¢;(f;)llco < 7l falloo>
also n < y fiir alle n € IN. Dies aber widerspricht der Unbeschranktheit der Menge IN der natiirlichen Zahlen. Also
existiert keine Konstante y mit der angegebenen Eigenschaft. |

Seien V, W zwei normierte R-Vektorrdume. Dann bezeichnen wir mit £ (V, W) den Untervektorraum vom RR-Vektor-
raum Homgp (V, W) bestehend aus den stetigen linearen Abbildungen V — W.

(3.18) Satz. Fiirjedes ¢ € £(V,W) existiert das Supremum

loll = sup{ll¢MIlIveV, |vl<1}

Durch die Zuordnung Z(V,W) — R, ¢ — ||¢|| ist auf dem RR-Vektorraum £ (V, W) eine Norm
definiert, die sogenannte Operatornorm.

Beweis: Das Supremum existiert, weil die angegebene Menge nichtleer und auf Grund des vorherigen Satzes nach
oben beschrénkt ist. Fiir die Nullabbildung gilt offenbar [|0yy,)|l = 0. Sei umgekehrt ¢ € £(V, W) mit ||¢|| = 0. Fiir

jeden Vektor 0, # v € V gilt dann
%
qb(—)” < b0 = o
(vl

und somit ¢ (v) =0, d.h. ¢ ist die Nullabbildung. Die Gleichung ||A¢ || = |A|||¢|| fiir alle A € R und ¢ € ZL(V, W) ist
offensichtlich, denn der Ubergang von ¢ zu A¢ bewirkt, dass die Zahlen in der Menge {||l¢(V)|||veEV | ||v|| < 1}
mit dem Wert |A| multipliziert werden. Seien nun ¢,y € £(V, W) vorgegeben und v € V mit ||v|| < 1. Dann gilt

oIl = Iivll

le)+yMI < oM+ llyMI < ligll+Ilyll
also ||¢ + || < ||¢ || + ||y ]| nach Definition der Operatornorm. O

Wir bemerken noch, dass die Operatornorm so definiert ist, dass ||¢ (v)|| < ||¢||||v]| fir alle ¢ € L(V,W)und v €V
erfiillt ist.

(3.19) Proposition. Seien V = R", W = R™ jeweils mit der Supremums-Norm || - ||, aus-

gestattet und A € #,,, r eine Matrix. Dann ist die Operatornorm von ¢, : V. — W, v — Av

lpall = max{2|ai,-|

j=1

gegeben durch

1<i< m} 3)
Man bezeichnet diese Norm auch als Zeilensummennorm.

Beweis: Wir zeigen, dass der Wert ||¢,(v)]| fiir alle v € V miit ||v|| o, < 1 durch die Zahl y, auf der rechten Seite von
beschrankt ist, und dass es Vektoren v € V mit ||v||o, = 1 gibt, fiir die ||¢(v)||oo = 74 erfiillt ist. Beide Aussagen

zusammen beweisen die Gleichung |||l = 7.



Sei also v € V mit ||v||o, < 1 vorgegeben. Dann sind die Komponenten von w = ¢ ,(v) durch w; = D"

j=1 ijV gegeben

und kénnen durch
n n n

Zaijvj < Z'aij||vj| < Z|aij| ,

j=1 j=1 j=1

also insbesondere durch das Maximum dieser Zahlen abgeschitzt werden. Andererseits wird das Maximum auch
durch Vektoren v € V mit ||v||o, = 1 angenommen: Ist i, der Index der Zeile mit der maximalen Betragssumme, also

n n
max{Zlaijl ISiSm} = Z|aioj| s
=1

j=1
# 0 und v; = 1 sonst, fiir 1 < j < n. Die Gleichung
j

i,j falls a; ;

[[v|loo = 1 ist dann offensichtlich, denn die Eintrage des Vektors sind alle gleich 1 oder —1. In der Summe 23;1 a; jv;

dann definieren wir v = (vy, ..., ,,) durch v; = |a; ;|/a

sind alle Summanden nicht-negativ, und es gilt Z?zl a; ;v = Z;lzl lai il = ll@all- O

(3.20) Folgerung. Jede lineare Abbildung von einem endlich-dimensionalen in einen normier-
ten R-Vektorraum beliebiger Dimension ist stetig. Jeder Isomorphismus zwischen R-Vektorraum-

en derselben endlichen Dimension ist ein Homéomorphismus.

Beweis: Sei V endlich-dimensional, W beliebig und (v, ...,v,) eine Basis von V. Da sich an der Stetigkeit einer

Abbildung bei Ubergang zu einer dquivalenten Norm nichts #ndert, kénnen wir annehmen, dass die Norm auf V

durch
n
Z AV
i=1

gegeben ist. Sei nun v € V beliebig, v = Z?:l A;v;. Setzen wir v = max{||¢ (v))ll, ..., |¢ (v, )|}, dann gilt

= max{|A],..., |A,]}

n n
leMIl = [D 20| < DAlleG)l < arlvll.
i=1 i=1
Die zweite Aussage folgt unmittelbar aus der ersten. m|

Das folgende Resultat werden wir bendtigen, um spiter die Stetigkeit von Ableitungsfunktionen zu untersuchen.
Denn wie wir im Kapitel {iber totale Differenzierbarkeit sehen werden, nimmt die (totale) Ableitung der Funktion im
Mehrdimensionalen ihre Werte nicht in R, sondern in einem Vektorraum an, der seinerseits aus linearen Abbildungen
besteht.

(3.21) Satz. SeiX ein metrischer Raum, und seien V, W zwei endlich-dimensionale, normierte
RR-Vektorrdume. Eine Abbildung ¢ : X — £(V, W) ist genau dann stetig, wenn die Zuordnung
P, 1 X > W, x — @(x)(v) fiir jeden Vektor v € V stetig ist.

Beweis: ,=“ Seix €X und (x™),y eine Folge in X mit lim, x(™ = x. Fiir jeden Vektor v € V ist lim,, ¢ (x™)(v) =

¢(x)(v) nachzuweisen. Fiir v = 0y ist dies offensichtlich, weil dann ¢(x)(v) = 0, und @(x™)(v) = 0y, fiir alle



n € N erfiillt ist. Also kénnen wir von nun an v # 0, voraussetzen. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ finden wir fiir
jedes e ein N € IN mit || (x™) — p(x)|| < /||v|| fiir alle n > N. Nach Definition der Operatornorm folgt daraus

o™ =M = Ile™) =DM < llplx) =V < ||i—HIIVII =

fiir alle n > N. Also ist die Gleichung lim, ¢ (x™)(v) = ¢ (x)(v) erfiillt.

,<=“ Sei B =(vq,...,v4) eine Basis von V. Der Raum .£(V, W) ist endlich-dimensional, deshalb sind je zwei Normen
darauf dquivalent. Wir konnen also die Norm auf V und damit auch die Operatornorm auf ¥ (V, W) abéndern, ohne
dass sich dadurch an der Stetigkeit von ¢ etwas dndert. Deshalb konnen wir davon ausgehen, dass die Norm auf V

durch
d

Zkivi

i=1

= maX{lllL---,Md”

definiert ist. Sei nun x € X und (x™), v eine Folge in X mit lim, x = x. Zu zeigen ist, dass die Folge 1), = ¢(x™)
beziiglich der Operatornorm gegen das Element ¢ = ¢(x) € £(V,W) konvergiert. Weil nach Voraussetzung die
Zuordnungen x — @(x)(v;) fiir 1 < i < d stetig sind, existiert fiir jedes € € R" ein N € IN mit der Eigenschaft, dass
I, (v;) = (v)Il < § fiir alle n > N und 1 < i < d erfiillt ist. Sei nun v € V beliebig vorgegeben, v = Zle Aivi.
Dann gilt

d d d
a =9Il < DAl =l < DAz < Dbz = el
i=1 i=1 i=1

Insbesondere gilt ||(v, —)(v)|| < ¢ fiir alle v € V mit ||v|| < 1 und alle n > N. Nach Definition der Operatornorm
gilt also ||y, — || < ¢ fiirallen > N. O



§ 4. Offene und abgeschlossene Teilmengen

Zusammenfassung. Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raums (X, dy) wird offen genannt, wenn um eine Punkt von U
ein (eventuell sehr kleiner) e-Ball gelegt werden kann, der immer noch vollstédndig vollstédndig in U liegt. Komplemente offener
Teilmengen werden abgeschlossen genannt. Beispielsweise sind offene Intervalle offene Teilmengen von R (mit der Standard-
Metrik), und abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossene Teilmengen.

Mit dem Begriff der Offenheit konnen Abbildungen auf Stetigkeit getestet werden; umgekehrt kann mit Hilfe stetiger Abbildungen
die Offenheit einer Menge nachgewiesen werden. Auch bei der Definition der Differenzierbarkeit werden wir den Begriff der
offenen Teilmenge bendtigen. Schréankt man die Metrik X eine metrischen Raums auf eine Teilmenge Y ein, dann kann auch Y
als metrischer Raum betrachtet werden. Dieser besitzt dann seine ,,eigenen® offenen Teilmengen. Ist beispielsweise X = R>® und Y
eine Ebene in X, dann kann man auch im metrischen Raum Y offene Teilmenge betrachten. Ist beispielsweise p € Y ein beliebiger
Punkt, dann ist Y \ {p} in Y offen. Aber weder Y \ {p} noch Y selbst sind offen im metrischen Raum X. Statt dessen spricht man
von in Y relativ offenen Mengen.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  Definition der Offenheit, Umgebungsbegriff

—  Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder offenen Teilmenge offen ist. Die Stetigkeit
in einem Punkt kann entsprechend durch Umgebungen charakterisiert werden.

—  Abgeschlossenheit
—  Schachtelungsprinzip
— Grenzwerte von Folgen in abgeschlossenen Mengen

- relative Offenheit und Abgeschlossenheit

(4.1) Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X wird offen genannt,
wenn fiir jedes x € U ein ¢ € R* mit B,(x) C U existiert.

Xa Ke
O-—@—— e )

Offene Intervalle sind offen. Gleichgiiltig wo die Punkte x;, X, ... innerhalb des Intervalls gewéhlt

werden, es gibt immer eine ¢-Umgebung, die ganz innerhalb des Intervalls liegt.

(4.2) Proposition. Jedes offene Intervall ]a, b[ € R ist eine offene Teilmenge beziiglich der
Standard-Metrik d(x,y) = |x — y|.

Beweis: Ist x € ]a, b[ vorgegeben, dann setzen wir ¢ = min{x —a, b —x}. Es gilt dann B,(x) C la, b[, denn fiir jedes
yeB,(x)gilt|y—x|<ee=x—e<y<x+eg,alsoinsbesonderea=x —(x—a) <y <x+(b—x)=0b. O
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Zur Offenheit der offenen Bélle in einem metrischen Raum. Egal wo die
Punkte y;, 5, ... innerhalb von B, (x) gew&hlt werden, eine hinreichend klei-

ne offene Kreisscheibe um y, ist vollstdndig in B,(x) enthalten.

(4.3) Proposition. Ist (X,d) ein metrischer Raum, dann ist jeder offene Ball B,.(x) eine offene

Teilmenge von X.

Beweis: Sei y € B,(x) beliebig und ¢ = r —d(y, x). Dann gilt B,(y) € B,(x), denn fiir alle u € X gilt
ueB.(y) = du,y)<e = dux)<duy)+dly,x)<e+d(y,x)=r.

und somit u € B,.(x). |

Ist d die diskrete Metrik auf einer Menge X, dann ist jede Teilmenge U C X offen, denn fiir jedes x € X ist der offene
Ball B;(x) = {x} in U enthalten.

(4.4) Proposition. Sei (V,||-]|) ein normierter R-Vektorraum und || - || eine zu || - || &quivalente
Norm. Eine Teilmenge U C V ist genau dann offen beziiglich der Norm || - ||, wenn sie beziiglich

der Norm || - ||” offen ist.

Beweis: Sei U eine beziiglich || - || offene Menge und x € U. Weil U offen ist, gibt es ein ¢ € R* mit B,(x) C U. Auf
Grund der Aquivalenz der Normen gibt es eine Konstante y € R* mit ||v|| < y||v||’ fiir alle v € V. Bezeichnen wir nun
mit B’ = B;,lg(x) den offenen Ball um x vom Radius y !¢ beziiglich || - ||'. Es gilt nun B’ C B,(x) € U, denn fiir jedes
y € B gilt ||y — x|’ < y"'e, damit ||y — x|| < y|ly —x|I' < yy"'e = £ und somit y € B,(x). |

Betrachtet man einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum V, ohne dass auf V explizit eine bestimmte Metrik an-
gegeben wurde, dann ist mit der Offenheit einer Teilmenge U C V immer die Offenheit beziiglich der von einer
beliebigen Norm induzierten Metrik gemeint. Wegen [(4.4)] spielt die Wahl der Norm dabei keine Rolle.

Sei X eine Menge und 3(X) seine Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen von X. In den folgenden Abschnitt
werden wir des 6fteren mit Familien von Teilmengen arbeiten. Ein Familie von Teilmengen der Menge X iiber einer
Indexmenge I ist einfach eine Abbildung ¢ : I — P(X). Jedem Element aus I wird also eine Teilmenge von X

zugeordnet.



In der Regel verwendet man an Stelle der Abbildung- die Indexschreibweise, wobei dann (X;);¢; fiir die Abbildung I —
PB(X), i — X; steht. Beispiele fiir Familien von Teilmengen der Menge X = R sind ( ]n, n+1[),e oder ({a, a+ %})aez-
Elemente der zweiten Familie sind zum Beispiel {0, %} oder {—2, —%}. Ein Element der ersten Familie ist das offene
Intervall ]7, 8[.

(4.5) Satz. Sei(X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

(i) Die Teilmengen @ und X sind offen.
(i) Sind U und V offen, dann auch die Schnittmenge UNV.

(iii) Ist (U;);; eine Familie offener Teilmengen, dann ist auch die Vereinigung | J;., U; offen.

i€l

Beweis: zu (i) Die Menge Y = @ ist offen, da in diesem Fall kein Punkt x € Y existiert, fiir den die Existenz eines
¢ € R mit B,(x) C Y gefordert wird. Die Menge X ist offen, weil in diesem Fall fiir jedes x € X und jedes ¢ € R*
die Bedingung B,(x) € X offensichtlich erfiillt ist; denn nach Definition ist B,(x) eine Teilmenge von X.

zu (ii) Sei x € UNV. Weil U offen ist, gibt es ein ¢ € R* mit B,(x) € U. Weil V offen ist, existiert ein n € R*
mit B, (x) € V. Setzen wir £ = min(¢, n), dann folgt B;(x) S B,(x) € U und Bz(x) <€ B,(x) C V, insgesamt also
B:(x)cunv.

zu (iii) Sei U = | J;; U; und x € U vorgegeben. Dann gibt es ein i € I mit x € U;. Weil U; offen ist, existiert ein

¢ € R* mit B,(x) C U;. Wegen U; C U folgt B,(x) C U. O

Aus Teil (ii) von [(4.5)| kann mit vollstdndiger Induktion gefolgert werden, dass der Durchschnitt U; N ... N U, von
endlich vielen offenen Mengen offen ist. Fiir unendliche Durchschnitte gilt dies aber nicht mehr. Betrachtet man im

metrischen Raum X = R beispielsweise das System (U,),en gegeben durch U, = ]—%, %[, so ist jedes einzelne U,

eine offene Teilmenge von R, ihr Durchschnitt (), ¢ U, = {0} aber nicht.

Sei X eine Menge. Ein Mengensystem % C B(X) mit den Eigenschaften @,X €  und U,V € % = UNV € %
und | J,, U; € % fiir jede Familie (U;);c; bestehend aus Menge U; € % wird Topologie auf X genannt. Der soeben
bewiesene Satz zeigt also, dass die offenen Mengen in einem metrischen Raum X eine Topologie auf X bilden. Es

gibt aber auch Topologien, die sich nicht durch eine Metrik definieren lassen.

(4.6) Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum und x € X. Eine Teilmenge U C X wird

Umgebung von x genannt, wenn ein £ € R* mit B,(x) C U existiert.

Der Begriff der Umgebung lésst sich auf die Definition der Offenheit zuriickfiithren.

(4.7) Proposition. Seien die Bezeichnungen wie in der Umgebungsdefinition gewahlt. Eine
Teilmenge U von X ist genau dann eine Umgebung von x € X, wenn eine offene Menge V mit
V CU und x €V existiert.



Beweis: ,=“ Nach Voraussetzung gilt B,(x) C U fiir ein ¢ € R". Die Menge B,(x) ist offen, wir kénnen also
V = B,(x) setzen. ,<“ SeiV eine offene Teilmenge mit V € U und x € V. Nach Definition der Offenheit gibt es
ein ¢ € R* mit B,(x) C V. Es folgt B,(x) C U. Also ist U eine Umgebung von x. O

Die Konvergenz von Folgen kann auch mit Hilfe von Umgebungen beschrieben werden: Eine Folge (x,),c in einem
metrischen Raum (X, d) konvergiert genau dann gegen einen Punkt a € X, wenn fiir jede Umgebung U von a ein
N € N existiert, so dass x,, € U fiir alle n > N erfiillt ist. (Beweis als Ubung)

(4.8) Proposition. Sei X ein metrischer Raum, und seien x,y € X mit x # y. Dann gibt
es Umgebungen U von x und V von y mit U NV = @. Man bezeichnet dieses Phédnomen als

Hausdorffsche Trennungseigenschaft.

Beweis: Sei r = d(x,y); wegen x # y gilt r € R*. Dann sind U = B, ,(x) und V = B, ,(y) Umgebungen von
x bzw. y mit der gewiinschten Eigenschaft. Ware namlich z € U NV, dann wiirde sich daraus der Widerspruch
r=d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) < 5+ 5 =r ergeben. ]

(4.9) Satz. Seif : X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen (X, dy) und (Y, dy),
und seia € X. Genau dann ist f stetig in a, wenn fiir jede Umgebung V von f (a) die Urbildmenge

f~Y(V) eine Umgebung von a ist.

Beweis: ,<“ Wir zeigen, dass f unter der gegebenen Voraussetzung das e-6-Kriterium erfiillt. Sei also ¢ € R*
vorgegeben. Setzen wir V = B,(f(a)), dann ist f~}(V) auf Grund des Voraussetzung eine Umgebung von a. Es
gibt also ein 6 € R mit Bs(a) € f~(B.(f(a))). Sei nun x € X mit dy(a,x) < §. Dann gilt x € Bs(a) und somit
f(x)eB.(f(a)), also dy(f(a),f(x)) < €. Dies zeigt, dass das &-6-Kriterium erfiillt ist.

,=“ SeiV eine Umgebung von f (a). Dann gibt es ein € € R* mit B.(f (a)) C V. Weil f in a stetig ist, konnen wir das
£-6-Kriterium anwenden. Demnach existiert ein § € R*, so dass die Implikation dy(a,x) < & = dy(f(a), f(x)) < ¢
fiir alle x € X erfiillt ist. Aus x € Bgs(a) folgt also f(x) € B.(f(a)), d.h. es gilt f(Bs(a)) € B.(f(a)) und somit
Bs(a) € fY(B.(f(a))) € f~1(V). Dies zeigt, dass f (V) eine Umgebung von a ist. O

(4.10) Folgerung. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist genau dann
stetig, wenn das Urbild f (V') jeder offenen Menge V C Y offen ist.

Beweis: ,=“ Sei f stetig und V C Y eine offene Menge. Wir miissen zeigen, dass U = f~!(V) offen ist. Sei
dazu a € U beliebig vorgegeben. Als offene Teilmenge ist V eine Umgebung von f(a). Nach ist U damit eine
Umgebung von a. Es gibt also ein ¢ € R* mit B,(a) € U. Weil a beliebig gewéhlt war, folgt daraus die Offenheit der
Teilmenge U.

»&“  Nach Voraussetzung ist das Urbild jeder offenen Teilmenge von Y eine offene Teilmenge von X. Sei a € X
vorgegeben. Zu zeigen ist, dass f in a stetig ist. Dafiir wiederum geniigt es nach [(4.9)| zu zeigen, dass fiir jede
Umgebung V von f(a) die Menge U = f~!(V) eine Umgebung von a ist. Seien also V und U wie angegeben. Da V



eine Umgebung von f (a) ist, gibt es eine offene Menge V’ mit V' C V und f(a) € V’. Auf Grund der Voraussetzung
ist U’ = f~}(V") offen, und aus V' C V folgt U’ C U. Wegen f (a) € V' gilt a € U’. Dies zeigt, dass U eine Umgebung

von a ist. =

(4.11) Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge V € X wird (genau dann)
als abgeschlossen bezeichnet, wenn ihr Komplement U = X \ V offen ist.

Auch hier gilt: Ist X ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, und wurde auf X keine Metrik angegeben, dann bezieht
sich abgeschlossen immer auf die durch eine beliebige Norm induzierte Metrik. Weil die offenen Mengen nach |(4.4)
nicht von der Wahl der Norm abhéngen, gilt dasselbe auch fiir die abgeschlossenen Mengen.

(4.12) Proposition. Die abgeschlossenen Intervalle in IR der Form [a,b] € R mit a,b € R,
a < b sind abgeschlossen.

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Menge U = R\ [a, b] offen ist. Sei x € U vorgegeben. Dann gilt entweder x < a
oder x > b. Setzen wir im ersten Fall ¢ = a — x, dann ist B,(x) € U erfiillt, denn aus y € B.(x) folgt |y —x| < ¢,
damit insbesondere y < x + & = x + (a — x) = a. Also ist y nicht im Intervall [a, b] enthalten und liegt somit in U.
Im zweiten Fall setzt man ¢ = x — b und tberpriift genauso, dass B,(x) C U gilt. O

Zur Abgeschlossenheit der abgeschlossenen Bélle in einem metrischen Raum. Egal wie nahe die
Punkte y,,Y,,... an B, (x) gewihlt werden, eine hinreichend kleine offene Kreisscheibe um y,, ist

zu B, (x) disjunkt.

(4.13) Proposition. Sei (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r € R*. Dann ist der abge-
schlossene Ball B, (a) um a vom Radius r abgeschlossen.

Beweis: Zu zeigen ist, dass es sich bei U = X \ B, (a) um eine offene Menge handelt. Sei x € U vorgegeben. Dann gilt
d(a,x) > r. Setzen wir ¢ = d(a, x)—r, dann ist B,(x) € U erfiillt. Wire dies nicht der Fall, dann gébe es einen Punkt
¥y € B,(x) N B,(a). Daraus wiirde sich aber der Widerspruch d(a,x) < d(a,y)+d(y,x)<r+e=r+d(x,a)—r =
d(x,a) ergeben. m|



Die Aussage, dass jede Teilmenge eines metrischen Raums X entweder offen oder abgeschlossen sein muss, ist in
mehrfacher Hinsicht falsch, auch wenn dies durch die Wahl der Begriffe nahegelegt wird. Es gibt im allgemeinen
sehr viele Teilmengen, die weder offen noch abgeschlossen sind, in R zum Beispiel die halboffenen Intervalle der
Form [a, b[. Ebenso gibt es in metrischen Rdumen X immer Teilmengen, die sowohl offen als auch abgeschlossen
sind, zumindest die Teilmengen @& oder X, wie wir gleich sehen werden.

(4.14) Satz. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt

(i) Die Teilmengen & und X sind abgeschlossen.
(i) Sind U und V abgeschlossen, dann auch UU V.

(iii) Ist (V;);; eine Familie abgeschlossener Teilmengen, dann ist auch (),., V; abgeschlossen.

i€l

Beweis: zu (i) Nach sind die Mengen @ und X offen, also sind X =X \ @ und @ = X \ X abgeschlossen.

zu (i) Die Mengen U’ =X \ U und V' = X \ V sind nach Voraussetzung offen. Wegen|(4.5)|ist damit auch U' NV’ =
X \ (U U V) eine offene Menge. Also ist U NV abgeschlossen.

zu (iii) Sei U; =X \V; fiir alle i € I. Dann ist jedes U; offen, nach|(4.5)|also auch die Vereinigungsmenge U = Uiel U;.
Wegen [ ).; Vi =X \ U ist [ ),; V; damit abgeschlossen. O

(4.15) Satz. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist genau dann stetig,
wenn das Urbild f (V) jeder abgeschlossenen Teilmenge V C Y selbst abgeschlossen ist.

Beweis: ,=“ Ist f stetig, dann ist nach|(4.10)|das Urbild jeder offenen Menge offen. Sei nun V C Y abgeschlossen.
Setzen wir U =Y \ V, dann ist f ~}(U) also offen. Wegen f (V) =X\ f1(U) ist f *(V) damit abgeschlossen.

,&“ Sei U C Y offen. Dann ist V = Y \ U abgeschlossen, und auf Grund der Voraussetzung ist f (V) ebenfalls
abgeschlossen. Daraus folgt, dass f~}(U) = X \ f~!(V) offen ist. Wir haben somit gezeigt, dass das Urbild jeder
offenen Menge offen ist. Nach[(4.10)|folgt daraus die Stetigkeit von f. m|

(4.16) Satz. Eine Teilmenge A C X in einem metrischen Raum (X, dy) ist genau dann abge-
schlossen, wenn mit jeder Folge (x™), oy in A, die in (X, dy) konvergiert, auch der Grenzwert

a = lim x™ in A enthalten ist.
n—oo

Beweis: ,=“ Setzen wir voraus, dass A C X eine abgeschlossene Teilmenge von X ist. Sei (x(™),c eine in A
liegende, konvergente Folge und a = lim, x(™ ihr Grenzwert. Angenommen, es gilt a ¢ A. Weil A abgeschlossen ist,
handelt es sich bei U = X \ A um eine Umgebung von a. Es gibt also ein N € IN mit x™ € U fiir alle n > N, im
Widerspruch zur Voraussetzung x( € A fiir alle n € IN.



»,<=“ Nehmen wir an, dass fiir jede in A liegende, in (X, dyx) konvergente Folge auch der Grenzwert in A liegt, dass
aber A nicht abgeschlossen ist. Dann gibt es ein a € X \ A, so dass fiir jedes ¢ € R* der Durchschnitt ANB,(a) nichtleer
ist. Insbesondere finden wir fiir jedes n € IN ein x™ € ANB1(a). Wir erhalten so eine Folge (x(“))nE]N mit limx™ =q,

deren Folgenglieder alle in A liegen, mit einem Grenzwert au3erhalb von A. Dies widerspricht unserer Annahme. O

Beispielsweise ist das Intervall I = [0, 1[ nicht abgeschlossen in R. Die Zahlen x™ = 1—% bilden eine Folge (x™),cx

in I, aber deren Grenzwert lim x™ = 1 ist nicht in I enthalten.
n—oo

(4.17) Definition. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, dy) wird beschrinkt
genannt, wenn die Menge D(A) = {dx(a,b) | a,b € A} € R, beschrankt ist. Ist dies der Fall,
dann bezeichnen wir d(A) = sup D(A) als den Durchmesser der Teilmenge A. Der leeren Menge

@ wird der Durchmesser d(&) = 0 zugeordnet.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, dy) ist genau dann beschrinkt, wenn ein Punkt a € Aund ein y € R*
mit dy (a, x) < v fiir alle x € A existiert. Ist ndmlich a ein solcher Punkt, dann folgt d(x,y) < d(a,x)+d(a,y) < 2y
fiir alle x, y € A. Die Umkehrung ist offensichtlich.

(4.18) Satz. (Schachtelungspringzip)

Sei (X, dy) ein vollstandiger metrischer Raum und (A, ), €ine Folge nichtleerer, abgeschlosse-
ner, beschréankter Teilmengen von X mit A, 2 A, fiir alle n € IN. Gilt lim, d(A,) = 0, dann gibt

es einen eindeutig bestimmten Punkt a € X mit [ ),y A, = {a}.

Beweis: Zunichst beweisen wir die Eindeutigkeit. Sind a,a’ € A zwei verschiedene Punkte mit a,a’ € A, fiir alle
n € N, dann gilt d(a,a’) < d(A,) fiir alle n € IN. Aus lim,, d(A,,) = 0 folgt d(a,a’) = 0 und a = d’, im Widerspruch

zur Voraussetzung.

Zum Nachweis der Existenz wihlen wir in jeder Menge A, einen Punkt x(™. Sei ¢ € R* vorgegeben und N € N so
grofd gewihlt, dass d(A,) < ¢ fiir alle n > N erfiillt ist. Sind nun m,n € N mit n > m > N, dann folgt d(x™, x(™) <
d(A,,) < &, also ist (x(M), . eine Cauchyfolge. Auf Grund der Vollstindigkeit von (X, dy) konvergiert diese gegen
einen Punkt a € X. Ist m € IN beliebig, dann gilt x(V € A, CA,, fiir alle n > m. Weil A,, abgeschlossen ist, liegt nach
[(4.16)]auch der Grenzwert a der Folge in A,,,. Weil m beliebig vorgegeben war, haben wir somit a € A,, fiir alle m € IN

und somit a € (), A, nachgewiesen. O

Wie bereits oben angesprochen, gibt es in der Regel viele Teilmengen eines metrischen Raums, die weder offen noch
abgeschlossen sind. Man kann aber jeder Teilmenge A eine offene Menge A° und eine abgeschlossene Menge A mit
A° C A C A zuordnen.



(4.19) Definition. Sei (X, dy) ein metrischer Raum und A € X eine Teilmenge.

(i) Man nennt x einen inneren Punkt von A, wenn ein ¢ € R mit B,(x) C A existiert. Die

Menge der inneren Punkte von A wird mit A° bezeichnet und das Innere von A genannt.

(ii) Ein Punkt x € X liegt im Abschluss von A, wenn fiir jedes ¢ € R" der Durchschnitt
AN B,(x) nicht leer ist.

(iii) Die Menge A=A\ A° wird der Rand von A genannt.

Man beachte, dass A° leer sein kann; dies gilt zum Beispiel fiir jede einelementige Teilmenge von R, oder fiir jede
Teilmenge von R3, die in einer Ebene enthalten ist. Ebenso ist A = X méglich. Wenn das der Fall ist, bezeichnet man

A als dichte Teilmenge von RR. Beispielsweise ist ) eine dichte Teilmenge von R beziiglich der Standard-Metrik.

(4.20) Proposition. Sei (X, dy) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.

(i) Die Menge A° ist die grofte offene Teilmenge von X, die in A enthalten ist. Ist also U C A
offen in X, dann gilt U C A°.

(ii) Die Menge A ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die A enthilt. Ist also Z € X
eine beliebige abgeschlossene Teilmenge mit Z C A, dann folgt A C Z.

(iii) Ein Punkt x € X gehort genau dann zum Rand JdA, wenn B,(x) fiir jedes ¢ € R* jeweils

mindestens einen Punkt von A und einen Punkt des Komplements X \ A enthilt.

Beweis: zu (i) Zunéchst einmal gilt A° C A. Ist namlich x € A° und ¢ € R* mit B,(x) C A, dann gilt x € B,(x) und
somit x € A. Die Menge A° ist auch offen. Ist ndmlich x € A°, dann gibt es nach Definition ein ¢ € R mit B,(x) C A.
Weil B,(x) nach[(4.3)| offen ist, gibt es auch fiir jedes y € B.(x) ein ¢’ € R* mit B,,(y) € B.(x) C A. Dies zeigt, dass
jedes y € B,(x) ein innerer Punkt von A, insgesamt also B,(x) € A° gilt. Sei nun U eine beliebige offene Teilmenge
von X mit U C A, und sei x € U. Auf Grund der Offenheit von U gibt es ein ¢ € R* mit B,(x) C U. Es gilt dann auch
B.(x) € A, und daraus wiederum folgt x € A°.

zu (ii) Zum Nachweis von A D A sei x € A vorgegeben. Fiir jedes ¢ € R" gilt x € B,(x). Wegen x € A folgt daraus
x € A. Die Menge A ist abgeschlossen. Ist ndmlich x € X \ 4, dann existiert nach Definition von A ein ¢ € R mit
B.(x)NA = @. Weil B,(x) offen ist, gibt es fiir jedes y € B,(x) ein ¢’ € R* mit B,,(y) C B,(x). Wegen B,(x)NA=g
gilt auch B,,(y) NA = @ und damit y € X \ A. Damit ist B,(x) C X \ A nachgewiesen; dies zeigt, dass A abgeschlossen
ist. Sei nun Z eine abgeschlossene Teilmenge von X mit Z 2 A, und sei x € A vorgegeben. Zu zeigen ist x € Z, was zu
x ¢ X \ Z dquivalent ist. Wire x in X \ Z enthalten, dann gébe es auf Grund der Offenheit dieser Menge ein ¢ € R*
mit B,(x) € X\ Z. Dies ist mit B,(x)NZ = @ gleichbedeutend, und wegen Z 2 A folgt daraus B, NA = &. Aber wegen
x € Amuss jeder offene e-Ball mit A einen nichtleeren Schnitt haben. Also war die Annahme x € X \ Z falsch, und es
muss x € Z gelten.

zu (iii) ,=“ Sei x € JA. Dann gilt insbesondere x € A, somit enthélt B,(x) fiir jedes ¢ € R* einen Punkt aus A.
Andererseits gilt auch x ¢ A°. Gébe es ein ¢ € R mit der Eigenschaft, dass B,(x) keine Punkte aus X \ A enthilt,
dann wiirde B, (x) € A folgen. Dies wiirde x € A° bedeuten, im Widerspruch zu unserer Annahme. ,<“ Weil B,(x)



fiir jedes ¢ € R* einen Punkt aus A enthilt, gilt x € A. Nehmen wir nun an, es wiirde x € A° gelten. Dann giibe es
ein £ € R* mit B,(x) C A; der Schnitt von B,(x) mit X \ A wire also leer, im Widerspruch zur Voraussetzung. So aber
gilt x ¢ A°, insgesamt ist x also in dA=A\ A° enthalten. |

(4.21) Definition. Sei (X,dy) ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann erhalten
wir durch Einschréankung von dy auf Y x Y eine Metrik dy auf Y mit dy(a, b) = dx(a, b) fiir
alle a, b € Y. Wir bezeichnen eine Teilmenge U C Y als relativ offen bzw. abgeschlossen in Y,

wenn U beziiglich dy offen bzw. abgeschlossen ist.

(4.22) Satz. Sei(X,dy) ein metrischer Raum, Y C X eine Teilmenge und U C Y.

(i) Genau dann ist U relativ offen in Y, wenn eine offene Teilmenge U C X mit der Eigen-
schaft U =UNY existiert.

(i) Genau dann ist U relativ abgeschlossen in Y, wenn eine abgeschlossene Teilmenge U C X
mit U =0UNY existiert.

Beweis: Wir beschréanken uns auf den Beweis von (i), weil der Beweis des anderen Teils weitgehend analog verlauft.
Es sei dy die Metrik auf Y, die man durch Einschrdankung von dy auf Y x Y erhélt.

,&<“ Sei U C X eine Menge mit den angegebenen Eigenschaften und a € U. Weil U offen ist, gibt es ein £ € R*
mit B,(a) € U, wobei B, (a) den offenen Ball vom Radius ¢ um U beziiglich der Metrik dy bezeichnet. Fiir alle x € Y
gilt die Aquivalenz x € B,(a) < dy(a,x) < £ & dy(a,x) < ¢, also ist B,(a) N'Y der offene Ball vom Radius £ um a
beziiglich dy . Die Inklusion B,(a)NY € UNY = U zeigt, dass U in Y relativ offen ist.

,=“ Sei U CY einein Y relativ offene Teilmenge. Dann gibt es fiir jedes a € U ein £(a) € R™, so dass der offene
Ball
Bigy(a) = {yeYldy(a,y)<el@} = {yeYldila,y)<el@} = Byylany

um a vom Radius &(a) beziiglich dy in U enthalten ist. Es gilt also B,(,)(a) NY = B,(,)y(a) C U fiir alle a € U. Die

Menge U = (Uaew Be(a) ist offen in (X, dx), und es gilt

acU

ﬁﬂY = (U Bg(a)(a)) ny = U(Bg(a)(a)ﬂY) = U. O
acU aelU

Die Teilmenge U = ]—1, 1[ x {0} € R? ist zwar keine offene Menge in X = R?, da zum Beispiel keine e-Umgebung

B,((0,0)) von (0,0) in X enthalten ist. Sie ist aber relativ offen in Y = R x {0}, denn sie kann als Durchschnitt von

Y und der in R? offenen Menge U = ]—1, 1[ x R dargestellt werden.



§ 5. Kompaktheit

Zusammenfassung.  Die kompakten Teilmengen eines metrischen Raums sind das Analogon der endlichen abgeschlossenen
Intervalle in der eindimensionalen Analysis. Fiir sie gilt das Maximumsprinzip und der Satz von Bolzano-Weierstra® (der besagt,
dass jede Folge in einem endlichen abgeschlossenen Intervall bzw. einem metrischen Raum eine konvergente Teilfolge besitzt).

Fiir die Definition der Kompaktheit in allgemeinen metrischen R4umen benétigt man den Begriff der offenen Uberdeckung. Im R"
sind die kompakten Teilmengen einfach die beschrénkten und abgeschlossenen. Diese Charakterisierung ist aber in allgemeinen
metrischen Radumen nicht mehr giiltig.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

offene Uberdeckungen, Definition der Kompaktheit

Endliche abgeschlossene Quader sind kompakt.

Die kompakten Teilmengen im R" sind genau die beschridnkten und abgeschlossenen Mengen.
Satz von Bolzano-Weierstrass

Maximumsprinzip

gleichméRige Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Rdumen

Stetige Abbildungen auf kompakten metrischen Rdumen sind gleichmaf3ig stetig.

(5.1) Definition. Sei I eine Menge, (X, d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge.
Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U,),.; offener Teilmengen U; € X mit der
Eigenschaft | .., U; 2 A.

i€l

Uberdeckung einer Menge Q durch drei offene Mengen U, U,, U,

Fiir n € Z sei beispielsweise U, = Jn,n+ 2[ und V,, = Jn,n + 1[. Dann ist (U,),cy, eine offene Uberdeckung von R,
die Familie (V,),cz aber nicht, denn die Teilmenge Z C R ist in _J,,.,, V,, nicht enthalten.



(5.2) Definition. Sei (X,dy) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A € X wird kompakt ge-
nannt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (U;);c; von A eine endliche Teilmenge J C I existiert,
so dass bereits | J;; U; 2 A erfiillt ist. Den metrischen Raum selbst bezeichnen wir als kompakt,

wenn die Teilmenge A =X in (X, dy) kompakt ist.

Hiufig verwendet man fiir die Kompaktheit von A die Formulierung ,In jeder offenen Uberdeckung von A gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung.“ Dies ist aber nicht einfach damit gleichbedeutend, dass A eine endliche offene Uber-
deckung besitzt. Letzteres trifft fiir jede Teilmenge A € X zu: Die einelementige Familie (U;);c(1; gegeben durch
U, = X ist offensichtlich eine Uberdeckung von A. Bei der Definition der Kompaktheit liegt die Betonung darauf, dass

in jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung gewéhlt werden kann.

Schauen wir uns nun einige Beispiele und Gegenbeispiele fiir kompakte Mengen an.

(5.3) Proposition. Sei (X, dy) ein metrischer Raum und A € X eine endliche Teilmenge.
Dann ist A kompakt.

Beweis: Sei r € IN,, und seien aj, ..., a, die verschiedenen Elemente von A. Sei auerdem (U,),; eine offene Uber-
deckung von A. Wegen a;, € Aund A C | J,., U; gibt es fiir jedes k € {1,...,r} ein i(k) € I mit a; € Uyy,. Setzen wir
J ={i(1),...,i(r)}, dann ist | J,., U; 2 A offenbar erfiillt. O

(5.4) Proposition. Die Menge R im metrischen Raum (R, d) mit der Metrik d(x,y) =[x —y|
fiir x, y € R ist nicht kompakt.

Beweis: Die Familie (U,),cz, gegeben durch U, = ]n,n+ 2[ ist eine offene Uberdeckung von R. In (U,),cz kann
aber keine endliche Teiliiberdeckung gewéhlt werden, denn jede Vereinigung der Form U, U...UU, mitr € N, und

ny,...,N, € Z hat nur endlichen Durchmesser und enthélt somit nicht ganz R. |

(5.5) Proposition. Sei (x(), . eine konvergente Folge in einem metrischen Raum (X, d) mit

Grenzwert a = lim, x™. Dann ist die Menge A= {x(™ | n € N} U {a} kompakt.

Beweis: Sei (U,);; eine offene Uberdeckung von A. Dann gibt es insbesondere ein i, € I mit a € Uj,, und U;  ist eine
Umgebung von a. Auf Grund der Konvergenz finden wir somit ein N € IN mit x( € U,, fur alle n > N. Fiir jedes
n € IN mit n < N gibt es auerdem auf Grund der Uberdeckungseigenschaft ein i, € I mit x™ U;, - Ein Folgenglied
x™ liegt fiir n < N also in U;, und fiir n > N in U, . Dies zeigt, dass die endliche Indexmenge J = {iy, iy, ..., iy_1}

eine endliche Teiliiberdeckung von (U;);¢; definiert. O

Nimmt man aus der Menge A den Grenzwert a heraus, so erhélt man im allgemeinen keine kompakte Menge mehr. Ist
die Folge beispielsweise durch x™ = % fiir alle n € IN gegeben, dann in der Uberdeckung (U, ), mit U, = ]%, 237[

fiir n € IN keine endliche Teiliiberdeckung.

Wie schon bei der Offenheit und der Abgeschlossenheit bezieht sich der Begriff kompakt bei Teilmengen eines endlich-
dimensionalen R-Vektorraums auf die induzierte Metrik beziiglich einer beliebigen Norm, solange nicht explizit eine
andere Metrik vorgegeben wurde. Weil die Kompaktheit direkt auf dem Begriff der offenen Teilmenge basiert, folgt

aus|(4.4)| unmittelbar, dass auch diese Eigenschaft nicht von der Wahl der Norm abhéngig ist.



(5.6) Definition. Ein abgeschlossener Quader in R" ist eine Teilmenge Q € R" der Form
Q=1 x..xI,, wobei I, C R fiir 1 < k < n jeweils ein abgeschlossenes Intervall [a;, b; ] mit
ay < by bezeichnet.

Man iiberpriift leicht, dass jeder abgeschlossene Quader dieser Form eine abgeschlossene Teilmenge von R" ist. Der
Durchmesser d(Q) von Q beziiglich der Maximums-Norm || - || o, ist gegeben durch d(Q) = max{b; —a; | 1 < k < n}.

(5.7) Satz. Jeder abgeschlossene Quader Q € R" ist kompakt.

Beweis: Nehmen wir an, dass Q nicht kompakt ist. Dann gibt es in R" eine offene Uberdeckung (U;);c; von Q, in der
aber keine endliche Teiliiberdeckung existiert. Wir definieren nun eine absteigende Folge

QZQ02Q12Q22Q32

von abgeschlossenen Quadern in R™ mit d(Q,,) = 27™d(Q), so dass keiner dieser Quader in (U;);c; eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt. Sei m € IN, und Q,, bereits definiert, wobei Q,, = 27"d(Q) gilt und Q,, keine endliche
Teiliiberdeckung in (U;);¢; besitzt. Dann erhalten wir Q,,,; durch das folgende Verfahren: Ist Q,, = I; x ... X I,, mit

abgeschlossenen Intervallen I, = [a, by ], dann zerlegen wir das Intervall I, jeweils in die beiden Teilstiicke
1 2
7 = laem] und [P = [mgb]

wobei m;, = %(ak+ b,) den Mittelpunkt von I, bezeichnet. Fiir jedes Tupel s = (sq, ...,s,) € {1,2}" sei Q¥) = Ifl) X ... X
IIES"). Auf diese Weise haben wir Q,, in insgesamt 2" Teilquader zerlegt. Weil die Intervalle, aus denen Q) gebildet
wird, jeweils halb so lang wie die Intervalle von Q,, sind, gilt d(Q®)) = %d(Qm) =2-m*D4(Q) fiir alle s € {1,2}". Es
gibt mindestens ein t € {1,2}", so dass Q') in (U;);; keine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Ansonsten konnten wir
nimlich die 2° endlichen Uberdeckungen der Quader Q®) zu einer endlichen Uberdeckung von Q,, zusammenfiigen.
Definieren wir nun Q,,,; = Q'), dann erfiillt Q,,,, alle angegebenen Bedingungen.

Nun zeigen wir, dass diese Konstruktion zu einem Widerspruch fiihrt. Nach dem Schachtelungsprinzip [(4.18)| gibt es
ein a € Q mit (),,cp Qm = {a}. Weil (U;),; eine Uberdeckung von Q ist, gibt es ein iy € I mita € U,,- Seie € R" so
klein gewéhlt, dass B,(a) in U;, enthalten ist, wobei B,(a) den offenen Ball beziiglich || - ||, bezeichnet. Sei m € IN
mit 27" < g. Wir zeigen, dass Q,, in U;, liegt. Sei x € Q,, vorgegeben. Aus a,x € Q,, und d(Q,,) < 2™™ < ¢ folgt
d(a,x) < ¢. Dies wiederum bedeutet x € B,(a) € U; . Aber die Inklusion Q,, € U; widerspricht der Annahme, dass
Qn nicht durch endlich viele Mengen aus der Familie (U;);¢; liberdeckt werden kann. O

(5.8) Satz. SeiA eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen Raums (X, dy).
Dann ist A kompakt.



Beweis: Sei (U;);c; eine offene Uberdeckung von A. Weil U = X \ A offen ist, bildet (U,);c; zusammen mit U eine
offene Uberdeckung von X. Weil X kompakt ist, kénnen wir eine endliche Teilmenge J C I wihlen, so dass (U;);c;
zusammen mit U eine endliche Uberdeckung von X bildet. Es gilt also

A ¢ x = vulJuy = x\aulJu,.
jeJ jer
Die Gleichung zeigt A C Uje ; Uj, wir haben also eine endliche Teiliiberdeckung von A in (U;);¢; gefunden. O

(5.9) Folgerung. Jede beschréankte und abgeschlossene Teilmenge A C R" ist kompakt.

Beweis: Weil A beschrénkt ist, gibt es ein r € R*, so dass A im offenen Ball B, (Op.) beziiglich der Maximums-Norm
Il - lloo enthalten ist. Nach Definition ist der abgeschlossene Ball B,.(Op.) gerade der abgeschlossene Quader [—r, 7],
und dieser ist nach eine kompakte Teilmenge von R". Als abgeschlossene Teilmenge von B, (Og.) ist A nach
ebenfalls kompakt. O

Kompakte Teilmengen metrischer Rdume lassen sich auch durch das Konvergenzverhalten von Folgen beschreiben.

(5.10) Definition. Ein Punkt x in einem metrischen Raum (X, dy) wird Hdufungspunkt einer
Teilmenge A C X genannt, wenn in jeder Umgebung von x jeweils unendlich viele Elemente aus
Aliegen.

In Analogie zu den endlichen, abgeschlossenen Intervallen von I gilt nun

(5.11) Satz. (Satz von Bolzano-Weierstrays)

Jede Folge in einem kompakten metrischen Raum (X, dy ) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (x), oy eine Folge in X. Ist die Menge A = {x(™ | n € IN} der Folgenglieder endlich, dann gibt es ein
a € Amit x( = q fiir unendlich viele n € IN. Wir finden dann eine Folge (n; ),y natiirlicher Zahlen mit x™) = a

fiir alle k € IN. Damit ist (x()), .y eine konstante, insbesondere eine konvergente Teilfolge von (x™), .

Setzen wir von nun an voraus, dass A eine unendliche Menge ist. Wir beweisen, dass A unter dieser Voraussetzung
einen Haufungspunkt besitzt. Ware dies nicht der Fall, dann gébe es fiir jedes x € X eine Umgebung U, C X, so dass
die Menge U, NA jeweils endlich ist. Die Familie (U, ),y bildet eine Uberdeckung von A. Auf Grund der Kompaktheit
existiert eine endliche Teilmenge J C X, so dass A bereits von (U, ),; Uiberdeckt wird. Aber dies wiirde bedeuten,

A = AnX = AO(UUX) = Januy

xeJ xeJ

dass

eine endliche Menge ist, im Widerspruch zur Annahme. Sei a € X also ein Haufungspunkt von A. Dann enthalt
B, k(a) fiir jedes k € IN jeweils unendlich viele Folgenglieder, wir finden also ein n; € IN mit x™) e B, sk(a). Nach
Konstruktion konvergiert die Teilfolge (x(")), .y dann gegen den Punkt a. m|



(5.12) Folgerung. Jede beschridnkte Folge in R" besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Dies folgt aus dem Satz von Bolzano-Weierstral3, weil jede beschrankte Folge in einem hinreichend grof3
gewahlten kompakten Quader enthalten ist. m|

(5.13) Folgerung. Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, dy) ist be-
schrankt und abgeschlossen.

Beweis: Nehmen wir an, A wére nicht beschrénkt. Dann wahlen wir einen beliebigen Punkt a € A und definieren eine
offene Uberdeckung von A durch (U,),cy durch U, = B,(a) fiir alle n € IN. Da A unbeschrénkt ist, gibt es in dieser
offenen Uberdeckung keine endliche Teiliiberdeckung. Also ist A nicht kompakt, im Widerspruch zur Annahme.

Gehen wir nun davon aus, dass A nicht abgeschlossen ist. Dann gibt es nach eine Folge (x(™), ¢ mit einem
Grenzwert x € X, der auRerhalb von A liegt. Jede Teilfolge von (x™), .y konvergiert dann ebenfalls gegen x. Aber
nach dem Satz von Bolzano-Weierstral3 gibt es eine Teilfolge, die gegen einen Punkt in A konvergiert. Weil eine Folge
nicht gegen zwei verschiedene Punkt konvergieren kann (siehe[(2.2)), erhalten wir auch hier einen Widerspruch. O

Zusammen mit[(5.9)| erhalten wir

(5.14) Satz. (Satz von Heine-Borel)

Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie beschrénkt und abgeschlossen ist.

Abeschlossene und beschriankte Teilmengen allgemeiner metrischer Rdume sind nicht notwendigerweise auch kom-

pakt. Beispielsweise gilt

(5.15) Proposition. Sei X eine unendliche Menge und 6 die diskrete Topologie auf X. Dann
ist X zwar beschrankt und abgeschlossen, aber nicht kompakt.

Beweis: Weil 6 nur die Werte 0 und 1 annimmt, gilt d(X) = 1 fiir den Durchmesser von X. Also ist X beschrankt.
Wie in jedem metrischen Raum ist die Gesamtmenge X abgeschlossen. Dariiber hinaus ist, wie wir in 2.4 gesehen
haben, jede Teilmenge eines diskreten metrischen Raums offen und damit auch abgeschlossen. Andererseits ist X
nicht kompakt. Weil namlich jede Teilmenge von X offen ist, erhalten wir durch ({x}),cx eine offene Uberdeckung
von X. Weil aber X unendlich ist, kénnen wir in ({x}),cx keine endliche Teiliiberdeckung wéhlen. O

(5.16) Satz. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen, wobei X
kompakt sei. Dann ist auch die Bildmenge f (X) kompakt.

Beweis: Sei (V;),; eine offene Uberdeckung von f(X). Dann sind die Urbildmengen U; = f'(V;) auf Grund der
Stetigkeit von f offen (siehe , und sie bilden eine Uberdeckung des Definitionsbereichs X der Abbildung. Weil
X kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J C I, so dass X bereits von (U;);c; liberdeckt wird. Dann ist (V;);c;
eine Uberdeckung von f(X). Ist ndmlich y € f(X) vorgegeben, dann existiert ein x € X mit f(x) =y und eini € J
mit x € U; = f~1(V;). Es folgt dann y = f(x) € V;. m|



(5.17) Satz. (Maximumspringzip)

Jede stetige, reellwertige Funktion f : X — R auf einem kompakten metrischen Raum X ist
beschrénkt und nimmt auf X ihr Maximum und Minimum an.

Beweis: Nach[(5.16)]ist f(X) C R beschréinkt und abgeschlossen. Weil f (X) beschrénkt ist, besitzt diese Menge ein
Infimum m_ und ein Supremum m,. Nehmen wir an, dass m_, nicht in f(X) liegt. Dann gibt es nach Definition des
Supremums eine Folge (y™), < in f(X) mit lim,, y™ = m,. Aber weil f(X) abgeschlossen ist, muss nach
auch der Grenzwert m, in f(X) liegen. Genauso beweist man m_ € f(X). O

(5.18) Definition. Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dy) und (Y, dy )
wird gleichméRig stetig auf X genannt, wenn fiir jedes ¢ € R* ein 6 € R* existiert, so dass die
Implikation dx (x, y) < 6 = dy(f(x), f(¥)) < ¢ fiir alle x, y € X erfiillt ist.

(5.19) Satz. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen, wobei X
kompakt sei. Dann ist f sogar gleichméaRig stetig auf X.

Beweis: Sei e € R* vorgegeben. Weil f auf X stetig ist, konnen wir fiir jeden Punkt a € X das e-5-Kriterium
anwenden und erhalten ein §, € R*, so dass die Implikation dy(a,x) < 6, = dy(f(a), f(x)) < %5 fiir alle x € X
erfiillt ist. Lassen wir a die gesamte Menge X durchlaufen, dann bilden die offenen Bille U, = B 1 5a(a) bilden einen
offene Uberdeckung von X . Weil X kompakt ist, konnen wir eine endliche Teilmenge J C X wihlen, so dass X bereits
durch die Mengen U, mit a € J iiberdeckt wird.

Seinun 6 = min{%6a|a € J}, und seien x,y € X mit dy(x,y) < & vorgegeben. Auf Grund der Uberdeckungseigen-
schaft finden wir ein a € J mit x € U,. Es folgt dy(a, x) < %5a, und zusammen mit dy(x,y) < & < %5a erhalten wir
dy(a,y) < 8,. Aus dy(a,x) < %5(1 < 6, folgt dy(f(a), f(x)) < %e, und aus dy(a,y) < 8, folgt dy (f (a), f(¥)) < %e.
Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir insgesamt dy (f (x), f (¥)) < dy (f (@), f (x))+dy (f (a), f(¥)) < %8-?—%8 =e.
O



§ 6. Zusammenhang

Zusammenfassung. Besteht eine Teilmenge A eines metrischen Raums X aus mehreren voneinander getrennten Komponen-
ten (wie beispielsweise die Teilmenge [0,1]U [2,3] von R), dann sind diese Komponenten (hier [0,1] und [2,3]) in A offene
Teilmengen. Man kann A also als disjunkte Vereinigung mehrerer echter relativ offener Teilmengen darstellen. Die Menge A soll
zusammenhéngend sein, wenn eine solche Zerlegung nicht moéglich ist. Das Problem bei dieser Herangehensweise ist natiirlich,
dass wir zu Beginn nicht gesagt haben, was ,,getrennte Komponenten“ sein sollen, auch wenn anschaulich vielleicht klar ist, was
gemeint war.

Um diesen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen, machen wir statt dessen die disjunkte Vereinigung zur Grundlage unserer
Definition: Ein metrischer Raum A ist zusammenhéngend, wenn er nicht als Vereinigung echter relativ offener Teilmengen dar-
gestellt werden kann. Zusammenhéngende Teilmengen sind das Analogon der Intervalle in der eindimensionalen Analysis. Unter
anderem es dies genau die Teilmenge A € X mit der Eigenschaft, dass fiir stetige Funktionen f : A — X der Zwischenwertsatz
giiltig ist.

Anschaulich besser zugéanglich ist der Begriff des Wegzusammenhangs. Unter einem Weg in A versteht man eine stetige Abbildung
v : [a, b] = A. Man verbindet damit die Vorstellung, sich in A zu ,,bewegen®, indem man bei y(a) startet und iiber die Punkte y(t)
mit a < t < b schlieBlich zum Ziel y(b) genannt. Wegzusammenhang bedeutet nun, dass zwei beliebig gewahlte Punkte jeweils
durch einen Weg in A verbunden werden konnen.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

— Die Intervalle sind die zusammenhéngenden Teilmengen von R.
—  Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen auf zusammenhéingenden Teilmengen

—  Definition wegzusammenhingender Mengen
(Es gilt ,,wegzusammenhingend = ,zusammenhédngend”, aber nicht die Umkehrung.)

— konvexe Teilmengen normierter R-Vektorrdume als Beispiel fiir Wegzusammenhang

(6.1) Definition. Sei (X,dy) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X wird zusammen-
hidngend genannt, wenn es keine disjunkten, nichtleeren, und in A relativ offenen Mengen
U, VCAmitA=UUV gibt.

Wir bezeichnen den metrischen Raum (X, dy) selbst als zusammenhdngend, wenn die Teilmenge A = X zusammen-
héangend ist.

(6.2) Proposition. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, dy) ist genau dann zusam-
menhingend, wenn @ und A die einzigen Teilmengen von A sind, die sowohl relativ offen als
auch relativ abgeschlossen in A sind.

Beweis: Wir beweisen beide Richtungen durch Kontraposition. ,,=“ Angenommen, es gibt eine Teilmenge U C A
mit U # @&, A, die sowohl relativ offen als auch relativ abgeschlossen in A ist. Dann ist auch V = A\ U in A relativ
offen, und es gilt V # @. Somit ist durch A= U UV eine Zerlegung von A in disjunkte, nichtleere, in A relativ offene
Mengen gegeben.



~&=“ SeiA=UUV eine Zerlegung von A in nichtleere, disjunkte, in A relativ offene Mengen. Neben U # @ gilt auch
U # A, dennansonsten wire V = @. Also ist U eine in A relativ offene Menge ungleich @ und A. O

Die Teilmenge A = {(x, %) | 0 # x € R} C R?} ist nicht zusammenhingend. Ist nimlich R~ die Menge der negativen
reellen Zahlen, U=R™ x Rund V =R* x R, dann ist A= U’ UV’ mit U’ = UNAund V' = V NA eine Zerlegung
von A in disjunkte, nichtleere und in A relativ offene Teilmengen.

Nach unserer Definition aus der Analysis einer Variablen wird eine Teilmenge I C R als Intervall bezeichnet, wenn

mit a,b €1 auch [a, b] in I enthalten ist.

(6.3) Satz. Sei M C R eine Menge, die mindestens zwei verschiedene Elemente enthélt. Genau
dann ist M eine zusammenhédngende Teilmenge von R, wenn M ein Intervall ist.

Beweis: ,<“ Angenommen, M ist ein Intervall. Sei M = U UV eine Zerlegung von M in disjunkte, nichtleere und
in M relativ offene Teilmengen. Sei u € U und v € V; aus Symmetriegriinden kénnen wir u < v voraussetzen. Weil
M ein Intervall ist, gilt [u,v] € M, und U’ = [u,v]NU, V' = [u,v] NV ist eine Zerlegung von [u, v] in disjunkte,
nichtleere Teilmengen, die beide in [u, v] relativ offen sind. Sei nun s = sup U’. Dann gibt es in U’ eine Folge (s™),c,
die gegen s konvergiert. Weil U’ als Komplement von V' in [u, v] relativ abgeschlossen ist, liegt s als Grenzwert der
Folge in U’. Nach Definition des Supremums gilt x ¢ U’ und somit x € V' fiir alle x € [u, v] mit x > s. Andererseits
gibt es auf Grund der relativen Offenheit von U’ in [u,v] ein € € R*, so dass [s,s + €[ noch in U’ enthalten ist. Dies
wiirde bedeuten, dass zum Beispiel s + 3 sowohl in U’ als auch in V' liegt, im Widerspruch dazu, dass U’ und V'
disjunkt sind.

»,2=" Nehmen wir an, M ist zusammenh&ngend, aber kein Intervall. Dann gibt es zwei verschiedene Punkte u,v € M
mit u < v und einen Punkt s € [u, v], der nicht in M liegt. Wir definieren nun U = ]—o0o,s[ und V = Js,+oo[. Dann
ist M =(UNM)U(V N M) eine Zerlegung von M in disjunkte, nichtleere Teilmengen, die in M relativ offen sind.
Dies widerspricht der Annahme, dass M zusammenhéngend ist. m|

(6.4) Proposition. Seien (X, dy) und (Y, dy ) metrische Rdume und A € X zusammenhéngend.

Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist f (A) eine zusammenhéngende Teilmenge von Y.

Beweis: Angenommen, es gibt nichtleere, disjunkte Teilmengen U,V C f(A), die in f(A) relativ offen sind. Weil f
und damit auch f |, stetig ist, sind die Urbildmengen U’ = (f|,)"1(U) und V' = (f|,)"*(V) relativ offen in A, nach
Weil U und V beide nichtleer sind (und f |, die Menge A surjektiv auf f (A) = UUV abbildet), sind auch U’ und
V/ nichtleer. Wiren U’ und V' nicht disjunkt, x € U'NV’, dann hétten U und V mit f (x) ebenfalls einen gemeinsamen
Punkt, im Widerspruch zur Voraussetzung. Auflerdem gilt U UV = A, denn fiir jedes x € A gilt f(x) € f(A), also
f(x) € U oder f(x) € V und damit x € U’ oder x € V’. Insgesamt haben wir also A in nichtleere disjunkte, in A
relativ offene Teilmengen zerlegt. Aber dies widerspricht der Voraussetzung, dass A zusammenhéngend ist. m|

(6.5) Satz. (Zwischenwertsatz)

Sei (X, dy) ein metrischer Raum, A C X eine zusammenhéngende Teilmenge und f : X — R
eine stetige Funktion. Seien a, b € A vorgegeben. Dann nimmt f auf A jeden Wert ¢ € R mit

fla)<c < f(b)an.



Beweis: Nach |(6.4)|ist f(A) € R zusammenhdngend. Ist f(A) die leere Menge oder besteht f(A) nur aus einem
Element, dann ist die Aussage offenbar erfiillt. Andernfalls ist f (A) nach |(6.3)|ein Intervall. Dies bedeutet, dass mit
f(a) und f(b) auch jeder Wert dazwischen in f (A) enthalten ist. O

(6.6) Definition. Sei (X,dy) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heilst wegzusam-
menhéingend, wenn fiir beliebige Punkte a, b € A jeweils eine stetige Abbildung y : [0,1] —» A
mit y(0) = a und y(1) = b existiert. Man bezeichnet y als Weg, der die Punkte a und b verbindet.

Ein wichtiger Spezialfall fiir wegzusammenhéngende Mengen sind die konvexen Teilmengen von normierten R-Vek-
torraumen.

(6.7) Definition. Sei V ein normierter R-Vektorraum, und seien p,q € V. Dann ist die Verbin-
dungsstrecke zwischen p und q die Menge [p,q] = {(1—t)p + tq | t € [0,1]}. Eine Teilmenge
A CV wird konvex genannt, wenn fiir alle p,q € A jeweils [p, q] C A gilt.

Einfache Beispiele konvexer Teilmengen sind die offenen und abgeschlossenen Bélle in einem metrischen Raum.

(6.8) Proposition. Sei V ein normierter R-Vektorraum. Dann ist jeder offene und jeder abge-

schlossene Ball in V konvex.

Beweis: Wir beschrianken uns auf den offenen Fall. Seia € V, r e R" und A=B,(a) = {x € V | ||[x —a|| < r}. Seien
auBerdem p,q € B,(a) vorgegeben; zu zeigen ist [p,q] € A. Wegen p,q € B,.(a) gilt |[p—a|| < r und ||g—a|| < r.
Sei nun z € [p, q]. Dann gibt es nach Definition der Verbindungsstrecke ein t € [0,1] mit 2 = (1 — t)p + tq. Aus der
Dreiecksungleichung folgt

lz—all = lQ1=t)p+tg—all = [A-t)p—a)+tlg—a)ll < @Q-t)llp—all+tlig—all
< (1-t)r+tr = r
Also ist z in B,.(a) enthalten. O

Jede konvexe Teilmenge A in einem R-Vektorraum V ist wegzusammenhéngend: Seien p, q € A beliebig vorgegebene
Punkte. Weil die Verbindungsstrecke [p, q] vollstindig in A liegt, konnen wir durch y : [0,1] = A, t — (1 —t)p + tq
einen in A verlaufenden Weg definieren, der die Punkte p und q verbindet.

(6.9) Proposition. Jeder wegzusammenhédngende Teilmenge A C X eines metrischen Raums
(X, dy) ist zusammenhéngend.

Beweis: Angenommen, A= U UYV ist eine Zerlegung von A in nichtleere, disjunkte, in A relativ offene Mengen U, V.
Dann wihlen wir Punkte p € U, g € V und verbinden diese durch einen Weg y : [0, 1] — A. Nun gilt y~"}(U)uy (V) =
[0, 1], weil y(t) fir jedes t € [0,1] in U oder V liegt, und dies ist eine Zerlegung des Intervalls [0, 1] in nichtleere und
disjunkte Mengen: disjunkt, weil die Mengen U und V disjunkt sind, und nichtleer wegen 0 € y}(U) und 1 € y"}(V).
Weil y stetig ist, sind die Teilmengen y~*(U) und y"1(V) nach offen in [0, 1]. Weil aber [0, 1] als metrischer
Raum nach zusammenhingend ist, kann es eine solche Zerlegung nicht geben. |



Erganzung:
Beispiel fiir eine zusammenhingende, nicht wegzusammenhingende Menge

Bereits in der Analysis einer Variablen war uns die Funktion f : R — R gegeben durch

sin(3) fiir x #0
0 firx=0

fx) =

begegnet, als Beispiel fiir eine (im Punkt 0) unstetige Funktion, bei der sich die Unstetigkeit aber nicht am Funktions-
graphen ablesen lésst. Hier zeigen wir, dass der Funktionsgraph von f, also die Menge A =T} = {(x, f(x)) | x € R}

eine zusammeningende, aber nicht wegzusammenhéngende Teilmenge von R? ist.

1) A= I} ist zusammenhingend

Nehmen wir an, die Menge A ist nicht zusammenhé&ngend. Dann gibt es eine disjunkte Zerlegung A = U UV in
nichtleere Teilmengen U, V, die beide in A relativ offen und damit auch relativ abgeschlossen sind. Wir bemerken nun
zunéchst, dass die Mengen AY = {(x, f(x)) | x e R*} und A~ = {(x, f(x)) | x € R, x < 0} wegzusammenhéngend
sind. Sind némlich p = (y, f(y)) und q = (2, f (z)) in A" vorgegeben mit 0 < y < z, dann ist auf Grund der Stetigkeit
von f|g+ durch v(t) = (1—t)y +tz, f((1—t)y +tz)) eine stetige Abbildung y : [0,1] — A* mit y(0) = (y,f(¥))=p
und y(1) = (2, f (2)) = q definiert. Genauso zeigt man, dass A~ wegzusammenhéngend ist.

Daraus folgt nun, dass sowohl A* als auch A~ entweder vollstdndig in U oder vollstdndig in V liegt. Wiirde namlich
zum Beispiel weder A C U noch A" C V gelten, dann wire A* = (A" NU)U (AT NV) eine Zerlegung von A" in relativ
offene, nichtleere, disjunkte Teilmengen, im Widerspruch dazu, dass A* wegzusammenhingend und nachdamit
auch zusammenhingend ist. Nach eventueller Vertauschung von U und V kénnen wir also A~ € U und A* € V
annehmen. Weil nun U in A auch relativ abgeschlossen ist und die Folge gegeben durch x(™ = (ﬁ,sin(Zﬂ'n)) =
(ﬁ, 0) vollstdndig in V liegt, muss nachauch der Grenzwert (0,0) € A dieser Folge in U liegen. Mit Hilfe der
Folge y = (—52-, sin(—27n)) = (—2711—,1, 0) kann genauso begriindet werden, dass (0, 0) in V liegt. Aber (0,0) € UnV

2nn?

widerspricht der Voraussetzung, dass U und V disjunkt sind.

(2) A=Ty ist nicht wegzusammenhangend

Nehmen wir an, dass A wegzusammenhéngend ist, und setzen wir p = (0, £ (0)) = (0,0) und g = (1, f(1)). Dann gibt
es eine stetige Abbildung y : [0,1] — Amit y(0) = p und y(1) = q. Nach[(3.6)|ist dann auch die erste Komponente y,
von y stetig, und wegen y,(0) = 0 und v, (1) = 1 muss es nach dem Zwischenwertsatz fiir jedes n € N ein t™ € 10, 1[
mit y,(¢) = 27r(r1+%)
eine in [0, 1] konvergente Teifolge ("), <, deren Grenzwert wir mit t, bezeichnen. Weil y stetig ist und y(t) fiir
jedes t €[0,1] in A liegt und somit y(t) = (y1(t), f (y1(t))) gilt, folgt nun

geben. Die Folge (t(), oy ist beschrinkt und besitzt nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass

(e fn() = 7rtg) = lim y(€™) = lim (1, (£, f(r, (7))
= lim Gl fGk) = Jim Gl sin@aln+ D) = (0,1,

Durch Vergleich der beiden Komponenten erhalten wir y;(t,) = 0 und f(y;(ty)) = 1, was aber zu f(y;(ty)) =
f(0) = 0 im Widerspruch steht. Dies zeigt, dass eine solche Abbildung y nicht existiert. Also ist A nicht wegzusam-

menhéngend.



§ 7. Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen

Zusammenfassung. In der eindimensionalen Analysis ist die Ableitung einer Funktion in einem Punkt lediglich eine reelle
Zahl, die die Steigung der Funktion in diesem Punkt angibt. Bei einer mehrdimensionalen Funktion ist eine einzelne Zahl zur
Beschreibung des Steigungsverhaltens nicht mehr ausreichend, weil die Steigung in der Regel davon abhéingt, in welche Richtung
man sich innerhalb des Definitionsbereichs bewegt. Zum Beispiel wéchst der Funktionswert von f(x,y) = x + 2y in y-Richtung
doppelt so schnell wie in x-Richtung.

Man kann aber der Funktion in einem Punkt p fiir jeden Richtungsvektor v einen Steigungswert zuordnen. Dies geschieht durch
die Richtungsableitung d,f (p). Ist v einer der Einheitsvektoren im RR", dann spricht man auch von einer partiellen Ableitung.
Neben der Definition dieser Ableitungsarten behandeln wir in diesem Kapitel auch héhere (mehrfache) partielle Ableitungen und
verallgemeinern den Mittelwertsatz aus der Analysis einer Variablen auf diesen neuen Ableitungstyp.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

—  Definition der partiellen Ableitungen und Richtungsableitungen
—  Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen
—  hohere partielle Ableitungen

—  Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen (Satz von Schwarz)

Im gesamten Kapitel sei V ein endlich-dimensionaler normierter R-Vektorraum. Sei U C V eine offene Teilmenge
und f : U — R eine Funktion auf U. Sei aul’erdem a € U ein beliebiger Punkt des Definitionsbereichs und v € V.

Unser Ziel besteht darin, das Steigungsverhalten von f im Punkt a in Richtung des Vektors v zu untersuchen.

Sei dazu ¢ : R — V definiert durch ¢(t) = a + tv. Weil U eine offene Teilmenge ist, die den Punkt ¢(0) = a enthiilt,
und auf Grund der Stetigkeit von ¢, ist ¢ "'(U) € R nach Satz eine Umgebung von 0. Es gibt also ein ¢ € R*
mit ]—, e[ € ¢ 1(U), und folglich ist die R-wertige Funktion f o ¢ zumindest auf dem Intervall ]—¢, [ definiert. Es
kann somit von der Differenzierbarkeit der Funktion f o ¢ im Punkt O gesprochen werden.

(7.1) Definition. Ist die Funktion f o ¢ im Punkt O differenzierbar, dann nennt man die
Ableitung 3, f (a) = (f o ¢)(0) die Richtungsableitung von f im Punkt a in Richtung v.

Die Abbildung ¢ dient bei dieser Definition also lediglich dazu, aus der mehrdimensionalen Funktion f eine eindi-
mensionale Funktion zu machen, was uns erméglicht, auf den Differenzierbarkeitsbegriff der Analysis einer Variablen
zuriickzugreifen. Man kann mit dieser Hilfsfunktion aber nicht nur die Richtungsableitung J, f an der Stelle a, son-

dern an jedem Punkt der Form ¢ (t) = a + tv berechnen, der im Definitionsbereich U von f enthalten ist.

(7.2) Lemma. Fiir alle t € R mit ¢(t) € U existiert 3,f (a + tv) genau dann, wenn f o ¢ an
der Stelle ¢ differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt 3, f (a + tv) = (f o ¢)'(t).

Beweis: Sei ty € R ein Punkt mit ¢(t,) € U, und sei 1) : R — V definiert durch ¢(t) = a +tyv +tv =a+ (t, + t)v.
Nach Definition existiert die Richtungsableitung &, f (a + t,v) genau dann, wenn die Funktion f o4 an der Stelle
0 differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt 8,f (a + t,v) = (f o y)'(0). Sei nun 7 : R — R gegeben durch 7(t) =



to + t. Dann hingen die beiden Abbildungen ¢ und 1) durch ¢ = ¢ o 7 zusammen. Auf Grund der Kettenregel der
eindimensionalen Analysis folgt aus der Differenzierbarkeit von 7 an der Stelle 0 und der Differenzierbarkeit von
f o ¢ an der Stelle t, = 7(0) die Differenzierbarkeit von f o ¢ o T = f o1} an der Stelle 0, und es gilt dann

of(attev) = (Fop)(0) = (fogpor)(0) = (fod)(r(0))-7'(0)
= (fod)(t):1 = (fod)(to)

Umgekehrt folgt aus der Existenz von J, f (a + t,v) nach Definition die Differenzierbarkeit von f o1 an der Stelle 0.
Wegen ¢ =1 o 77! folgt daraus wiederum die Differenzierbarkeit von f oo 77! = f o ¢ an der Stelle t,,. m|

Fiir konkrete Anwendungen ist vor allem der Fall V = R" interessant. Hier arbeitet man vor allem mit den Richtungs-

ableitungen beziiglich der Einheitsvektoren e, ..., e,.

(7.3) Definition. SeiU CR",a € U und k € {1, ..., n}. Die Richtungsableitung von f im Punkt
a beziiglich des k-ten Einheitsvektors e, wird (sofern sie existiert) die k-te partielle Ableitung

0,f (a) von f im Punkt a genannt.

Wird f in Abhéngigkeit von Variablen x, y, ... dargestellt, zum Beispiel in der Form f (x,y) = x? + 2xy + y?, dann
verwendet man an Stelle von J, f und 9, f auch die Bezeichnungen 2 f /dx und 8 f /9y fiir die partiellen Ableitungen.

Die partiellen Ableitungen geben die Steigung einer Funktion in x- und y-Richtung an.

Ist a = (aq,...,a,) € U ein Punkt des Definitionsbereichs, und ist die Abbildung ¢ : R — R" definiert durch ¢(t) =
(ag, e g1, ty Agys -, ay), dann ist J,f (a) nach |(7.2)| die Ableitung von (f o ¢) = f(aq,...,ax_1, t, g1, -, Ay) IM
Punkt a;, sofern die Ableitung dort existiert. Man &, f (a) also berechnen, indem man f nur als Funktion der k-ten



Koordinate betrachtet, wiahrend die iibrigen Koordinaten auf die konstanten Werte ay, ..., ay_;, Qx4q, ---» a4, Z€SELZt
werden, und diese Funktion dann an der Stelle a, ableitet. Ist f beispielsweise eine Funktion auf dem R?, dann ist
0, f (a;, a,) die Ableitung von t — f(t,a,) an der Stelle a;, und 8,1 (a;,a,) ist die Ableitung von t — f(a;, t) an der
Stelle a,. Wir betrachten nun einige konkrete Beispiele.

Beispiel 1: Sei f : R? — R gegeben durch f(x,y) = 2x%2+7y%+5y und p = (x, y) € R? ein beliebig gewihlter
Punkt. Um J, f (p) zu berechnen, miissen wir die Ableitung der Funktion t — f(t, y) im Punkt t = x bestimmen. Es
gilt

flt,y) = 2t>+7y%>+5y

fiir alle t € R, und die Ableitung dieser Funktion ist t — 4t. Also ist J; f (x, y) = 4x. Zur Berechnung von 9, f (x, y)
betrachten wir die Funktion t — f(x,t). Es gilt f(x,t) = 2x% + 7t? + 5t, und die Ableitung ist t — 14t + 5. Wir
erhalten somit d,f (x,y) = 14y +5.

Beispiel 2: Sei f : R? — R definiert durch f(x,y) = sin(2x)e®’. Dann sind die partiellen Ableitungen von f
gegeben durch 2, f (x,y) = 2cos(2x)e®” und &,f (x, y) = 3sin(2x)e%”.
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Graph der Funktion aus Beispiel 2

Auch die Berechnung von Richtungsableitungen sehen wir uns an einem Beispiel an.

Beispiel 3: Sei f : R? — R gegeben durch f(x,y) = 2x% + 7y? + 5y fiir alle (x,y) € R2. Wir bestimmen
die Ableitung von f im Punkt (x, y) in Richtung des Vektors v = (1, 1). Diese ist gegeben durch die Ableitung der
Funktion f o ¢ im Punkt 0, mit der Hilfsfunktion ¢ : R — R2, t — (x, y) + tv. Dabei ist (x,y) + tv = (x +t,y + t).

Den Wert der Ableitung erhélt man nun durch die Rechnungen

(fod)t) = flx+t,y+t) = 2x+t)*+7(y+t)*+5(y +1t)
= 2x*+4xt+2t2+7y* + 14yt + 7t + 5y + 5¢



und (f o ¢)'(t) = 4x + 4t + 14y + 14t + 5 fiir alle t € R. Wir erhalten J; 1,(x,y) = (f 0 ¢)'(0) = 4x + 14y + 5. Ein
Vergleich mit dem Ergebnis von oben zeigt, dass es sich um die Summe 7, f (x, y) + d,f (x, y) der beiden partiellen
Ableitungen handelt.

Wir wiederholen die Rechnung noch einmal mit einem beliebigen Richtungsvektor v = (a, b) € R2. In diesem Fall
miissen wir die Ableitung der Funktion (f o ¢)(t) = f(x +ta,y + tb) = 2(x + ta)* + 7(y + tb)?> + 5(y + tb) an der
Stelle 0 bestimmen. Es gilt (f o ¢)(t) = 4a(x + ta) + 14b(y + tb) + 5b und somit

af(x,y) = (fog)(0) = 4ax+14by+5b = a-0f(x,y)+b-0f(x,¥).

Wir leiten nun einige allgemeine Regeln fiir das Rechnen mit Richtungsableitungen her.

(7.4) Lemma. SeiU CV offen. Sei v € V, und seien f, g : U — R reellwertige Funktionen.

(i) Ist f konstant, dann gilt 8,f (x) = O fiir alle x € U.

(i) Ist x € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass die Richtungsableitungen J, f (x) und J,g(x)
existieren, dann existiert auch 8,(f + g)(x) und ,(f g)(x), und es gilt

o,(f+8)x)=0,f(x)+5,g(x) und  3,(fg)(x)=f(x)2,g(x)+g(x)d,f (x).

(iii) Existiert 8, f (x) im Punkt x € U, dann existiert auch 3., f (x) fiir alle ¢ € R, und es gilt
Onf =cof.

Beweis: Sei x € U, und sei ¢ € R" hinreichend klein gewihlt, so dass x + tv € U fiir alle t € ]—¢, ¢[ gilt. Sei
auBerdem ¢ : R — V definiert durch ¢(t) = x + tv fiir alle t € R. Nach Definition der Richtungsableitung gilt

0,f(x)=(f o$)'(0) und 3,g(x) = (g © ¢)'(0).
zu (i) Ist f konstant, dann ist auch f o ¢ konstant, und es folgt 3, f (x) = ¢’(0) = 0.

zu (ii) Nach Definition der punktweisen Summe zweier Funktionen gilt (f + g)o ¢ = (f o ¢) + (g o ¢). Mit der
Summenregel erhalten wir 3,(f + g)(x) = ((f o ) + (g0 ¢))'(0) = (f 2 ¢)(0) + (g © $)'(0) = I, (x) + J,8(x).
Ebenso gilt (fg)o ¢ = (f o ¢p)(g o ¢). Die Produktregel liefert somit

3,(fg) = ((fod)god))(0) = (fop)(0)(god)0)+(fo¢)0)(gog)(0)
= avf(x)'g(x)+f(x)'avg(x)-

zu (iii) Sei ¢, : R — V definiert durch ¢.(t) = x + ctv und ¢, € R* so gewdhlt, dass ¢ (]—e,,&.[) € U gilt.
Wegen ¢.(t) = ¢(ct) gilt ¢, = ¢ o 7w, mit 7, : R — R gegeben durch 7 .(t) = ct fiir alle t € R. Nach Definition der
Richtungsableitung gilt 3., f (x) = (f o ¢.)(t). Die Kettenregel aus der Analysis einer Variablen liefert nun

O f(x) = (fogd)(0) = (Foplom)(0) = (fod)(m(ONm(0) = 38,f(x)-c. O

Das letzte Beispiel wirft die Frage auf, ob sich allgemein jede Richtungsableitung als Linearkombination der partiellen
Ableitungen darstellen lasst. Wir werden im néchsten Abschnitt untersuchen, welche Bedingung die Funktion f
erfiillen muss, damit dies der Fall ist. Bei einer beliebigen Funktion ist es jedenfalls méglich, dass die partiellen

Ableitungen sehr wenig mit den sonstigen Richtungsableitungen zu tun haben, wie das folgende Beispiel zeigt.



Graph der Funktion aus Beispiel 4

Beispiel 4: Sei die Funktion f : R — R gegeben durch

2x firy=0
flx,y) = {3y firx=0
0 sonst.

Dann gilt 8,f(0,0) = 2, d,f(0,0) = 3, aber fiir v ¢ lin(e;) U lin(e,) ist J,f(0,0) = 0. Man beachte, dass f im
Nullpunkt stetig, aber in allen {ibrigen Punkten der x- und der y-Achse unstetig ist.

Die Existenz der Richtungsableitungen in einem Punkt a sagt im allgemeinen auch wenig iiber das Verhalten der
Funktion in diesem Punkt aus. Es kann beispielsweise vorkommen, dass sdmtliche Richtungsableitungen in einem

Punkt a existieren, ohne das die Funktion im Punkt a stetig ist. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 5:  Sei die Funktion f : R? — R definiert durch

2
) xzxi 5 fir (L)) #(0,0)
X,y =

0 fiir (x,y) =(0,0).

Dann existiert 3, f (0,0) fiir jedes v € R2, aber f ist in (0, 0) unstetig.

Beweis:  Zum Nachweis der ersten Aussage sei v = (a, b) € R? beliebig vorgegeben. Zur Berechnung von 3, f (0, 0)
verwenden wir die Hilfsfunktion ¢ (t) = (0,0) + tv = (ta, tb). Im Fall a # 0 gilt fir t # 0 jeweils

(ta)(th)? t3ab? tab?

(fod)(t) = f(ta,th) = ——"t_ = ——— _ = ’

(ta)?+(tb)s t2a2 4+ t6ho a2+ t4bo
und diese Gleichung ist auch fiir ¢t = 0 giiltig, da (f o ¢)(0) = f(0,0) = 0 gilt. Wir bilden nun die Ableitung

ab?)-(a®+ t*b®) — (tab?) - (4¢3b° a®b? + t*ab® —4t*ab® a®b? —3t*ab®
(Fod)(t) = (ab?)-( )—( )-( ) _ _

(a2 + t4b6)2 (a2 + t4b6)2 (a2 + t4b6)2




und erhalten 8,f(0,0) = (f o ¢)(0) = a~'b?. Betrachten wir nun den Fall a = 0. Im Fall b # 0 gilt fiir t # 0 die

Gleichung

. 2
Fod)) = fO.b) = g

und ebenso (f o ¢)(0) = f(0,0) = 0. Also gilt in diesem Fall 8, f(0,0) = 0. Fiir v = (0, 0) erhalten wir schlieRlich
¢(t) =1(0,0) fiir alle t € R, also (f o ¢)(t) = 0 und damit ebenso J,f (0,0) = 0. Damit ist gezeigt, dass J,f (0,0) fiir
alle v € R? existiert. Zum Nachweis der Unstetigkeit in (0,0) betrachten wir die Folge ((x,, ¥,))qen gegeben durch

(xp, Yn) = (%, %), die gegen (0,0) konvergiert. Es gilt

0

1
f(xn’yn) = . 1 = %Tl.

1
w T

Die Folge der Funktionswerte f (x,, y,) konvergiert nicht gegen f(0,0) = 0, also ist f in (0, 0) unstetig.

In vielen Anwendungen werden Funktionen auch mehrfach partiell abgeleitet. Man bezeichnet eine Funktion f :
U — R auf einer offenen Teilmenge U C R" als stetig partiell differenzierbar, wenn die partiellen Ableitungen 0, f

fiir 1 <i < n auf U existieren und stetig sind.

Falls die Funktionen &;f ihrerseits alle partiell differenzierbar sind, spricht man von einer zweifach partiell dif-
ferenzierbaren Funktion. Sind auch die Funktionen J,0;f fiir 1 < i,j < n wieder stetig, nennt man f zweifach
stetig partiell differenzierbar. Auf naheliegende Weise definiert man m-fach (stetig) partiell differenzierbar fiir belie-
bige m > 3. An Stelle von J; ...9; f verwendet man zur Abkirzung auch die Schreibweise J; ; f fiir die hoheren

partiellen Ableitungen.

Beispiel 6:  Wir betrachten wieder die Funktion f(x,y) = sin(2x)e® mit den beiden partiellen Ableitungen
d,f(x,y) = 2cos(2x)e3 und 3,f (x, y) = 3sin(2x)e> . Beide sind erneut partiell differenzierbar. Es gilt 8,1 f (x,y) =
—4sin(2x)e%, 815 f (x,y) = 851.f (x,y) = 6 cos(2x)e>” und 8,, = 9sin(2x)e®”.

Das letzte Beispiel scheint darauf hinzudeuten, dass partielle Ableitungen miteinander vertauschbar sind, dass also
0;f = 9;f fir 1 < i,j < n gilt. Ohne stéirkere Voraussetzungen an die Funktion f als die zweifache partielle

Differenzierbarkeit braucht dies aber nicht zu gelten, wie das folgende Beispiel zeigt.

Graph der Funktion aus Beispiel 7
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Beispiel 7:  Sei die Funktion f : R? — R definiert durch

Cy—xy*
Flx,y) = { x2+y? fiir (x,y) # (0,0)

0 fiir (x,y) =(0,0)

Dann gilt 3,51 (0,0) # 85,1 (0,0).

Beweis:  Zunéchst berechnen wir die partiellen Ableitungen &, f und &,f in den Punkten (x,y) # (0,0). Weil die
Funktion in der Umgebung eines solchen Punktes als Quotient zweier Polynome in x und y gegeben ist, konnen
wir hier die gewohnlichen Ableitungsregeln verwenden, um &, f und &,f zu bestimmen, wobei wir jeweils eine der
Unbekannten als variabel und die andere als Konstante betrachten. Wir erhalten so

B’y —y°) - (x*+y) - (°y —xy®) - (2x)

af(xy) = ora _

3xty —x?y? +3x2y° —y> —2xty +2x%y°  xPy+4x?y?—y°
(x2+ y2)2 - (x2 + y2)2

Mit einer analogen Rechnung bestimmen wir 8, f (x, y) fiir (x, y) # (0, 0).

(x* =3xy)(x* + y*) — (y —xy?) - (2y)
Bf(xy) = o _

x°=3x3y? +x3y? —3xy*—2x3y* +2xy* x*—4x3y?—xy?
(x2 + y2)2 - (x2 + y2)2

Seien die Funktionen ¢, ¢, : R — R? gegeben durch ¢,(t) = (t,0) und ¢,(t) = (0, t) fiir alle t € R. Weil die
Funktion f o ¢; konstant Null ist, gilt 8, f (0,0) = (f o ¢,)'(0) = 0. Ebenso ist f o ¢, konstant Null, und wir erhalten
fiir die partielle Ableitung nach y entsprechend 8, (0,0) = (f o ¢,)’(0) = 0. Insgesamt gilt also

4 2.3__ .5
XYXBY I fir (x,y) #(0,0)
af(xy) = (2 +y2)

0 fiir (x,y) =1(0,0)

und
x°—4x3y? —xy*
&f(x,y) = (a2 +y2)2
0 fiir (x,y) =(0,0)

fiir (x, y) # (0,0)

Um nun &5, f (0,0) zu bestimmen, betrachten wir die Funktion

_+5
@fop)0 = af0n = 2 =

Wie im Beispiel oben ist darauf zu achten, dass diese Gleichung auch fiir t = 0 giiltig ist. Wir erhalten J,; f(0,0) =
(8.f © ¢,) (0) = —1. Mit Hilfe der Funktion

t5

(Gof o1)(t) = Of(t,0) = 5 =

ergibt sich 9,,1(0,0) = (&,f o ;) (0) = 1, insgesamt also ;5 f (0,0) # J,,f (0, 0).



Wir untersuchen nun, welche hinreichende Bedingung es fiir die Vertauschbarkeit der beiden Ableitungen gibt. Dazu
fithren wir die folgende Notation ein: Ist V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum, und sind a,b € V beliebig

vorgegeben, dann bezeichnen wir die Menge
[a,b] = {(1—t)a+th | 0<t<1

als Verbindungsstrecke zwischen a und b. Aullerdem setzen wir Ja, b[ =[a, b]\ {a, b}.

(7.5) Satz. (Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen)

Sei U C V eine offene Teilmenge und f : U — R eine reellwertige Funktion. Seien a, b € U zwei
verschiedene Punkte mit [a,b] € U und der Eigenschaft, dass die Richtungsableitung d, f fiir
v = b—a auf ganz U existiert. Dann gibt es ein p € ]a, b[ mit

f)=f(a) = 4&,f(p).

Beweis: Sei ¢ : R — V gegeben durch ¢(t) = (1—t)a+tb =a+t(b—a)=a+ tv fir alle t € R. Nach[(7.2)| gilt
d,f(a+tv)=(f o) (t) fiir alle t € R mit ¢(t) € U; insbesondere ist f o ¢ in diesen Punkten t differenzierbar.
Nach Voraussetzung gilt ¢(t) € U fiir 0 < ¢t < 1. Weil f und ¢ stetig sind, ist f o ¢ insgesamt also eine auf [0, 1]
definierte und stetige und auf ]0, 1[ differenzierbare Funktion. Nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung in
einer Variablen gibt es also einen Punkt t, € 10, 1[ mit (f 0 ¢ )(1)—(f o p)(O0)=(f 0 ) (ty) - (1—0) = (f 0 ) (ty).
Definieren wir p = ¢ (t,), dann gilt p € ]a, b[ und

a,f(p) = oflattey) = (fod)(te) = (fod)D)—(fop)0) = f(b)—f(a) O
Fiir unseren Satz {iber die Vertauschbarkeit von Richtungsableitungen benétigen wir noch die folgende Hilfsaussage.

(7.6) Lemma. Sei U C V offen. Seien v,w € V, und sei f : U — R eine reellwertige Funk-
tion mit der Eigenschaft, dass die doppelte Richtungsableitung 8,0, f auf ganz U existiert. Sei
aullerdem a € U ein Punkt, so dass die Menge

R = {a+tv+twlett' €[0,1]}
vollstdndig in U enthalten ist. Dann gibt es ein p € R mit
fla+tv+w)—fla+v)=fla+w)+f(a) = ,5,f(p)

Beweis: Im Fall v =0 oder w = 0 ist die Aussage offenbar erfiillt, da in diesem Fall beide Seiten der Gleichung Null
sind. Deshalb kénnen wir von nun an v,w # 0 voraussetzen. Sei 7, : V — V die Translationsabbildung x — x + v.
Damit fiir einen Punkt u die Differenz f(x + v) — f(x) definiert ist, miissen sowohl x als auch 7,(x) in U liegen.
Setzen wir also U, = U N T;l(U), dann ist durch f,(x) = f(x +v) — f(x) eine Abbildung U, — R definiert. Weil 7,
stetig und U offen ist, handelt es sich auch bei U, um eine offene Teilmenge von U. Fiir jedes x € U, gilt auferdem

awfv(x) = awf (X + V) - awf(x)



Definieren wir ndmlich Hilfsfunktionen ¢ : ]—¢,e[ >V, t —» x+twund ¢, : ]—¢,e[ - V, t — x + v + tw (wobei

£ € R* so klein gewéhlt ist, dass das Bild des Intervalls in U, liegt), dann gilt

Sufu(x) = (fyo¢)(0) und B, f(x+v)=3,f(x) = (fo¢,)(0)—(f°¢)(0)

nach Definition der Richtungsableitungen. Diese stimmen {iberein, denn fiir alle t € J—e¢, ¢[ gilt

(fred)(t) = filx+tw) = flx+v+tw)—flx+tw) = (fod,)(t)—(fod)(t).

Zu zeigen ist nun f,(a+w)—f,(a) = 9,9, f (p) fiir ein p € R. Dazu bemerken wir zunéchst, dass die Strecke [a,a+w]
istin U, enthalten. Denn fiir jedes t € [0, 1] liegen die beiden Punkte a+tw und 7,(a+tw) = a+v+twinR C U, also
liegta+twinUN T;l(U) = U,. Die Anwendung Von auf die Funktion f, liefert nun einen Punkt p’ € [a,a +w]
mit

fllatw)—f(a) = 38,,() = 6. f(p'+v)—0,f(p).
Nochmalige Anwendung von diesmal auf die Funktion J,,f, liefert einen Punkt p € [p’, p’+v] mit 3,3,,f (p) =
o,f(p'+v)—20,f(p'). Ingesamt gilt also 3,0,,f (p) = f,(a + w) — f,(a) wie gewiinscht. O

(7.7) Satz. (Satzvon Schwarg)

Sei U C V offen und f : U — R eine reellwertige Funktion, und seien 0 # v,w € V derart, dass
die zweifachen Richtungsableitungen 9,3, f und 8,,d,f auf U existieren und stetig sind. Dann
gilt 9,0,,f = J,,0,f auf ganz U.

Beweis: Seia € U vorgegeben, und seien (o), und (8,,),e Folgen positiver reeller Zahlen mit lim,, &, = lim,, 8, =
0 und der Eigenschaft, dass der Bereich Q,, = {a +tv+t'w|t €[0,a,],t’' € [0, B,]} jeweils vollstiandig in U enthal-
ten ist. Nach Lemma [(7.6)| gibt es fiir jedes n € IN jeweils Punkte p,,q, € Q,, mit

anﬁnavawf(pn) = a(anv)a(ﬂnw)f(pn) = f(a +a,v+ ﬁnw) _f(a + anv) _f(a + ﬁnw) +f(a)
= pwamf(@) = :f:0,0.f(qn)-

Division durch a,f, liefert die Gleichung 9,9,.f (p,) = 9,,0,f(q,) fiir alle n € IN. Weil die Folgen (a,,) e und
(Brnen gegen Null konvergieren, gilt lim, p, = lim,, g, = a. Weil die 3,8, f und 8,0, f stetig sind, folgt schlieBlich
awavf(a) =lim, awavf(qn) = lim, 8vawf(pn) =0,0,f (a). O



§ 8. Totale Differenzierbarkeit

Zusammenfassung. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass der Begriff der Richtungsableitung nur teilweise das leistet,
was man von der eindimensionalen Differenzierbarkeit her erwartet. Zum Beispiel haben wir gesehen, dass selbst die Existenz
aller Richtungsableitungen in einem Punkt nicht die Stetigkeit der Funktion in diesem Punkt sicherstellt. Die in diesem Abschnitt
eingefiihrte totalen Ableitung weist diese Mangel nicht mehr auf und kann als passendes Analogon zur eindimensionalen Ableitung
angesehen werden. Allerdings handelt es sich bei der totalen Ableitung f’(a) einer Funktion f : R" — R™ in einem Punkt a € R"
nicht um eine reelle Zahl, sondern um eine lineare Abbildung R" — R™, die auch in Form einer m x n-Matrix angegeben werden
kann.

Neben der Definition kliren wir in diesem Abschnitt auch, in welchem Zusammenhang die die totale Differenzierbarkeit mit der
Existenz der Richtungsableitungen steht. Wie wir sehen werden, kénnen die Richtungsableitungen von f auf einfache Weise aus
der totalen Ableitung berechnet werden, denn es gilt 3, f (a) = f’(a)(v) fiir alle v € R". Wie in der eindimensionalen Analysis
existieren auch fiir die mehrdimensionale totale Ableitung Summen-, Produkt-, Ketten- und Umkehrregel.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  Definition der totalen Ableitung einer Funktion
— Zusammenhang zwischen totaler Ableitung und den Richtungsableitungen
—  hinreichendes Kriterium fiir totale Differenzierbarkeit

—  Ableitungsregeln: Summen-, Produkt-, Ketten und Umkehrregel

In der Analysis einer Variablen haben wir gesehen, dass sich die Differenzierbarkeit einer Funktion f : I — R in
einem Punkt a € I dadurch charakterisieren lésst, dass sich f(a + h) fiir kleines h durch eine affin-lineare Funktion
der Form h — f(a)+ f’(a)h approximieren lasst. Dies bedeutet, dass eine Darstellung von f der Form

fla+h) = f(a+f'(@h+yh)

existiert, mit einer Funktion 1, die fiir h — O sehr schnell gegen Null geht. Diese Vorstellung von der Differenzier-

barkeit einer Funktion soll nun auf héherdimensionale Funktionen verallgemeinert werden.

Im gesamten Abschnitt seien V, W jeweils endlich-dimensionale, normierte R-Vektorrdume.

(8.1) Definition. Sei U C V offen, a € U und U, = {x € V | a + x € U}. AuBerdem sei
f : U — W eine Abbildung. Man sagt, die Funktion f ist im Punkt a total differenzierbar,
wenn eine lineare Abbildung ¢ : V — W und eine Funktion v : U, — W existieren, so dass

fla+h)=f(a)+ ¢(h)+p(h) fiir alle h€ U, und aullerdem lim

22 _0
R0y [l Y

erfiillt ist. Man nennt ¢ dann die Ableitung von f an der Stelle a und bezeichnet sie mit f'(a).

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall ist die Ableitung also keine reelle Zahl mehr, sondern eine lineare Abbildung,
genauer ein Element des R-Vektorraums £ (V, W) der linearen Abbildungen von V nach W. Héufig wird der Zusatz
Htotal“ auch weggelassen; wenn im Mehrdimensionalen von einer differenzierbaren Funktion gesprochen wird, dann
ist immer totale Differenzierbarkeit gemeint.



Veranschaulichung der totalen Ableitung einer Funktion f auf R2. Die blaue Fliche stellt die affin-lineare Niherung

fla+h) = f(p)+ f'(a)(h) dar, die der Ableitung der Funktion in einem Punkt a € R? entspricht.

(8.2) Proposition. Sei f : U — W eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C V, und
a € U ein beliebiger Punkt. Ist f in a differenzierbar, dann ist f auch in a stetig.

Beweis: Sei f(a+ h) = f(a)+ f’(a)(h) + ¢ (h) eine Darstellung von f wie in der Definition der Differenzierbar-
keit angegeben. Als lineare Abbildung auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum ist f’(a) stetig, und wegen
hlir(r)l (h)/||h|| = 0y, gilt auch hlirél 4 (h) = 0y. Es folgt

mfath) = fl@)+lim f@M)+Jim gk = f@+f@0) = fla. 0

(8.3) Proposition. Wir betrachten den Spezialfall, dass W = R™ fiir ein m € IN gilt. Sei U C V
offen und a € U. Eine Abbildung f : U — W ist genau dann in a differenzierbar, wenn die
Komponentenfunktionen f; : U — R in a differenzierbar sind, fiir 1 <i < m. Die Komponenten-
funktionen der Ableitung f’(a) sind dann die Ableitungen f(a), ..., f, ().

Beweis: Sei ¢ € £(V,IR™) eine lineare Abbildung, und seien ¢; € £ (V,R) ihre Komponentenfunktionen, fir 1 <
i < m. Definieren wir die Abbildung 1 : U, » R™ auf U, = {x € V | a+x € U} durch y)(h) = f(a+h)—f (a)— ¢ (h),
dann sind die Komponentenfunktionen von 1 durch 1;(h) = f;(a + h) — fi(a) — ¢;(h) gegeben, fiir 1 < i < m. Ist
(h(), i eine Folge in U,, die gegen 0, konvergiert, so gilt nachdie Aquivalenz

(™) (W)

e T S S T

=0 fir 1<i<m.
Also ist hlirg Y (h)/||h]| = Og~ dquivalent zu hlirg Y;(h)/||h]| =0fiir 1 <i<m.
—Uy —Uy

»=“ Sei f in a differenzierbar. Dann setzen wir ¢ = f’(a) und definieren 1 : U, — R™ in Abhingigkeit von ¢ wie
oben angegeben. Auf Grund der Differenzierbarkeit gilt lim_,q 1) (h)/[|h|| = Ogn, und es folgt lim;,_,o, ¥;(h)/|hl| =0
fiir 1 < i < m. Dies zusammen mit der Gleichung f;(a +h) = f;(a) + ¢;(h) + ¢ ;(h) fir h € U, zeigt, dass f; im Punkt
a differenzierbar ist, und dass die Komponentenfunktion ¢; jeweils die Ableitung von f; im Punkt a ist.



»&“ Sei f; in a differenzierbar, ¢; = f/(a) fiir 1 < i < m, und sei ¢ € £(V,R™) die eindeutig bestimmte lineare
Abbildung mit den Komponentenfunktionen ¢; € £ (V,R). Wiederum sei die Abbildung 1 in Abhéngigkeit von ¢
wie oben definiert. Aus der Differenzierbarkeit der Funktionen f; folgt jeweils limy,_,,, ¥;(h)/||h|| =0, fir 1 <i < m.
Nach unserer Voriiberlegung bedeutet dies lim,_,,, ¥(h)/||hl| = Og~. Also ist f im Punkt a differenzierbar, und es

gilt ¢ = f'(a). a

(8.4) Proposition. Sei U C V offen, f : U — R eine reellwertige Funktion, und a € U. Ist f
im Punkt a differenzierbar, dann existiert fiir jedes v € V die Richtungsableitung d, f (a), und es

gilt 9,f (a) = f'(a)(v).
Beweis: Nach Definition gibt es auf U, = {x € V | a + x € U} eine Abbildung ¢ : U, — R mit
fla+h) = f(@)+f'(a)(h)++p(h) firalle heU, und }llinéip(h)/HhH =0.

Weil die Gleichung auch fiir h = 0 erfiillt ist, muss ¢(0) = 0 gelten. Sei ¢ : R — V gegeben durch ¢(t) =a + tv fiir
alle t € R und ¢ € R* hinreichend klein gewihlt, so dass ¢(]—e,e[) C U erfiillt ist. Nach Definition gilt 3, f (a) =
(f 0 ¢)(0). Zu zeigen ist also die Gleichung (f o ¢)'(0) = f’(a)(v). Fiir alle t € R mit |t]| < ¢ gilt

(fop)t) = flat+ttv) = fl@+fa)ev)+p(tv) = fl@)+tf' (@) +(tv).
Nach Definition der Ableitung in einer Variablen gilt (f o ¢)'(0) = %1_{% h(t), wobei h(t) fiir 0 < |t| < & durch

ho — UCPW=(o9X® | flam)=f@) s 9e)

t t t

definiert ist. Betrachten wir nun zunéichst den Fall v = 0. Wegen ¢(0) = 0 gilt hier h(t) =0 fiir alle t mit 0 < [t| < ¢
und somit (f ©¢)’(0) = 0 = f’(a)(0). Im Fall v # 0 betrachten wir eine Folge (t,,),,c mitlim, t, =0und 0 < |t,| < ¢
fiir alle n € IN. Dann konvergiert die Folge (t,,v),en in V gegen Null. Auf Grund der Voraussetzung }lliné Y(h)/||h||=0

gilt
Iv[™* lim Pltwv) = lim Y(t,v) —  lim PY(t,v)
e Il oo el nmee eyv]
und folglich (f o $)'(0) = lim h(t,) = (@) + Tim (e,1)/t, = F(@)v). _

(8.5) Folgerung. Ist U CV offen,a €U und f : U — R in a differenzierbar, dann gilt
Oyiwf(@)=20,f(a)+0,f(a) fir alle v,we V.

Beweis: Seien v,w € V. Durch ist sichergestellt, dass die drei angegebenen Richtungsableitungen existieren.
Weil f’(a) eine lineare Abbildung ist, gilt auRerdem

Owfl@) = fll@v+w) = f(@W+f(@w) = 9J,f(a)+3.f(a) O



(8.6) Definition. Seien m,n € IN, U C R" offen, a € U und f : U —» R™ eine in a differenzier-

bare Abbildung, mit Komponentenfunktionen fi, ..., f,,. Dann nennt man

afila) ... G.fi(a)
Jac(f)(a) = : : € MpxnR
alfm(a) °oo anfm(a)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle a.

Wir werden in Kiirze ein Kriterium kennenlernen, mit dem die Differenzierbarkeit einer Funktion in vielen Fillen
leicht zu erkennen ist. Dieses Kriterium wird unter anderem zeigen, dass alle Abbildungen, die durch Polynomaus-
driicke in den Variablen dargestellt werden konnen, differenzierbar sind, beispielsweise die Abbildungen

FiRP>R, (x,y)—=2x>+7y>+5y und g:R®*—>R?, (x,y,2)— (3x2—5y +z,2* + xy).

Fiir jedes (x,y) € R? ist Jac(f)(x,y) € Mo gegeben durch (4x 14y +5). Die Jacobi-Matrizen der Funktion g
sind gegeben durch

6x -5 1

Jac(g)(x>y’z) = ( 3)6‘%%(3]1{ fir (&%@ERB'
y x 4z ’

(8.7) Proposition. Seien die Bezeichnungen wie in |(8.6)| gewahlt, und sei J = Jac(f)(a).

Dann gilt f'(a)(v) = J - v fiir alle v € R", wobei der Ausdruck J - v das Matrix-Vektor-Produkt

zwischen der Matrix J € .#,,,, g und dem Vektor v € R" bezeichnet. Die Matrix J ist also die

Darstellungsmatrix der linearen Abbildung f’(a) : R* — R™ beziiglich der Einheitsbasen.

Beweis: Fiir 1 <i < m seien f’(a); und (¢,); jeweils die i-te Komponentenfunktion linearen Abbildungen f’(a)
und ¢, : R" > R™, v — J - v. Nachgilt jeweils f'(a); = f/(a). Es geniigt also, (¢,); = f/(a) fir 1 <i < m
zu beweisen. Auf Grund der Linearitdt der beiden Abbildungen geniigt es wiederum, die Gleichungen f/(a)(e;) =
(¢,)ie;) fir 1 <i <mund 1 < j < n zu iiberpriifen, wobei ey, ..., e, die Einheitsvektoren von R" bezeichnen. Fiir
i€ {1,...,m} ist die Abbildung (¢;); gegeben durch das Matrix-Vektor-Produkt mit der einzeiligen Matrix

(@fi(a) -+ ufi(a)) € Mixyr-

Durch Einsetzen des j-ten Einheitsvektors wird der j-te Eintrag ausgewdahlt, es gilt also (¢,);(e;) = J;fi(a) fir 1 <

j <n.Aus folgt andererseits auch f/(a)(e;) = 8., fi(a) = 8;fi(a). O

Um die Notation moglichst einfach zu halten, schreiben wir in Zukunft fiir die Jacobi-Matrix ebenfalls f’(a) statt
Jac(f)(a). Fiir jede Funktion f : U — R™ auf einer offenen Teilmenge U C R", jeden Punkt a € U und jedes
v € R gilt also f’(a)(v) = f’(a) - v wobei auf der linken Seite der Gleichung f’(a) als lineare Abbildung R" — R™
interpretiert wird, wéhrend auf der rechten Seite das Matrix-Vektor-Produkt von f’(a) € A x, g und v € R" gemeint
1St.



Nachdem wir nun einen Weg gefunden haben, die totale Ableitung einer Abbildung explizit anzugeben, soll hier noch
einmal die Definition der totalen Differenzierbarkeit an einem konkreten Beispiel illustriert werden. Sei die Funktion
f : R? - R gegeben durch f(x,y) = x? + y2. Dann gilt 3, f(x,y) = 2x und 8,f(x,y) = 2y. Im Falle der totalen
Differenzierbarkeit muss also f’(x, y) = (2x 2y) gelten. Ist f insbesondere an der Stelle (3, 4) total differenzierbar,
dann gilt f'(3,4) = (6 8), und der Fehlerterm (h,, h,) ist gegeben durch

h
P(hy,hy) = f(3+h1,4+h2)—f(3,4)_(6 8)(}11) _

2

(3+h1)2+(4+h2)2_32_42_6h1_8h2 =

9+6h, +h: +16+8h, +h; —9—16—6h, —8h, = hj+h3.
Fiir jedes h = (h;, h,) € R? gilt
(h) h2 +hZ h? h2
W) o _th L < i+l = Il
1]l oo max{|h[, |h,|} max{|hy|, |hy|} ~ max{|hy[, |h,|}

und somit limy,_,o Y (h)/||h]| oo = limy,_,q ||R]|; = 0. Wir haben also direkt anhand der Definition {iberpriift, dass unsere
Funktion f an der Stelle (3, 4) total differenzierbar ist. Andererseits wird anhand des nun folgenden hinreichendes
Kriteriums sofort klar werden, dass f in jedem Punkt seines Definitionsbereichs R? total differenzierbar ist.

(8.8) Satz. Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion, und sei a € U ein Punkt, in dem die partiellen Ableitungen 0, f stetig sind, fiir 1 <i <

n. Dann ist f in a differenzierbar.

Beweis: Sei ¢ € R* hinreichend klein gewihlt, so dass der offene Ball B,(a) beziiglich der Maximums-Norm || - || o
in U enthalten ist. Jedem Vektor v € B,(Og»), v = (v4, ..., v,) ordnen wir durch

k
zP0) = a +Zviei fir 0<k<n
i=1

insgesamt n+1 Punkte z¥)(v) € B, (a) zu, wobei ey, ..., e, wie immer die Einheitsvektoren bezeichnen und z®(v) = a,
z™W(v) = a + v gilt. Weil B,(a) als offener Ball konvex ist, liegen alle Verbindungsstrecken [z*~D(v),z®)(v)] mit
1 < k < n jeweils in B.(a). Nach dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen gibt es fiir 1 < k < n im Fall
Vi # 0 jeweils ein y®(v) € [z*D(v), 2 (v)] mit

FERON-FED0) = 8, fGPM) = waf®PO).

Im Fall v, = 0 ist die Gleichung mit y®(v) = 2&D(v) = 29(v) ebenfalls erfiillt. Definieren wir nun eine lineare
Abbildung ¢ : R" — R und eine weitere Abbildung v : B,(0R.) — R durch

n n

$M) =Y waf@ uwd PO =D WGP -af(@) |

k=1 k=1
dann erhalten wir

fla+v) = fEOO) = FEOON+D(FEREN-FEEDEY)) =
k=1

F@+ > wafPm) = f@Q+) maf@+p0) = fl@)+oOm)+p).
k=1 k=1



Betrachten wir nun den Grenziibergang lim,_,o1(v)/||V||so. Wenn v beziiglich || - ||oo gegen Null konvergiert, dann
laufen sowohl die Punkte z(F(v) fiir 0 < k < n als auch die Punkte y®(v) fiir 0 < k < n gegen a. Auf Grund der
Stetigkeit der partiellen Ableitungen &, f im Punkt a konvergieren damit die Differenzen 8, f (y ¥ (v))—d,f (a) gegen
Null. Dariiber hinaus ist v /||v|| oo durch 1 nach oben beschrénkt. Insgesamt erhalten wir also lim,_, ¥ (v)/||v]| oo = O.
Folglich ist f im Punkt a differenzierbar, und es gilt f'(a) = ¢. O

Wir untersuchen die bisherigen Beispiele auf totale Differenzierbarkeit.

(i) Die Funktionen f : R? —» R, (x,y) — 2x2+7y?+5y und g : R? = R, (x,y) — sin(2x)e3” sind in allen
Punkten ihres Definitionsbereichs differenzierbar, weil ihre partiellen Ableitungen alle auf ganz R? stetig sind.

(ii) Die Funktion aus Beispiel 4 in § 10 ist im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar, weil die Gleichung
2,f(0,00+9,f(0,0) = 6,4,f(0,0)
fiir v =e; und w = e, nicht gilt. Bei einer differenzierbaren Funktion wére die Gleichung nach |(8.5)|erfiillt.

(iii) Die Funktion f aus Beispiel 5 in § 10 ist im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar, weil sie dort nicht einmal stetig

ist, vgl.

Ist eine Funktion auf ihrem Definitionsbereich also stetig partiell differenzierbar, dann ist sie auch (total) differen-

zierbar. Aus der Differenzierbarkeit wiederum folgen sowohl partielle Differenzierbarkeit als auch Stetigkeit.

Fiir die totale Ableitung gelten wie im eindimensionalen Fall eine Reihe von Ableitungsregeln.

(8.9) Satz. (Additionsregel)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g : U — W zwei Abbildungen, die beide in a € U diffe-
renzierbar sind. Dann sind auch f + g und Af fiir alle A € R im Punkt a differenzierbar, und es
gilt

(f+gY(@=f'(a)+g'(@) und (Af)(a)=2f"(a).

Beweis: Nach Definition der Differenzierbarkeit im Punkt a kdnnen wir beide Funktionen in der Form
fla+h) = f(a) + f'@M) + o)
gla+h) = gl@ + g'@h) + yYH)

darstellen, wobei }111_1‘)1(1) e(R)/Ih|l = }lll_r)r(l) v (h)/||h|| = 0 ist. Es folgt

(f+&a+h) = (f+ga)+(f'(@+g @)h)+(p+y)(h)

. (p+y)(h) . p(h) .. (h)

lim ———— = lim—— +lim ——=

h-0 ||kl h=0 [|h[[ =0 [[R]|

Also ist f + g in a differenzierbar, und es gilt (f + g)'(a) = f’(a) + g’(a). Ebenso erhalten wir (Af)(a + h) =
(Af)(a@)+(Af'(a))(h) + A(h), und fiir den Restterm gilt }llirr(l) A (h)/|Ikh]| = 0. Somit ist auch Af in a differenzierbar,
und die Ableitung ist durch (Af) (a) = Af’(a) gegeben. O



(8.10) Satz. (Produktregel)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g : U — R beide in a differenzierbar. Dann ist auch die
Funktion f g in a differenzierbar, und es gilt

(fel@ = fag'(a)+glaf'(a)

Beweis: Durch Ausmultiplizieren der beiden Gleichungen
fla+h) = f(a) + f'(@M) + o0
glath) = gla) + g'@h) + yH)
(wobei die Funktionen ¢ und 1 dieselbe Grenzwert-Bedingung wie im vorherigen Beweis erfiillen) erhalten wir
(fe)a+h) =(fg)a)+ f(a)g'(a)(h) + gla)f (a)(h) + p(h) 4

mit dem Restterm

p(h) = fl@M)g (@)h)+g(@em)+ f(a)yh)+ g (@R)p(h) + f'(a)(M)p(R) + p(h)p (h).

Jeder der sechs Summanden des Restterms lauft fiir h — 0 auch nach Division durch ||h|| noch gegen Null. Fiir die
hinteren fiinf Summanden ist dies klar auf Grund der Voraussetzung an die Funktionen ¢ (h) und v (h) und wegen
der Stetigkeit von linearen Abbildungen auf endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen. Fiir den ersten Summanden ist
zu beachten, dass die linearen Abbildungen f’(a) und g’(a) durch Konstanten y4,y, € R* mit || f'(a)(h)|| < y,All
und ||g’(a)(h)|| < v,k fiir alle h € V abgeschétzt werden kénnen. Fiir das Produkt gilt dann

If (@Mg' @Ml < iyl

und der Ausdruck rechts konvergiert auch nach Division durch [|h|| noch gegen Null. Die Gleichung zeigt also,
dass f g tatséchlich in a differenzierbar ist, und dass die Ableitung die angegebene Form besitzt. |

(8.11) Folgerung. SeiU CV offen, f : U > R, n€ IN und g(x) = f(x)" fiir alle x € U. Ist f
in einem Punkt a € U differenzierbar, dann auch g, und es gilt

g@ = nf(@"f'@.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion {iber n, wobei fiir n = 1 nichts zu zeigen ist. Setzen wir
die Aussage nun fiir n voraus. Es sei g(x) = f(x)""* und h(x) = f(x)" fiir alle x € U. Nach Induktionsvoraussetzung
ist h in a differenzierbar, mit h’(a) = nf (a)* ' f’(a). Durch Anwendung der Produktregel erhalten wir

g = (@ = f@@h(@+h@)f' (@ = nf(a)'f'(a)+f(a)"f'(a)
= (n+Df(@)"f'(a). O



Als Beispiel betrachten wir die Funktion f : R® — R gegeben durch (x, y,z) = x+y+z. Dannist f'(x,y,2) = (111)
fiir alle (x, y,z) € R3, und wir erhalten fiir beliebiges v € R3, v = (v, v, v3)

fllx,y,2)(v) = (1 1 1) vy = vi+vytv

fiir alle (x, y,z) € R3. Seinun g : R® — R gegeben durch g(x, y,2z) = f(x,y,2)® = (x+y+2)>. Dann gilt g’(x, y,2) =
3f(x,y,2)%f'(x,y,z) und somit

Vi
g'(x,y,2)(v) = 3(x+y+z)2(1 1 1) vy = 3(x+y+z)2(v1+v2+v3).

V3

Um den Beweis der folgenden Differentiationsregel zu vereinfachen, fiihren wir die folgende Voriiberlegung durch:
Sei U C V eine offene Teilmenge, f : U — W eine Abbildung, und seien v € V, w € W beliebige Elemente. Dann
ist auf der offenen Teilmenge U = {(—v) +u |u € U} von V durch g : U — W, x — f(v + x) +w ebenfalls eine
Abbildung definiert.

(8.12) Lemma. Ista € U und f in a differenzierbar, dann ist g im Punkt (—v) + a differen-
zierbar, und es gilt f'(a) = g’((—v) + a).

Beweis: Auf Grund der Voraussetzung gibt es eine Funktion 1 auf einer geeigneten offenen Teilmenge U, € V, so
dass f(a+h) = f(a)+ f'(a)(h)++(h) fiir alle h € U, und }llin}) y(h)/||h|| = O erfiillt ist. Es folgt g((—v)+a+h)—w =
g((—v)+a)—w+ f'(a)(h) + vy (h) und somit

g(=v)+a+h) = g(=v)+a)+f (M) +y(h)

fiir alle h € U,. Dies zeigt, dass g im Punkt (—v) + a differenzierbar ist und f’(a) = g’((—v) + a) gilt. |

(8.13) Satz. (Kettenregel)

Seien V,V’/, V" endlich-dimensionale normierte R-Vektorrdume und U C V, U’ C V’ offene Teil-
mengen. Seien f : U —» V' und g : U’ — V" Abbildungen mit f(U) C U’. Ferner sei a € U ein
Punkt mit der Eigenschaft, dass f in a und g in f (a) differenzierbar ist. Dann ist die Abbildung
gof :U— V”in a differenzierbar, und es gilt

(gof)(@ = gf@)ef(a)

Beweis: Um die nachfolgenden Rechnungen zu vereinfachen, fiihren wir den Beweis zunichst auf die Situation
zuriick, dass a = 0, f(0) = 0 und (g o f)(0) = 0 gilt. Dazu setzen wir U = (—a) + U = {(—a) + x | x € U},
U’ = (—f(a)) + U’ und definieren f : U — V/ und § : U’ — V” durch f(x) = f(a + x)— f(a) und §(x) =
g(f(a)+x)—(g o f)(a). Offenbar gilt dann f(0) =0, §(0) = 0 und somit auch (g o f)(0) = 0. Nach Lemma



ist f an der Stelle 0 differenzierbar, und es gilt f ’(0) = f’(a). Ebenso ist g an der Stelle 0 differenzierbar, und es gilt
2’(0) = g’(f(a)). Nehmen wir nun an, es wurde gezeigt, dass die Funktion § o f im Nullpunkt differenzierbar ist
und (g o £)'(0) = g'(0) o f/(0) gilt. Wegen (& o £)(0) = &(f(0)) = §(f (x + @) — f(a)) = (g o f)(x +a) = (g ° f)(a)
liefert eine erneute Anwendung von Lemma die Gleichung (g o £)'(0) = (g o f)(a). Insgesamt erhalten wir
dann die gewiinschte Gleichung (g o f)'(a) = (g o £)'(0) = §’(0) o f'(0) = g’(f (a)) o f'(a).

Zu zeigen ist also, dass unter der Voraussetzung von f(0) = 0, §(0) = 0 und der Differenzierbarkeit von f und
& im Nullpunkt auch die Funktion g o f im Nullpunkt differenzierbar ist und (g o £)(0) = §’(0) o f/(0) gilt. Zur
Vereinfachung der Notation bezeichnen wir f und § wieder mit f und g. Auf Grund der Differenzierbarkeit im
Nullpunkt kénnen wir f und g in der Form

f()y = f'O)R) + o)
gk) = g'0)k) + (k)

schreiben, wobei die Restterme ]llirré @(h)/||h]l = 0 und ll(ing Y (k)/||k|| = O erfiillen. Setzen wir den Ausdruck fiir f in

g ein, so erhalten wir

(gof)) = OUM+y(f() = &' O (0)(h)+ g (0)(p(h)+(f (h).

Zu zeigen ist, dass der Restterm p(h) = g’(0)(¢(h)) + vy (f (h)) auch nach Division durch ||A|| fiir h — 0 noch gegen
Null konvergiert, denn dann zeigt die Gleichung, dass g’(0) o f/(0) die Ableitung von g o f im Nullpunkt ist. Fiir den
ersten Summanden g’(0)((h)) gilt dies wegen

g O)(e(h) = “h”g’“’)(%)

und auf Grund der Stetigkeit von g’(0) im Nullpunkt. Den zweiten Summanden schreiben wir als 1 (f'(0)(h)+ ¢ (h)).
Nach Voraussetzung gibt es Funktionen ¢; und v; mit den Eigenschaften ¢(h) = k|| (h), Y (k) = ||k||yp; (k) und
}llirré p1(h) = iirr(l)qpl(k) = 0. Ferner gibt es eine Konstante y € R mit ||f'(0)(h)|| < yl|h|| fiir alle h € V. Setzen wir

dies ein, so erhalten wir
I (f/O)R) + @Il = 1 (F(0)(R) + w(NIIIF'(0)(Rh) + (Rl =

1 (F'(0)(R) + e (DI (0)(R) + [IRllpy (W < llp1 (F'(O)(R) + (I - IRl - Cr + N2 (R)ID.

Der Ausdruck im linken Faktor konvergiert fiir h — 0 gegen Null, weil f’(0)(h) und ¢(h) gegen Null laufen. Der
rechte Faktor ist beschrénkt, also konvergiert das gesamte Produkt auch nach Division durch ||h|| noch gegen Null.
O

Sei f :R® > R, (x,y,z) = (x+y+2z)und g : R — R, z — 2. Dann sind die Funktionalmatrizen von f und g in

jedem Punkt des Definitionsbereichs gegeben durch
fl(x,y,2)= (1 1 1) und  g'(z)=(32?).
Die Anwendung der Kettenregel liefert
(gofY(x,3.2) = gUfxy.2))eof(x,y,2) = glx+y+z)of(x,y2) =
(B(x +y +z)2) (1 1 1) = (3(x +y+2)? 3(x+y+2)? 3(x+y +z)2).

Fiir alle v = (v, v, v3) € R3 gilt also (g o f)(x, y,2)(v) = 3(x + ¥ +2)*(v; + v, + v3).



Als weiteres Anwendungsbeispiel seien m,n € IN vorgegeben und fi, ..., f,, : R — R differenzierbare Funktionen.
Aullerdem sei F : R™ — R" in jedem Punkt des Definitionsbereichs differenzierbar. Betrachten wir die f; als Kompo-
nenten einer Funktion f : R — R™, dann ist die Ableitung im Punkt x € R nach|(8.3)|gegeben durch

f1(x)

flx) =
fn ()
Auf Grund der Kettenregel git fiir die Ableitung von F o f : R — R" im Punkt x die Gleichung
AR () - GuF(FG)) [ f(x)
(FofY(x) = F(flx)of'(x) = : : :
OF(f(x)) - OnFr(f(x))) \f,,(x)

D GE(F S (x)
j=1

D GF(F GF/(x)

j=1

Ist speziell n = 1 und F(xq,...,Xp) = F1(x1,..; Xp) = X1 + ... + X, dann ist (F o f)(x) = f1(x) + ... + f(x). Die
Eintrdge in der Funktionalmatrix von F sind dann alle gleich 1, und somit gilt (F o f)'(x) = f,(x) + ... + f (x).

Seinun n = 1, m = 2 und F(x,x,) = x1x,. Dann gilt (F o f)(x) = f;(x)fy(x). Die Funktionalmatrix von F ist
gegeben durch
F'(xy,xy) = (Xz xl) >

und es gilt

FofY) = (£ fl(x))(?,g;) = (A@AE +AHEFX).
2

Dies ist die gewohnliche Produktregel fiir reellwertige Funktionen in einer Variablen.

Um den Beweis der ndchsten Ableitungsregel vorzubereiten, zeigen wir

(8.14) Lemma. Sei U C R" offen und f : U — R™ eine in a € U differenzierbare Abbildung.
Dann gibt es eine offene Umgebung U’ € R" von O, und eine in Og. stetige Abbildungen
¢ : U — 2R",R™) mit ¢(0g.) = f’(a) und

fla+h) = flQ)+¢Mr)(h) firalle helU.

Beweis: Auf Grund der Differenzierbarkeit von f in a gibt es eine Umgebung U’ von Op. und eine Funktion 1 :

U’ — R™ mit "
i Y( )_0 ’

h=0 [|hll;

fla+h) = fa)+f'(a)(h)++y(h) und



wobei ||-||, die euklidische Norm bezeichnet. Seien 1), ...,%,, : U" — R die Komponentenfunktionen von 1. In jedem
Punkt h = (hy, ..., h,) von U’ definieren wir die lineare Abbildung p(h) € £(R", R™) durch p(h) = (r;;(h)) mit

¥,
IIhII2

rij(h)

fir 1<i<m,1<j<n

fiir h # Og» und r;;(Og.) = 0. Fiir h — Og. konvergieren die Eintrdge dieser Matrix wegen |h;| < ||h||, gegen Null,
also ist o im Nullpunkt stetig. AuBerdem ist p(h) so konstruiert, dass o(h)(h) = v (h) fiir alle h € U’ gilt, denn die
i-te Komponente von p(h)(h) ist jeweils gegeben durch

S Wi(h)
Sk = Z”huzf = w()Z”h”z =y,

j=1

Die Abbildung ¢ erhalten wir nun durch die Definition ¢ (h) = f'(a) + p(h) fir h e U’. O

(8.15) Satz. (Umkehrregel)

Sei U € R" offen und f : U — RR" eine Abbildung mit der Eigenschaft, dass auch V = f(U) offen
in R" ist und eine Umkehrabbildung g : V — RR" von f existiert. Sei f in a € U differenzierbar,
und es gelte det f’(a) # 0. SchlieBlich setzen wir noch voraus, dass g in b = f (a) stetig ist. Dann
ist g in b differenzierbar, und es gilt g’(b) = f’(a)!.

Beweis: Wie beim Beweis der Kettenregel kdnnen wir a = b = Op. voraussetzen. Auf Grund des Lemmas existiert
eine offene Umgebung U’ von Op. und Abbildung ¢ : U’ — Z(R",R") mit f(h) = ¢(h)(h) fir alle h € U’ und
}lliir(l)cﬁ(h) = f’(Ogn). Wegen det f'(Og.) # 0 kénnen wir nach eventueller Verkleinerung von U’ voraussetzen, dass
det ¢ (h) # O fiir alle h € U’ gilt. Also ist die lineare Abbildung ¢ (h) fiir alle h € U’ invertierbar.

In der Linearen Algebra haben wir gezeigt, dass die Inverse A~! einer invertierbaren Matrix in der Form det(A)'A
dargestellt werden kann, wobei A die zu A adjunkte Matrix bezeichnet. Die Eintriige von A sind dabei Determinanten
gewisser Teilmatrizen von A. Stellen wir nun ¢ (h) und ¢(h)™! als Matrizen dar, dann sind die Komponenten von
¢ (h)™! als Polynomausdriicke in den Komponenten von ¢ (h), dividiert durch det ¢(h), darstellbar. Dies zeigt, dass
mit ¢ auch die Funktion h — ¢(h)™! im Nullpunkt stetig ist. Es gilt also }111_r)1(1) d(h) ™' = f/(Op) L

Sei nun V' = f(U’), auRerdem k € V' beliebig und h = g(k). Dann gilt k = f(h) = ¢ (h)(h), und die Anwendung
von ¢(h)™! auf beide Seiten der Gleichung liefert ¢ (h)~*(k) = h, insgesamt also

gk) = h = o)k = ¢(gk) (k).
Lassen wir k gegen Op. laufen, dann lauft g(k) auf Grund der Stetigkeit im Nullpunkt ebenfalls gegen Og., woraus
wiederum }(ing ¢(g(k)) ™! = f'(Oga)~* folgt. Also kénnen wir g in der Form
glk) = f'(Or) (k) + p(k)(k)
darstellen, wobei die Abbildung p(k) = ¢(g(k))™ — f/(Og.) " fiir k — Op. in Z(R",R") gegen Null konvergiert.
Setzen wir 1) (k) = p(k)(k), dann gilt also g(k) = g(Oga) + f'(Og.) " (k) + (k) fiir alle k € U’ sowie

o _
P (")(ukn) = 0.



denn der Quotient k/||k|| ist fiir k — Op. beschréankt. Also ist die Funktion g in Op. differenzierbar, und es gilt die
Gleichung g’(Og.) = f/(Oga) " . O

Auch zu dieser Ableitungsregel sehen wir uns ein Beispiel an. Dazu betrachten wir die in § 6 eingefiihrte Polarkoor-
dinaten-Abbildung

Ppot i RT x10,20] — R*\{Og:} ,  (r,9) = (rcos(¢),rsin(yp)).

Ist (1, ¢) ein beliebiger Punkt im Definitionsbereich und (x,y) = ppq(r, ¢), dann gilt also x = rcos(¢) und y =
rsin(y). Es folgt

2= rcos(plsin(9)) = (reos(9)?+(rsin(@)? = xP4y?

also r = 4/x2+ y2. AuBerdem gilt cos(¢) = 7 und sin(p) = % Dies kénnen wir nun verwenden, um mit Hilfe der
Umkehrregel die Jacobi-Matrix von p;oll im Punkt (x, y) anzugeben. Es gilt

' (o) cos(p) —rsin(p)
Ppoith ¥ sin(p)  rcos(yp)
und somit
-1
1y _ 1 [cos(p) —rsin(y)
(Pp) (e, y) = ppy(r ) - (Sin(ga) rCOS(QO))
X M
cos(p) sin(¢) _ Vx2+y? o x2+y2
—Lsin(p) 2cos(yp) Y X

S x2+y2  x24y2



§ 9. Hohere Ableitungen und lokale Extremstellen

Zusammenfassung. In diesem Kapitel untersuchen wir die hoheren Ableitungen f ™ fiir eine mehrdimensionale Funktionen f :
U — W, wobei W einen endlich-dimensionalen R-Vektorraum und U eine offene Teilmenge eines weiteren endlich-dimensionalen
RR-Vektorraums bezeichnet. Wie wir aus § 8 wissen, ist die Ableitung f'(p) von f in einem Punkt p € U keine Zahl, sondern eine
lineare Abbildung V — W. Entsprechend ist auch f”(p) keine Zahl, sondern eine bilineare Abbildung V x V — W. Allgemein ist
F®™(p) durch eine n-fach lineare (multilineare) Abbildung f : V" — W gegeben.

Mit den héheren Ableitungen kénnen wir f an jeder Stelle p € V ein Taylorpolynom 7 ,(f,p) zuordnen, dass die Funktion f
in einer Umgebung von p mit wachsender Genauigkeit approximiert. Wir verwenden dies zur Herleitung von notwendigen und
hinreichenden Kriterien fiir Extrema, in Analogie zu den Sétzen aus der Schulmathematik bzw. der Analysis einer Variablen.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

—  Definition der mehrfach (total) differenzierbaren Funktionen
—  Definition der Hesse-Matrix einer zweifach differenzierbaren Funktion
—  Approximation durch mehrdimensionale Taylor-Polynome

— lokale Extremstellen im Mehrdimensionalen, notwendige und hinreichende Kriterien

Auch in diesem Abschnitt bezeichnen V, W wieder endlich-dimensionale, normierte R-Vektorrdume. Sei U C V offen
und f : U — W eine Funktion, die in jedem Punkt x € U differenzierbar ist. Mit V und W ist auch der Raum £ (V, W)
der (stetigen) linearen Abbildungen V — W endlich-dimensional, aul3erdem ist £(V, W) auf natiirliche Weise mit
einer Norm ausgestattet, namlich der in Abschnitt § 6 definierten Operatornorm. Durch die Zuordnung

frrU—2WV,W) , x—f(x)

ist eine Abbildung zwischen der offenen Teilmenge U C V und dem R-Vektorraum £ (V, W) gegeben.

(9.1) Definition. Ist die Abbildung f’ auf U stetig, dann bezeichnen wir f als stetig differen-
zierbare Funktion. Ist sie dariiber hinaus in jedem Punkt x € U differenzierbar, dann sprechen
wir von einer zweimal differenzierbaren Funktion.

Die zweite Ableitung ist dann eine Abbildung von U in die Menge der linearen Abbildungen von V nach £(V,W),
also eine Abbildung f” : U — £(V, £(V,W)). Ist auch diese Abbildung differenzierbar, dann nennt man f dreimal
differenzierbar. Die dritte Ableitung ist dann eine Abbildung "’ : U — £(V, £(V, £2(V,W))). Offenbar lisst sich
dies beliebig fortsetzen. Wir erhalten auf diese Weise fiir jedes n € IN den Begriff der n-fach differenzierbaren Funktion

und der n-fachen Ableitung. Definieren wir eine Folge £"(V, W) von R-Vektorrdumen rekursiv durch
LY v,w) = 2V,W) ud LM(VW) = 2(V,L7(V,W)

dann ist die n-te Ableitung also eine Abbildung f™ : U — £"(V, W).



Auf Grund der rekursiven Definition ist die Handhabung der Vektorriume £"(V, W) recht mithsam. Man ersetzt
sie deshalb durch isomorphe R-Vektorrdume, deren Elemente sich leichter definieren lassen. Sei dazu V" das n-
fache kartesische Produkt V x ... x V. Wir bezeichnen eine Abbildung ¢ : V' — W als n-fach linear oder auch
multilinear, wenn sie in jeder ihrer n Komponenten linear ist. Das bedeutet, dass fiir jedes k € {1, ...,n} und jedes
Tupel (V1, ...y Vke1s Vkg1s ---» V) VO Vektoren aus V die Abbildung w — ¢ (vy, ..., Vi1, W, Vis1, ---» V) linear ist. Man
iiberpriift leicht, dass die n-fach linearen Abbildung V* — W einen R-Vektorraum bilden. Dieser wird von uns mit
2" (V,W) bezeichnet.

(9.2) Satz. Jedem Element qg € £"(V,W) kann durch die Definition

P, vy) = P()1) .. ()

ein Element in £"(V,W) zugeordnet werden, und die Abbildung & : £"(V,W) — £"(V,W),
¢; — ¢ ist ein Isomorphismus von R-Vektorrdumen.

Beweis: Der Beweis ist nicht schwierig, erforder aber viel Schreibarbeit. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verschie-
ben wir ihn in einen Anhang zu diesem Kapitel. m|

Sei p € Ny, sei D C R ein offenes Intervall, a € I und f : I — R eine mindestens p-mal differenzierbare Funktion.
Bereits in der Analysis einer Variablen haben wir das p-te Taylorpolynom

p
1
o) = Y P -a)k
k=0
von f an der Stelle a definiert. Der Punkt a wird auch als Entwicklungspunkt des Taylorpolynoms bezeichnet. Das
Polynom 7 ,(f, a) ist dadurch ausgezeichnet, dass fiir 0 < k < p die k-te Ableitung von 7 ,(f,a) an der Stelle a jeweils
mit f ®(a) iibereinstimmt. Tatséchlich ist die k-te Ableitung von 7,(f,a) gegeben durch

P
,(f,a)®x) = Z%f(k)(a)-k-(k—l)-...-(k—€+1)-(x—a)k_€
=k °*

und somit Tp(f,a)(k)(a) = %f(k)(a) k! (x —a)® = f®(a). Die Funktion f kann in einer kleinen Umgebung des
Punktes a durch die Taylorpolynome beliebig genau approximiert werden.

(9.3) Satz. Seip € N und x € R ein Punkt mit x > a, so dass f auf dem offenen Intervall
la, x[ mindestens (p — 1)-mal stetig differenzierbar und p-mal differenzierbar ist. Dann gibt es
einen Punkt & € Ja, x[ mit

fOx) = rp_l(f,a)(x)+pi!f@(a)(x—a)l’.



Beweis: Sei F : [a,x] — R definiert durch F(t) = f(t) — 7,_,(f,a)(t) und G(t) = (t —a)?. Auf Grund der soeben
beschriebenen charakteristischen Eigenschaft des Taylorpolynoms gilt F*)(a) = 0 fiir 0 < k < p — 1. AuRerdem gilt
fir 0 < k < p —1 sowohl G®(a) = 0 als auch G(k)(t) # O fiir alle t € Ja, x]. Auf Grund des verallgemeinerten
Mittelwertsatzes der Analysis einer Variablen, Satz (14.7), gibt es ein x; € ]a, x[ mit

F(x) _ F)-F) _ F(x)
G(x) G(x)—G(a) G'(xp)’

Eine erneute Anwendung dieses Satzes liefert ein x, € ]a, x,[ mit

F/(X1) _ F/(Xl)_F/(a) _ F//(xz)
G'(x1) G'(x1)—G'(a) G”(xz)'

Die (p —1)-fache Wiederholung dieses Vorgangs liefert schlielich ein & = x,, € ]a, x[ mit

F(x) _ F(a) _ F'x) _ F®(x,)

G(x) ~ G(x)  Gxy) T G0,

Es ist G(x) = (x — a)P, die p-te Ableitung G von G ist konstant gleich p!, und die p-te Ableitung auf T,-1(f,a) ist
gleich null, weil das Polynom vom Grad p — 1 ist. Nach Definition von F erhalten wir

(x—a)P(f () =Tpa(f,a)(x)) = pl!F(p)(i) = pi!f(P)(i)-

Durch Multiplikation mit (x — a)? und Umstellen der Gleichung ergibt sich die gewiinschte Aussage. |

Wir verallgemeinern die Definition des Taylorpolynoms nun auf hohere Dimension.

(9.4) Definition. Seip € N, U C V offen, a € U und f : U — R eine im Punkt a p-mal
differenzierbare Funktion. Dann bezeichnet man die Funktion gegeben durch

p
o, (f,a)x) = f(a)+k; O a) e )

fiir alle x € V als Taylorpolynom p-ten Grades von f an der Stelle a.

Um die Taylorpolynome explizit ausrechnen zu konnen, zeigen wir, wie die hoheren Ableitungen f®)(a) mit Hilfe
der Richtungsableitungen ausgedriickt werden kénnen. Beim folgenden Satz handelt es sich um eine weitreichende
Verallgemeinerung von Prop. [(8.4)

(9.5) Proposition. Sei U C V offen,a € U und f : U — R eine p-mal in a differenzierbare
Funktion. Dann gilt fiir alle vy, ..., v, € V jeweils

f(p)(a)(vl; e Vp) = avl' e avpf(a)-



Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstindige Induktion {iber p € IN,. Im Fall p = 0 besteht die Aussage
lediglich in der trivialen Gleichung f(a) = f(a). Sei nun p > 1, und setzen wir die die Gleichung fiir p — 1 voraus.
Definieren wir die Hilfsfunktionen f = 0y, " 8vp f und g = f®V, dann gilt auf Grund der Induktionsvoraussetzung
fla+h)=g(a+h)(v,,...,v,) fiir alle h in einer hinreichend kleinen Umgebung des Nullpunkts. Weil g im Punkt a
total differenzierbar ist, gilt fiir hinreichend kleine h € V eine Gleichung der Form

gla+h) = gla)+g (@M +yh) ,

wobei wie immer 1 eine Funktion mit ll1in(1) 4y (h)/||h|| = 0 bezeichnet. Es folgt

fla+h) = gla+h)(vy..., v,) = g(a)(vy, ..., vp) + g (@)(h, vy, ..., v,) + 0(R)

wobei die Funktion ¢(h) = 1 (h)(v,,...,v,) ebenfalls die Bedingung lim;_,, ¢ (h)/||k|| = O erfiillt. Die Funktion f
ist also in a total differenzierbar, und es gilt f’(a)(vl) = g'(a)(v1, V) -rs v,) fiir alle v € V. Nach Prop. (8.4) gilt
Z f(a) = f/(a)(v;). Damit erhalten wir das gewiinschte Resultat, denn es gilt nun

8,0,,8,f(@) = 8,f(@ = f@0) = @0, = FO0,..7). O

(9.6) Satz. (mehrdimensionale Taylor-Approximation)
Sei U C R" offen und f : U — R eine p-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gibt es zu

jedem Punkt a € U eine Umgebung U,, des Nullpunkts und eine Funktion v : Uy — R mit

fla+h) = m,(f,a)a+h)+(h) firallehelU, und %“%Tfh(ﬁlp)zo

Beweis: Seien a € U und h € R" so gewahlt, dass die Verbindungsstrecke [a,a +h] ganz in U liegt und ¢ : R — R”,
t — a + th. Setzen wir I = ¢ }(U), dann ist I C R eine offene Teilmenge mit I 2 [0,1]. AuRerdem sei g : [ — U
definiert durch g = f o ¢, also g(t) = f(a + th) fiir alle t € I. Es gilt ¢’(t) = h fiir alle t € ]0, 1[, was wir mit
der linearen Abbildung R — R" gegeben durch A — Ah identifizieren. Mit der Kettenregel erhalten wir g’(t) =
(fod)Y(t)=f'(¢p(t))od'(t) = f'(a+th)(h) = Z?zl 0,f (a + th)h;. Wir zeigen nun durch vollstindige Induktion
tiber k, dass fiir 1 < k < p und alle t € ]0, 1[ jeweils

g = > >4 fla+th)h -k, git
iy i

Fiir k = 1 ist dies soeben geschehen. Ist 1 < k < p, und setzen wir die Aussage fiir 1 < £ < k voraus, so kénnen
wir f = ZZ:l ...Zz{:l h; -+-h; 0, ; f setzen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann g®(t) = (f o ¢)(¢). Durch
erneute Anwendung der Kettenregel erhalten wir

ghD(e) = (Fod)(t) = fla+th)od'(t) = .3 fla+th)h, =

io=1
Zn: Zn: e Zn: Oiy..if (@+ th) by by ---hy = Zn: Zn: e Zn: Oyip, fla+th) by -+-hy
f=1i,=1 =1 fi=li=1  igq=1

wobei im letzten Schritt lediglich umparametrisiert wurde. Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.



Sei nun k € {1,..., p}. Auf Grund von Prop. [(9.5)} und weil die Abbildung f®)(a) € £*(V,R) in jedem ihrer Argu-

mente linear ist, gilt weiter

Zn: Z Z 8, i fla+th)h ---h, = Z ZZh oy f®(a+ th)(ey,,..re;)

i=1li,=1  i=1 i=li,=1  i=1

F®(a+th) (Z hiei, e Zhikeik) = f®a+th)h,...,h).

i=1 i=1

Damit haben wir fiir 1 < k < p die Gleichung g®(t) = f®(a + th)(h, ..., h) bewiesen.

Mit Satz|(9.3)} der eindimensionalen Taylorapproximation, erhalten wir nun ein £(h) € ]0, 1[, so dass die Gleichung

g()= i;(l) %g(k)(O) + pl!g(P)(f(h)) erfiillt ist; die Summe erhélt man dabei durch Einsetzen von 1 in das (p — 1)-te

Taylorpolynom 7,_;(g,0) von g an der Stelle 0. Es folgt

p—1 p—-1
Flath)=g1)= 33 5890) + g PEW) = F(@)+ 2, 15 V@) + - Pla+ EWRI .. ).
k=0 " : k=1 " :

Das mehrdimensionale Taylorpolynom an der Stelle a, ausgewertet im Punkt a + h, hat die Form

P p—1
LU = f@+ Y OOk = F@)+ 35 @)+ PR,
k=1 """ k=1 """ :

Der Fehlerterm in der Aussage unseres Satzes ist also gegeben durch die Differenz

1 1
Yh) = Ef(p)(a +&(R)h)(h, ...,h) — ;f(")(a)(h,---,h) =
1 n n
> Z - Z (8. fla+EMM) =3, f(a)) hy .y .
Legen wir die || - ||oo-Norm zu Grunde, so gilt die Abschatzung |hi1“'hip| < ||h]|P. Weil unsere Funktion p-mal stetig

differenzierbar ist, sind die p-fachen partiellen Ableitungen ail___ip f stetig. Fiir h — 0 gilt £(h)h — 0 wegen &(h) €
10, 1[ fiir alle h; somit lauft 3i1...ip(f(a + &(h)h) — f (a)) auch gegen Null. Insgesamt ist damit ||h|| 7P+ (h) — O fir
h — 0 nachgewiesen. m|

Im weiteren Verlauf werden wir uns vor allem die Fille p = 1,2 konzentrieren. Wie wir bereits in § 11 gesehen
haben, kann die Ableitung f’(a) als (n x 1)-Matrix dargestellt werden, mit den Eintrédgen (3, f(a)---d,f (a)). Die
zweite Ableitung f”(a) ist eine bilineare Abbildung R" x R" — R, also eine Bilinearform auf dem R".

Die Darstellungsmatrix A € ./, dieser Bilinearform hat nach |(9.5)| die Eintrége a;; = f"(a)(e;,e;) = 9;;f (a) fiir
1 <i,j < n und wird die Hesse-Matrix von f an der Stelle a genannt. Wir bezeichnen sie auch mit »#(f)(a). Die
Taylorpolynome fiir p = 1,2 sind also gegeben durch

T(f,ax) = f@+f(dx-a = fl@+f(@ x-a) = f(a)+zn:3if(a)~(xi—ai)
und -
T(f,Ax) = f@O+f(@Dx-)+f'(Dx—ax—a) =
f@+f(@)-(x—a)+3 ‘(x—a)- #(f)a)- (x—a) =
f(a)+i:8if(a)'(xi—ai)+%iiaijf(a)(xi—ai)(xj—aj).

i=1 j=1



Als fiir die Anwendungen wichtigen Spezialfall von Satz|(9.6)| notieren wir

(9.7) Folgerung. Sei U C R" offen, f : U — R eine Funktion und a € U ein Punkt, in dem f

zweimal differenzierbar ist. Dann gibt es eine Funktion v : U, — R mit

fla+h)=f(@+f'(a)-h+3h-#(f)@)-h+(h)  und lim IRlI724p(R) = 0.

Zur Illustration der bisher behandelten Konzepte berechnen wir das zweite Taylorpolynom der Polynomfunktion
f(x,y)=x2+3y?>—7xy+5x—3y+8 an der Stelle (3, 5). Die partiellen Ableitungen von f bis zur zweiten Ordnung
sind gegeben durch

o.f(x,y) = 2x—7y+5

O f(x,y) = —7x+6y—3

onflx,y)=2 , Of(x,y)=0nf(x,y)==7 , 0Onf(x,y)=6.
Funktionswert, erste Ableitung (Jacobi-Matrix) und zweite Ableitung (Hesse-Matrix) an der Stelle (3, 5) sind gegeben
durch

Das zweite Taylorpolynom an der Stelle (3, 5) ist also gegeben durch

oG5y = f(3,5)+f’(3,5)-("_3)+%(x—3 y—5)%’(f)(3,5)-(x_3)
y—> y—>

= (-13)+(-24 6)(;:§)+%(x—3 y—5)(_27 _67)(;1)

= (—13)+(—24x + 6y +42) + 2(2x*> — 14xy + 58x + 6y> — 18y —42) = x*+3y?>—7xy+5x—3y +8.

Die Funktion f stimmt also mit ihrem zweiten Taylorpolynom an der Stelle (3, 5) iiberein. Dies bedeutet, dass|(9.7)
fiir a = (3, 5) mit dem Fehlerterm ¢ = 0 erfiillt ist. Man kann zeigen, dass allgemein jede Polynomfunktion auf dem
R" fiir hinreichend grof8es p gleich ihrem Taylorpolynom 7,(f,a) ist, wobei der Entwicklungspunkt a € R" beliebig

gewdhlt werden kann.

(9.8) Definition. Sei U C R" eine beliebige Teilmenge, a € U und f : U — R eine reellwertige
Funktion. Man sagt, f hat im Punkt a ein

(i) lokales Maximum, wenn eine Umgebung U’ C IR" von a existiert, so dass f(a) = f(x)
fiir alle x e UN U’ gilt,

(ii) isoliertes lokales Maximum, wenn U so gew#hlt werden kann, dass sogar f(a) > f(x)
fiir alle x € (UNU") \ {a} erfiillt ist.

Entsprechend definiert man lokale Minima und isolierte lokale Minima. Wie in der Analysis einer
Variablen verwenden wir den Begriff Extremum als Oberbegriff fiir Minima und Maxima.



In diesem Abschnitt betrachten wir nur Extrema von Funktionen, die auf offenen Teilmengen des R" definiert sind.

Wie in der Analysis einer Variablen zeigen wir

(9.9) Satz. (notwendiges Kriterium fiir Extrema)

Sei U C R" offen, f : U — R differenzierbar und a € U ein lokales Extremum von f.
Dann gilt f'(a) = 0.

Beweis: Wir behandeln nur den Fall, dass f an der Stelle a ein lokales Maximum besitzt. Nach eventueller Verklei-
nerung von U kénnen wir f(a) > f(x) fiir alle x € U annehmen. Sei k € {1,...,n} und die Funktion g fiir alle t € R
mit hinreichend kleinem Betrag durch g(t) = f(a + te;) definiert. Dann gilt g(0) > g(t) fiir diese ¢t und aullerdem
g’(0) = 3,f (a). Die Funktion g besitzt also in O ein lokales Extremum. Wie in der Analysis einer Variablen gezeigt
wurde, folgt daraus ;. f (a) = g’(0) = 0. Es gilt also J,f (a) = 0 fiir 1 < k < n, und daraus folgt f’(a) = 0. O

Einen Punkt, in dem die erste Ableitung einer Funktion f verschwindet, bezeichnet man als kritische Stelle von f .
Wie in der Analysis einer Variablen gibt es auch hinreichende Kriterien fiir Extrema, die mit der zweiten Ableitung
der Funktion zusammenhéngen. Nach Definition ist eine Matrix positiv definit, wenn *vAv > O fiir alle v € R" \ {0}

gilt.

(9.10) Definition. Wir bezeichnen eine Matrix A € ./,  als

(i) negativ definit, wenn ‘'vAv < O fiir alle v € R" \ {0}, als
(ii) positiv semidefinit, wenn “vAv > 0 fiir alle v € R", und als

(iii) negativ semidefinit, wenn "vAv < 0 fiir alle v € R" erfiillt ist.

Eine Matrix, die weder positiv noch negativ semidefinit ist, bezeichnen wir als indefinit.

Die indefiniten Matrizen A sind dadurch gekennzeichnet, dass es Vektoren v,w € R" mit "vAv > 0 und "wAw < 0 gibt.
Offenbar ist A genau dann negativ definit, wenn —A positiv definit ist. Deshalb kann auch die Eigenschaft ,negativ
definit“ mit dem Hurwitz-Kriterium getestet werden. Fiir positive oder negative Semidefinitheit gibt es leider kein so

einfaches Kriterium.

(9.11) Satz. (hinreichende Kriterien fiir Extrema)

Sei U C R" offen, f : U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und a € U eine
kritische Stelle von f.

(1) Ist #2(f)(a) positiv definit, dann besitzt f in a ein isoliertes lokales Minimum.

(i) Ist #2(f)(a) negativ definit, dann besitzt f in a ein isoliertes lokales Maximum.

(iii) Ist #(f)(a) indefinit, dann hat f in a kein lokales Extremum.



Beweis: Auf Grund der Voraussetzungen ist [(9.7)| anwendbar. Wie dort bezeichnen wir den Fehlerterm mit 1), und
die Hesse-Matrix 5(f )(a) € 4, g mit A.

zu (i) Weil A positiv definit ist, gilt ‘hAh > 0 fiir alle h € R" mit v # Or.. Nach dem Maximumsprinzip
angewendet auf die kompakte Menge S = {h € R" | ||| = 1}, besitzt die Abbildung S — R, h — ‘hAh ein positives
Minimum m. Wegen limy,_, [|hl| %4 (h) = 0 gibt es ein ¢ € R*, so dass |y(h)| < sm||h|| fiir alle h € R" mit
0 < ||h|| < e gilt. Definieren wir h, = ||h||"*h fiir ein solches h, dann ist h, in S enthalten. Sofern a + h in U
liegt, gilt somit

fla+h) = f(a)+3 hAh+yp(h) = f(a)+ 3lhl* oA, +4p(h)
> f(a)+smlhl>—imlhl> = f(a)+imlAl> > f(a).
Es gilt also f(x) > f(a) fiir alle x € B,(a) N U. Dies zeigt, dass f in a ein isoliertes lokales Minimum besitzt.
zu (ii) Der Beweis dieser Aussage kann durch Betrachtung der Funktion —f auf (i) zuriickgefiihrt werden. Ist

namlich A = #2(f )(a) negativ definit, dann ist 2#(—f)(a) = —A positiv definit, und ein isoliertes lokales Minimum
von —f ist ein isoliertes lokales Maximum von f.

zu (iii) Auf Grund der Voraussetzung gibt es Vektoren v,w € R" mit "vAv > 0 und 'wAw < 0. Wegen der Eigen-
schaft limy_,q ||| 722 (h) = 0 des Fehlerterms und wegen ||tv||™2 = t2||v||2 und ||tw|| ™2 = t2||w|| ™2 fiir t # 0 gilt
insbesondere auch lim,_,, t 22 (tv) = 0 und lim,_, t 23 (tw) = 0. Fiir jede Konstante y € R" existiert somit ein
e € R mit der Eigenschaft, dass [1(th)| < yt? fiir h € {v,w} und alle t € R mit |t| < ¢ gilt. Insbesondere kénnen
wir £ € R" so klein wihlen, |y (th)| < % [*"(th)A(th)| = }}tzlthAhl fiir h € {v,w} und alle t € R mit 0 < |t| < ¢ erfiillt
ist. Ist nun t € R so gewdhlt, neben dieser Bedingung auch a+tv € U und a + tw € U gilt, dann erhalten wir sowohl
fla+tv) = fl@+3 (A +Y(ty) > fl@+i2vAr—1t2vav = fla)+3t2va > f(a)
als auch
fla+tw) = fla)+ % (ew)A(tw) +(tw) < f(a) + %tz ‘wAW — %tz ‘wAw
= f@+i*waw < f(a).

Dies zeigt, dass in jeder beliebig kleinen Umgebung von a Punkte x, y existieren mit f (x) > f(a) und f(y) < f(a).

Dies zeigt, dass f an der Stelle a kein lokales Extremum besitzt. O

Wir betrachten die Funktion f : R? — R gegeben durch f(x,y) = y%(x — 1) + x?(x + 1).

Graph der Funktion f
Man erkennt deutlich das lokale Maximum (rot) an der Stelle (—2,0) und die
kritische Stelle (0,0) im blaugriinen Bereich, an der kein lokales Extremum existiert.
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Die erste Ableitung und die Hesse-Matrix von f sind gegeben durch

6x+2 2y )

Floy)=0*+3x*+2x 2(x—1)y)  und %”(f)(x,y)=( 2y 2Ax—1)

Zunichst bestimmen wir die kritischen Punkte der Funktion, also die Punkte (x, y) € R? mit
f'oe,y) = (¥*4+3x%2+2x 2(x—1)y) = (0 0).

Wegen 2(x — 1)y = 0 muss x = 1 oder y = 0 sein. Ist x = 1, dann ist die zweite Komponente gleich y? + 5 und
kann somit nicht Null sein. Also bleibt nur die Moglichkeit y = 0 iibrig, und wir erhalten fiir die erste Komponente
den Ausdruck 3x? + 2x = 3x(x + %). Dieser ist genau dann gleich Null, wenn x = 0 oder x = —% ist. Die beiden
kritischen Punkte sind also (0,0) und (—2,0). Die Hesse-Matrizen in diesen beiden Punkten sind gegeben durch

2 0 —2 0
A(£)(0,0) = und  A#(f)(-5,0)= o |-
0 —2 0o -2
Die Matrix s2(f )(0, 0) ist indefinit, denn fiir die Einheitsvektor e; = (1,0), e, = (0, 1) gilt ‘e;52(f)(0,0)e; =2 >0
und ‘e;2(f)(0,0)e, = —2 < 0. Also liegt nach |(9.11)) (iii) an der Stelle (0, 0) kein lokales Extremum vor. Anderer-
seits ist Jf(f)(—%, 0) negativ definit, denn fiir einen beliebigen Vektor v = (x,y) # (0,0) gilt tvﬁf(f)(—%, o)y =
—2x2— 2y% < 0. Nach (i) besitzt f in (—%,0) also ein isoliertes lokales Maximum.

Ist die Hesse-Matrix an einer kritischen Stelle a positiv oder negativ semidefinit, erfiillt die zweite Ableitung also
nur f”(a)(v,v) = 0 fiir alle v € R" oder f”(a)(v,v) <0 fiir alle v € R", dann ist keine allgemeine Aussage iiber das
Auftreten von Extrema moglich. Als Beispiel betrachten wir die Funktionen f und g definiert durch f(x,y) = x2+y3
und g(x,y) = x%+y*.

Funktionsgraphen von f und g
Beide Graphen besitzen an der Stelle (0, 0) einen kritischen Punkt, und die Hessematrix ist in beiden Fillen positiv semidefinit.
Aber nur die Funktion g besitzt in (0, 0) ein lokales Minimum.



Es gilt f'(x,y) = (2x 3y?)und g’(x,y) = (2x 4y?), also ist (0, 0) fiir beide Funktionen eine kritische Stelle. Es gilt

%(f)(x,y)=(§ :y) und %’(g)(x,y)=(§ 12‘;2) ,

also insbesondere
2 0

2 0
7 (f)(0,0) = (0 0) und  2(g)(0,0)= (0 0) ;
d.h. die Hesse-Matrix ist bei (0,0) jeweils positiv semidefinit. Die Funktion g besitzt bei a offenbar ein isoliertes
lokales Minimum, denn an allen Stellen # (0,0) nimmt g nur positive Werte an. Dagegen ist f (&,0) = &2 fiir beliebig
kleine £ € R* positiv, wihrend f(0,—&) = —&> negativ ist. Also besitzt f bei (0, 0) kein lokales Extremum.

Wenigstens ist die positive Semidefinitheit ein notwendiges Kriterium fiir das Auftreten lokaler Minima.

(9.12) Satz. Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar, a € U ein kritischer
Punkt von f und A= 52(f)(a).

(i) Besitzt f bei a ein lokales Minimum, dann ist A positiv semidefinit.

(ii) Besitzt f bei a ein lokales Maximum, dann ist A negativ semidefinit.

Beweis: Wieder geniigt es, die Aussage (i) zu beweisen, weil (ii) durch Ubergang zu —f auf (i) zuriickgefiihrt werden
kann. Nehmen wir nun an, dass a ein lokales Minimum von f, die Matrix A aber nicht positiv semidefinit ist. Dann
gibt es eine Vektor v € R™ mit ‘vAv < 0. Wie im Beweis von (iii) zeigt man, dass in jeder beliebig kleinen
Umgebung von a ein Punkt x mit f (x) < f(a) existiert. Aber dies widerspricht der Annahme, dass f in a ein lokales

Minimum besitzt. O



Anhang: Der Beweis von Satz|(9.2)

Wir zeigen durch vollstindige Induktion iiber n, dass die angegebene Abbildung ¢ ein Homomorphismus von R-
Vektorrdumen ist, und dass eine Abbildung £"(V,W) — £™(V,W) existiert, die jedem ¢ € £L™(V,W) ein ¢; €
L™V, W) mit 43(\/1) o (vy) = ¢(vq, ..., v,) fiir alle vy, ..., v, € V zuordnet. Daraus ergibt sich, dass die beiden Abbil-
dungen zueinander invers sind und insgesamt ein Isomorphismus von RR-Vektorrdumen vorliegt.

Fiir n = 1 gilt 2"(V,W) = £™(V,W), und & ist die Identitit. In diesem Fall braucht also nichts gezeigt werden. Sei
nun n € IN, und setzen wir die Aussagen fiir dieses n voraus. Sei qg ein Element aus 2™ (V, W) = £(V, £"(V,W)),
und sei ¢ = &($) wie angegeben definiert. Fiir jedes v, € V definieren wir ¢;V1 € $™(V,W) durch ¢;V1 = $(vy).
Nach Induktionsvoraussetzung ist die Abbildung ¢, : V" — W gegeben durch ¢,, (v, ..., V41) = (ﬁvl(vz) we (V) in
£"(V,W) enthalten, und nach Definition gilt

d)(vl"“) Vrl+l) = ¢;(V1)---(Vn+1) = d;vl(VZ)---(vrﬁl) = ¢v1(v2""’vn+l)-

Wegen ¢, € £"(V,W) ist ¢ also fiir 2 < k < n+ 1 jeweils in der k-ten Komponente linear. Auch in der ersten
Komponente ist ¢ linear. Weil nédmlich qf; in 2™V, W) = £(V, £"(V,W)) liegt, ist die Abbildung v; — 431,1 linear.
Daraus folgt fiir alle v;,v; €V, v,,...,v,4; €V und A € R sowohl
¢(V1 +V1;V2:~-:vn+l) = ¢v1+v{(V2a"'; Vn+1) = ¢v1+v{(v2)"'(vn+l) = (¢v1 + ¢v{)(v2)"'(vn+1) =
¢vl(v2)---(vn+1)+ ¢v{(v2)'“(vn+l) = ¢v1(v2;---: Vn+1)+ ¢v{(V2;---; Vn+1)

= (v, Va0 Vps1) + O (V1, Vo, e Vi)
als auch
qb(kvl, Vo5 e Vn+1) = d)lvl(VZ’ EAE] Vn+1) = d/;lvl(VZ) (vn+1) = (Adgvl)(vz) (Vn+1)
= 2, (). Op1)) = A, (Voo Vis1) = AP(V1, Vg, s Vayn)-

Insgesamt ist ¢ also in allen n + 1 Komponenten linear und damit ein Element von .£"*!(V, W). Dariiber hinaus ist
die Abbildung @ ist linear. Denn fiir beliebige ¢, € L™ (V,W) und A € R gilt jeweils

(¢ +’(/))(V1,VZ,...,VH+1) = d)(Vl:VZ’"')vn+l)+¢(vlﬁv2:“"vn+l) =

PV oo Vs ) FP()(V) e (Vy1) = (@ +P) 1)) oo (V1)

und

(A¢)(V1:Vz:---: vn+1) = A¢(V1’V2,~-~a vn+1) = A@(VI)(V2)--'(VH+1) = (Aé)(vl)(vz)'--(vn+1)

fiir beliebige vy, ...,v,4; € V. Diese Gleichungen zeigen, dass tatsachlich <I>((;l; + 1[!) =¢+yY = <I>(<j§) + <I>(¢v) und
B(Ad) = A = Ad(p) erfiillt ist.

Nun beweisen wir noch die Aussage zur Umkehrabbildung. Sei ¢ € £""(V,W). Dann ist fiir jedes v; € V die
Abbildung ¢, : V" — W gegeben durch ¢, (vy, ..., Voi1) = ¢ (v1, Vo, V) in £L7(V, W) enthalten, denn weil ¢ in
jeder ihrer Komponenten linear ist, gilt dasselbe auch fiir die Komponenten von ¢,, . Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es ein Element ¢;v1 € £L™(V,W) mit 4;1;1("2) e (V1) = @y, (Va, o, Vi) fiir alle vy, ..., v, ;. Definieren wir eine



Abbildung qf; 1V - £"(V,W) durch <;t;(v1) = ¢;V1, so ist dies ein Element von " (V,W) = £(V, £"(V,W)), denn
auf Grund der Linearitit von ¢ in der ersten Komponente gilt fiir alle v;,v; €V, v,,...,v,,; € V und A € R jeweils

PO +VIV) 1) = Dot () Va)) = buir oo Vir)) = V1 + V], Vs Vid)
= PO Vo V) T OO Ve V1) = Dy (Vas oo V1) + Dy (Vo oo Vig1)
= $,,(1) o V) + P (1) (Vi) = PDV2) oo (Vo)) + SOD) . (V)
= () + O MV2) . (V1)

und

PAV)1) e (Vas1) = P, () 1) = by, (Voo Vg1) = d(AV1, Vg, Vi)
= AP, Ve Vi) = APy (Voo Vpr1) = AP, (V) (Vpr1) = AP()(V2) . (Vpr1)
= (AP)V)(V2) oo (Vay1)

also ¢ (v, + Vi) = d(v) + dg(v{) und ¢(Av;) = A (v,). Insgesamt existiert also fiir jedes ¢ € L™ 1(V,W) ein ¢ €
LYV, W) mit qg(vl)(vz) e (Vpy1) = ¢;vl(vz) e V1) = @y (Vo oo, V1) = @ (V1, v, oo, Vg ) flir alle vy, vy, vy €

V. Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen. |

Der Beweis lasst sich bedeutend iibersichtlicher fithren, wenn das Konzept der Tensorprodukte zur Verfiigung steht.
Aus Zeitgriinden sind wir hier nicht der Lage, die genaue Definition des Tensorprodukts V® W zweier R-Vektorrdume
V, W anzugeben. Wir erwéhnen lediglich, dass es sich dabei um einen R-Vektorraum handelt, dessen Elemente, die
auch als Tensoren bezeichnet werden, in der Form v; ® w; + ... + v, ® w,. geschrieben werden kénnen. Dabei gelten
fir L€ R, v,v' €V und w,w’ € W jeweils die Rechenregeln (v +v)@w=vow+v'@w,v®(w+w)=vew+vew’
und (AV)@w=v® (Aw) =A(vew).

Sei V* der R-Vektorraum der linearen Abbildungen V — R, auch Dualraumvon V genannt. Dann kann fiir ¢4, ..., ¢, €
V* und w € W das Element ¢; ® ... ® ¢, ® w iiber die Definition

(01©...0 0, @W)(Vy, .., v,) = (V1) @p(vy)-w

als multilineare Abbildung V" — W betrachtet werden; die n-fache Linearitét ergibt sich direkt aus der Linearitat
von ¢, ..., p,. Sind V und W endlich-dimensional, so erhélt man auf diese Weise einen Isomorphismus

V'e..eVew = 2" (V,W)
n-mal
von R-Vektorrdumen. Auf Grund der rekursiven Definition zu Beginn dieses Kapitels gilt andererseits £(V, W) =
LWW) VW, LAV,W) = L(L(V,W)) = Ve L(V,W) = V*® V*® W und allgemein fiir jedes n € IN
jeweils £"(V,W) & V*® ...® V* ® W, auch hier mit n Faktoren V*. Dies zeigt, dass die R-Vektorrdume £"(V, W)
und £"(V, W) auf natiirliche Weise isomorph zueinander sind.



§ 10. Lokale Umkehrbarkeit und implizit definierte Funktionen

Zusammenfassung. Seien V,W normierte R-Vektorrdume derselben endlichen Dimension und U C V eine offene Teilmenge.
Eine Abbildung f : U — W wird als lokal umkehrbar an einer Stelle a bezeichnet, wenn f eine offene Umgebung U C U von
a bijektiv auf eine offene Umgebung W € W von b = f(a) abbildet. Wir werden sehen, dass dies fiir eine stetig differenzierbare
Abbildung der Fall ist, wenn es sich bei der Ableitung f’(a) um eine invertierbare lineare Abbildung V — W handelt. Die Existenz
einer lokalen Umkehrfunktion g : W — U lasst sich dadurch interpretieren, dass die Gleichung f(x) = y fiir jedes x € U durch
x = g(y) nach x aufgelost werden kann. Daran erkennt man die Wichtigkeit des Kriteriums, denn die Losbarkeit von Gleichungen
kann als eines der Grundprobleme der Mathematik angesehen werden.

Man sagt, eine Funktion f : D — R mit D € R wird implizit durch eine Gleichung g(x, y) = 0 definiert, wenn g(x, f (x)) = O fiir
alle x € D eriillt ist. Mit Hilfe der lokalen Umkehrbarkeit werden wir ein Kriterium herleiten, dass angibt, wann eine Gleichung
gegeben durch eine Funktion g : R? — R in der Umgebung eines Punktes (a, b) implizit eine Funktion definiert. Natiirlich lassen
sich nicht nur ein-, sondern auch héherdimensionale Funktionen implizit definieren. Héufig sind Funktionen in physikalischen
Anwendungen implizit definiert, z.B. wenn die Bahnkurven von Objekten durch Erhaltungsgréf3en wie Energie, Impuls oder
Drehimpuls festgelegt sind.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel
—  ¢'-Abbildung und %'-Diffeomorphismus
—  Schrankensatz

—  Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit

—  Satz iiber implizit definierte Funktionen

Bekanntlich ist die Funktion f : R — IR, x — x? nicht injektiv und besitzt demzufolge auch keine Umkehrfunktion.
Schrénkt man f aber auf die Teilmenge R* der positiven Zahlen oder auf die negativen Zahlen ein, so erhélt man
eine Bijektion auf das jeweilige Bild, deren Umkehrfunktion durch y — ,/y bzw. y — —,/y gegeben ist. Es fillt
auf, dass eine Umkehrfunktion immer dann existiert, wenn die einzige Nullstelle der Ableitung f’(x) = 2x, die Null,
nicht im Definitionsbereich enthalten ist. Eines unserer Ziele in diesem Abschnitt besteht darin, diese Beobachtung

auf mehrdimensionale Funktionen zu verallgemeinern.

Wie in den vorherigen Kapiteln bezeichnen V und W stets endlich-dimensionale normierte R-Vektorraume.

(10.1) Definition. Sei U C V eine offene Teilmenge. Eine stetig (total) differenzierbare
Abbildung f : U —» W wird auch 6¢'-Abbildung genannt. Ist f eine Bijektion auf eine offene
Teilmenge W C W, und ist die Umkehrabbildung f* : W — U ebenfalls ein ¢'-Abbildung,

dann spricht man von einem %!-Diffeomorphismus zwischen U und W.

Der folgende Satz wird fiir die weiteren Beweise eine wichtige Rolle spielen.

(10.2) Satz. (Schrankensatz)

Seien m,n € IN. Ist U € R" offen, f : R® — R™ eine ¢'-Abbildung und die Konstante y; €
R gegeben durch yy = sup{|lf'(x)ll | x € U}, dann gilt [|f (1) — f (x2)Il < vyllx; — x| fiir
alle x;,x, € U mit der Eigenschaft, dass die Verbindungsstrecke [x;,x,] in U enthalten ist.
Dabei wird auf R" und R™ die Supremumsnorm zu Grunde gelegt, und ||f’(x)|| bezeichnet die
entsprechende Operatornorm von f'(x) € Z(R", R™).



Beweis: Seien fi, ..., f,, die einzelnen Komponenten f; : U — R von f. Fiir jedes a € U und jedes v € R" gilt jeweils
f'(a)=(f{(@), ..., f,(a)) und somit |f/(a)(v)| < max{|f/(a)(V)| | 1 < j <m} = [If(a)(V)Il < yyllvll, nach Definition
der Operatornorm. Seien nun x;, x, € U mit [x;, x,] € U vorgegeben, und sei v = x, — x;. Nach dem Mittelwertsatz
(7.5)|fiir Richtungsableitungen gibt es fiir 1 < j < m jeweils ein a; € [x;,x,] mit fj’(aj)(v) = 9,fi(a;) = fi(xz) —
fi(x1), wobei v = x; — x; ist. Es folgt |f;(x1) — fj(x2)| < |fj/(ai)| < yyllvll und somit [|f (1) — f (el < vyllvll. O

(10.3) Satz. (Satg iiber die lokale Umkehrbarkeit)

Sei f : U — W eine %4'-Abbildung. Ist a € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass f'(a) € £(V, W)
bijektiv ist, dann gibt es eine offene Umgebung U C U von a und eine offene Umgebung W € W
von b = f(a) mit der Eigenschaft, dass durch f|; ¢!-Diffeomorphismus zwischen U und W

definiert ist.

Beweis:  Ein Punkt a mit bijektiver Ableitung f’(a) kann nur existieren, wenn die Dimensionen von V und W
iibereinstimmen, wovon wir von nun an ausgehen; sei n = dimV = dimW. Es gibt dann Isomorphismen x : V —
R" und x’ : W — R" von R-Vektorrdumen, die wegen auch Homoomorphismen sind, unter denen also
insbesondere offene Teilmengen erhalten bleiben. In den Ubungen wurde gezeigt, dass lineare Abbildungen mit
ihrer eigenen totalen Ableitung in einem beliebigen Punkt des Definitionsbereichs iibereinstimmen. Definieren wir
die Abbildung f = ko f ok~ von x(U) € R" nach R", dann ist auf Grund der Kettenregel auch f total differenzierbar,
und fiir jedes a € U gilt

fii@) = (kofox (k@) = «((for k(@)oo (forx (k@) =
K'(f(@)of'(x(k(@))o(x ) (k(a)) = wof'(a)ox™".

Mit a — f’(a) ist auch die Abbildung x(a) — ko f’(a)ox ! stetig, also ist auch f eine €'-Abbildung. Ist die Aussage
fiir f bewiesen, dann gilt sie auf Grund des bisher Gesagten offenbar auch fiir f. Deshalb kénnen wir uns von nun
an auf den Fall V. = W = R" beschrénken. Sei nun a € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass die Jacobi-Matrix
f’(a) invertierbar ist. Indem wir f durch x — f(x +a)— f (a) ersetzen, kénnen wir annehmen, dass a = f (a) = Oy
gilt. Weil auBerdem f durch f’(Og.) ! o f ersetzt werden kann, haben wir die Aussage auf den Fall f/(Og.) = idg=
reduziert.

Um die lokale Umkehrbarkeit zu beweisen, miissen wir fiir jedes w in der Néhe von Op. die Aufldsbarkeit der Glei-
chung w = f(v) nach v nachweisen. Offenbar ist die Gleichung dquivalent zu w + v — f (v) = v. Definieren wir die
Hilfsfunktion ¢,,(x) = w+ x — f(x), dann ist w = f(v) also dquivalent zur Fixpunktgleichung ¢,,(v) = v. Die ent-
scheidende Idee besteht nun darin, den Banachschen Fixpunktsatz [(2.11)]auf diese Situation anzuwenden. Sei dazu
r € R so gewdhlt, dass der abgeschlossene Ball B,,(Op.) in U enthalten ist und auferdem |lidg.—f'(x)|| < % fiir alle
X € B,,(Opn) gilt; dies ist wegen f’(Og.) = idg. und auf Grund der Stetigkeit der Ableitungsfunktion f’ méglich. Fiir
alle x in diesem abgeschlossenen Ball gilt dann ¢/ (x) = idg. — f’(x), und mit dem Schrankensatz erhalten
wir ||y, (x1) — ¢, (x)Il < 2llx; — x|l fiir alle xy,x, € By, (Og»). Sind nun w,x € R" mit ||w|| < r und ||x|| < 2r

vorgegeben, dann gilt die Abschétzung

@ = lew() = 0u(O0r) + @ OrIIl < () =@ Ol + @, Ol < llxll+lwll - < 2.



Dies alles zeigt, dass B,,(Og.) durch ,, in sich selbst abgebildet wird und eine Kontraktion mit der Konstanten y = %
ist. Als abgeschlossene Teilmenge von R" ist B,,(Op.) ein vollstindiger metrischer Raum, denn jede Cauchyfolge in
B,, (ORn) ist (auf Grund der Vollstidndigkeit von R™) eine in R" konvergente Folge, deren Grenzwert nach Satz
wiederum in B,,(Og.) enthalten ist. Insgesamt sind damit alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes
erfiillt. Fiir jedes w € B,(Og.) gibt es demzufolge genau ein v € B,,(0p.) mit ¢,(w) = w was, wie oben bemerkt,
zu f(v) = w dquivalent ist. Ferner zeigt die Ungleichung von oben, dass kein Fixpunkt von ¢,, auf dem Rand der
Kreisscheibe B,,.(Og.) liegen kann; der Fixpunkt v ist also sogar im offenen Ball B,, (0. ) enthalten. Jedes w € B,.(Op.)
hat also genau ein Urbild in B,, (O, ). Definieren wir also W = B,(Og.) und U = f "}(W)NB,,(0g.), dann ist f |; eine
Bijektion zwischen U und W, deren Umkehrabbildung g : W — U jedem w € W den eindeutig bestimmten Fixpunkt
von ¢,, in B,,.(0R.) zZuordnet.

Zum Schluss beweisen wir noch die Stetigkeit von g. Seien dazu w,, w, € W vorgegeben und x; = g(w,), x, = g(w,).

Mit Hilfe der Gleichung ¢, (x) = x — f (x) erhalten wir x, —x1 = ¢, (x2) — o, (x1) + f (x2) — f (x;) und somit

llxo =21l = llwog. (x2) = @0, (x1) + fF(x2) = fF )l < Moy, (x2) = @op, (x)Il + I1f (x2) — f (x|
< %”xz = x|+ If (x2) = f (1)l

was zu [|g(w;) — g(w1)ll < 3llg(wz) — (eIl + lwy — w1 || und somit zu ||g(w,) — g(wy)Il < 2[lw, — w|| dquivalent
ist. Damit ist die Stetigkeit von g auf W bewiesen. Die Umkehrregel zeigt nun, dass g auch differenzierbar
ist, mit der Ableitungsfunktion gegeben durch g’(w) = f'((f|z)}(w))~!. Weil die Invertierung von Matrizen stetig
ist (wie wir schon im Beweis der Umkehrregel bemerkt haben), handelt es sich bei g sogar um eine %!-Abbildung.

Insgesamt ist damit bewiesen, dass durch f|; ein % *-Diffeomorphismus zwischen U und W gegeben ist. O

Wir notieren uns noch eine wichtige Konsequenz aus dem Satz {iber die lokale Umkehrbarkeit.

(10.4) Folgerung. Sei U C R" offen und f : U — R" eine injektive, stetig differenzierbare
Abbildung mit der Eigenschaft, dass f’(x) fiir jedes x € U invertierbar ist. Dann ist V = f(U)

eine offene Teilmenge von R", und f ist ein Diffeomorphismus zwischen U und V.

Beweis: Zunichst tiberpriifen wir, dass V offen ist. Sei b € V vorgegeben und a € U mit f(a) = b. Auf Grund des
Satzes {iber die lokale Umkehrbarkeit gibt es offene Umgebungen  C U von a und ¥ € R" von b, so dass f|; ein

Diffeomorphismus zwischen U und V ist. Insbesondere liegt V in V = £ (U), was die Offenheit von V beweist.

AuBerdem ist f 1|y = (f|5)"" und auf Grund der Diffeomorphismus-Eigenschaft von f|; ist f ! in der Umgebung
V von b stetig differenzierbar. Nach Definition ist f als Abbildung U — V bijektiv, und wir haben soeben gezeigt,
dass die Umkehrabbildung f ! : V — U in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs stetig differenzierbar ist. |

Diese Folgerung zeigt, dass insbesondere die Polarkoordinaten-Abbildung p, aus Satz zu einem Diffeomor-
phismus auf ihre Bildmenge wird, sobald man sie auf R* x I einschrénkt, wobei I C R ein offenes Intervall mit Linge
27 bezeichnet. Dasselbe gilt auch fiir die Zylinderkoordinaten-Abbildung p,y eingeschrénkt auf einen Bereich der
Form M; = R* x I x R und fiir die Kugelkoordinaten-Abbildung py,, eingeschrankt auf N; = R* x ]0, [ x I, mit
einem ebensolchen Intervall I; diese Abbildungen wurden in Satz[(3.15)|definiert. Beispielsweise ist die Jacobi-Matix



von Py, in jeden Punkt des Definitionsbereichs gegeben durch die Matrix

sin(®) cos(p) rcos(#)cos(p) —rsin(F)sin(y)
pl’(ug(r, ) = sin(#)sin(p) rcos(F)sin(p)  rsin(d)cos(p)
cos() —r sin(}) 0

mit der Determinante det p]’mg(r, 9, ) = r? sin(1). Weil sin(9) > 0 fiir & € ]0, n[ gilt, ist die Ableitung in jedem Punkt

des Definitionsbereichs invertierbar.

(10.5) Definition. Seien f : R? — R eine Abbildung und I’,I” C R offene Intervalle. Wir
sagen, eine Funktion g : I’ — I” werde durch f implizit definiert, wenn fiir alle (x, y) € I’ xI”
die Aquivalenz

flx,y)=0 & y=g(x) erfilltist.

Sei zum Beispiel f : R? — R gegeben durch f(x,y) = y?—x. Dann definiert f implizit die Funktionen g : R* — R,
x — y/xund h: Rt -» R, x —» —y/x. Dagegen gibt es keine durch f implizit definierte Funktion k : I’ — I”, die O
oder eine negative Zahl in ihrem Definitionsbereich I’ enthilt.

Beweis: Zum Nachweis der impliziten Definition von g setzen wir I’ = I’ = R*. Dann gilt fiir alle (x,y) € I’ x I”
die Aquivalenz
flx,y)=0 & y>’—x=0 & y=yx & y=g(x)

Zum entsprechenden Nachweis fiir h setzen wir I’ =R* und I” =R~ ={y € R| y < 0}. Fiir alle (x,y) € I’ x I gilt

dann y < 0 und somit

flx,y)=0 & y’—x=0 & y=—+v/x & y=h(x).

Nehmen wir an, es gibt eine durch f implizit definierte Funktion k : I’ — I’ mit 0 € I’. Dann gilt £ (0, k(0)) = 0, also
k(0)?>—0 = 0 und somit k(0) = 0 € I”. Fiir hinreichend kleines ¢ € R" gilt e € I’ und 4/ € I”. Aus (¢, y/e) €I’ xI”
und f (e, /) = 0 folgt nach Definition der implizit definierten Funktion k(¢) = . Aus (¢,—+€) € I’ x I"’) und
f(e,—+/€) = 0 folgt ebenso k() = —4/e. Der Widerspruch ¢ = k(¢) = —/¢ zeigt nun, dass die Annahme falsch
war und keine implizit definierte Funktion existiert.

Betrachten wir noch den Fall, dass der Definitionsbereich I’ einer durch f implizit definierten Funktion k : I’ — I”
eine negative reelle Zahl a enthélt. Dann miisste k(a)? — a = f(a, k(a)) = 0 gelten. Aber dies ist wegen k(a)? —a >

—a > 0 unmoglich. m|

Wie wir gleich sehen werden, héngt die Existenz von implizit definierten Funktionen mit den partiellen Ableitungen
zusammen. Fiir f (x, y) = y?—x gilt 3,f (x, y) = 2y.Fiira > 0und y = £/a gilt f(a,y) = 0und 8, f (a, y) = 2y # 0.
Im Fall a =0 ist y = 0 der einzige Wert mit f (a, y) = 0, und es gilt &,f(0,0) = 0.



Als weiteres Beispiel betrachten wir f : R? — R gegeben durch f(x, y) = x2(1—x?)—y?. Die Nullstellenmenge von

f ist eine sog. Lemniskate.

Seinun a € ]-1,1[ \ {0}. Dann definiert f in einer Umgebung von a implizit die Funktionen g, (x) = +4/x2(1 — x2).

Dagegen gibt es in einer Umgebung von a € {—1, 0, 1} keine implizit definierten Funktionen.

Beweis: Sei zunichst a € ]—1, 1[ mit a # 0. Dann gilt a?(1—a?) > 0. Im Fall —1 < a < 0 setzen wir I’ = ]—1,0[ und
I” =R*. Fiir alle x € I gilt x2(1 —x2) > 0, und fiir alle (x, y) € I’ x I" gilt folglich

flx,y)=0 & y*=x*(1-x*) & y=4/x2(1-x3) & y=g.(x).

Setzen wir I” = R, dann gilt fiir alle (x,y) € I’ x I” jeweils

fl,y)=0 & y’=x*(1-x?) & y=—y/x2(1—-x2) & y=g (x).
Den Fall 0 < a < 1 behandelt man analog.

Sei nun a = 1, und nehmen wir an, dass h : I’ — I” eine in der Nihe von a implizit definierte Funktion ist. Wegen
a?(1—a®) = 0ist y = 0 der einzige Wert mit f (a, y) = 0, und folglich gilt (1,0) € I’ xI”. Sei £ € R" so klein gewihlt,
dass x = 1+¢ €I gilt. Wegen x2(1 —x2) < 0 gibt es kein y mit f(x,y) = x%(1 —x%) — y? = 0. Dies widerspricht
der Annahme f (x,h(x)) = 0. Im Fall a = —1 l4uft der Beweis analog.

Nehmen wir nun an, dass h : I’ — I” eine in der Nihe von a = 0 implizit definierte Funktion ist. Wegen a?(1—a?) =0
ist auch hier y = 0 der einzige Wert mit f(a, y) = 0, es gilt also (0,0) € I’ x I”. Da I’ x I offen ist, gilt £ € I’ und
+4/€2(1— €2) € I” fiir hinreichend Kleines ¢ € R*. Es ist f (¢, v/€2(1 — £2)) = £2(1 — %) —£2(1 —¢&2) = 0 und ebenso
f(e,—+/€(1—€2)) = 0. Dies widerspricht der Annahme, dass fiir jedes x € I’ nur ein y € I” mit f(x, y) = 0 existiert.
O

Man kann bei der vorherigen Funktion auch x- und y-Wert vertauschen und die Abbildung f (y, x) = x2(1—x2)—y?
betrachten. Durch Umformung der Gleichung f (y, x) = 0 nach x sieht man, dass f einer Umgebung jedes b € R mit

g = iy2+24/1-4y2

Fiir b # 0 kommen sogar noch die beiden Funktionen h, = i%\/ 2—24/1—4y2 hinzu. Dagegen gibt es in einer
Umgebung von b = i% keine durch f implizit definierten Funktion.

—% <b< % implizit die Funktionen

(10.6) Definition. (mehrdimensionale partielle Ableitungen)

Seien X, Y, Z endlich-dimensionale R-Vektorraume, U € X x Y eine offene Teilmenge und
f : U — Z eine differenzierbare Abbildung. Ist (x,y) € U, dann definieren wir die partielle
Ableitung von f in X- bzw. Y-Richtung durch

aXf(x,J’)ZX—’Z,V'—’f/(x,J’)(V,O) und an(X,}’)3Y—’Z,W'—’f/(x>J’)(O,W)-

Nach Definition gilt fiir alle (x,y) € U, v € X und w € Y jeweils

O fO, )W)+ o fGe, )W) = f(x,y)v0)+f (x,y)0,w) = f'(x,y)(v,w).



Im Fall X = R™, Y = R" kénnen wir X x Y mit R™™" identifizieren. Ist dann U € R™" offen und f : U — R eine
differenzierbare Abbildung, so besteht fiir jeden Punkt (x,y) € X x Y die Matrix & f (x, y) aus den vorderen m und
dy f(x,y) aus den hinteren n Spalten von f’(x, y). Dies folgt ganz einfach aus der Tatsache, dass die Spalten einer
Matrix A € .#,,, r die Bilder der Einheitsvektoren unter der Abbildung R" — R", v + Av sind.

(10.7) Lemma. Seien X,Y,Z endlich-dimensionale R-Vektorrdume mit dimY = dim Z, und
seien ¢ : X — Z und ) : Y — Z lineare Abbildungen, wobei 1 invertierbar ist. Dann ist auch die
lineare Abbildung ® : X xY — X x Z, (u,v) — (u, ¢ (u) + ¢ (v)) invertierbar, mit der Zuordnung
XxZ—-XxY, (uw)— (Y t(w)— (o ¢)(u)) als Umkehrabbildung.

Beweis: Seien (u,v) €X x Y und (u;,w) € X x Y. Dann gilt die Aquivalenz

(up,w)=2w,v) & W,w)=WweW+y() & W=wAlw=9w+yY() <
wm=wAw=0¢w)+y() <= U=u)AWQOV)=w-9(1)) <
w=u)A@ =97 WY (¢w)) & @Wv)=(up,y " W)= od)w)).

Dies zeigt, dass ¥(u;, w) = (ug,y 1 (w) —(yp~! o ¢)(u;)) tatsichlich die Umkehrabbildung von & ist. m|

(10.8) Satz. (Satz iiber implizite Funktionen)

SeiX =R™, Y =R"und U CX xY offen. Sei aullerdem f : U — Y eine stetig differenzierbare
Abbildung und (a, b) € U eine Nullstelle von f mit der Eigenschaft, dass d; f (a, b) invertierbar
ist. Dann gibt es Umgebungen U’ C X von a und U” C Y von b mit U’ x U” C U und eine stetig

differenzierbare Abbildung g : U’ — U”, so dass die Aquivalenz

fl,y)=0, © y=gx) fiir alle (x,y) € U’ x U” erfiillt ist.

Beweis: Die wesentliche Idee besteht darin, die Auflésung der Gleichung f (x, y) = 0y nach y so umzuformulieren,
dass sie auf die Bestimmung einer lokalen Umkehrabbildung hinauslauft. Die Existenz der Umkehrabbildung wird
dann mit dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit bewiesen. Sei ® : U — X x Y die 6'-Abbildung definiert
durch ®(x,y) = (x, f(x,y)), und nehmen wir an, U C U ist eine offene Teilmenge derart, dass ®|; einen 4'-
Diffeomorphismus zwischen U und V = ®(U) definiert. Dessen Umkehrabbildung V — U bezeichnen wir mit .
Seien (w,z) € V mit w € X und z € Y, und sei (x,y) = ¥(w,z). Dann folgt (x, f(x,y)) = ®(x,y) = (w,z), also
insbesondere x = w. Dies zeigt, dass eine Abbildung h : V — Y mit ¥(w,z) = (w, h(w, 2)) fiir alle (w,z) € V existiert.
Mit ¥ ist auch h eine %!-Abbildung.

Nehmen wir nun weiter an, dass U die Form U’ x U” hat, wobei U’ € X und U” C Y offene Teilmengen bezeichnen.

Dann gilt fiir alle x € U’, y € U” und z € Y die Aquivalenz

f,y)=2 & (& f,y)=(0,2) < oxy)=(kx,2) < (x,y)=¥(x,z)
< (x,y)=(x,h(x,2)) < y=h(x,2).

Die Teilmenge aller x € U’ mit (x,0y) € V ist offen auf Grund der Offenheit von V und der Stetigkeit der Abbildung
x — (x,0y). Wir ersetzen U’ durch diese Teilmenge und definieren g : U’ — U” durch g(x) = h(x,0y). Dann



gilt die Aquivalenz f(x,y) = 0y < y = g(x) fiir alle x € U’ und y € U”. Mit h ist auch die Abbildung g stetig

differenzierbar.

Es bleibt zu zeigen, dass die im bisherigen Teil formulierten Annahmen unter den gegebenen Voraussetzungen erfiillt
werden konnen. Sei also (a, b) € U eine Nullstelle von f mit der Eigenschaft, dass die partielle Ableitung o, f (a, b)
invertierbar ist. Wir zeigen, dass die oben definierte Abbildung ® : U — X x Y bei (a, b) lokal umkehrbar ist. Dazu

zerlegen wir @ in die Komponenten
&, :U—X, (x,y)—x und d,:U—Y, (x,y)—f(x,y).

Da &y eine lineare Abbildung ist, gilt &} (x, y) = ®y fiir alle (x, y) in U. Fiir die Ableitung von & an der Stelle (a, b)

und (u,v) € X x Y erhalten wir
(a,b)w,v) = (&y(a,b)w,v),d,(a,b)(w,v)) = (®x(w,v),f'(a,b)(w,v)) =
(u, 8 f(a, b)(w) + &y f (a, b)(v)).

Weil d, f (a, b) invertierbar ist, erhalten wir mit Lemma die Invertierbarkeit von ®'(a, b). Der Satz iiber die
lokale Umkehrbarkeit ist damit anwendbar und liefert eine offene Umgebung U von (a, b), so dass ®|; zu einem
% !-Diffeomorphismus auf die offene Bildmenge V = &(U) wird. Nach Verkleinerung von U und V kénnen wir
annehmen, dass U = U’ x U” mit offenen Umgebungen U’ von a und U” von b gilt. Wegen (a, b) € U und ®(a, b) =
(a,f(a,b)) = (a,0y) ist (a,04) in V enthalten. Wie oben ersetzen wir U’ durch die Teilmenge aller x € U’ mit
(x,0y) € V. Dann ist auch U’ eine offene Umgebung von a, und die oben definierte Funktion g : U’ — U” hat alle
gewiinschten Eigenschaften. |

(10.9) Folgerung. Die Funktion g : U’ — U” aus dem Satz hat an der Stelle a die Ableitung

g@ = —df(ab) " odf(ab)

Beweis: Hierzu verwenden wir die Kettenregel. Sei & : U’ — Z gegeben durch x — f(x, g(x)). Nach Definition
gilt = f o g; mit den Funktionen f : U —» Z und g; : U’ — U, x — (x,g(x)). Die Ableitung von g; kann
komponentenweise gebildet werden: Es ist g;(x) = (idy, g’(x)) fiir alle x € U’. Die Kettenregeln liefert nun

¥'(x) = fl(g(x)ogi(x) = f'(x,8(x))o(idy,g (x)).

Wir stellen nun ¢’ mit Hilfe der mehrdimensionalen partiellen Ableitungen von f dar. Fiir einen beliebigen Vektor
veX gilt

') = fx,g0N(dx, g'CNM) = flx, 80, &' V) =
O f (x,g()) (V) + 8y £ (x, 8GN CM) = Fxf (x, 8(x))(V) + (8y f (x, g(x)) © &' (x))(¥)

also ®'(x) = dx f (x, g(x))+ 0y f (x, g(x))og’(x). Nun ist die Funktion g gerade so definiert, dass ®(x) = f (x, g(x)) =
0 fiir alle x € U’ gilt. Folglich ist '(x) = O fiir alle x € U’. Wegen b = g(a) und auf Grund der Invertierbarkeit von



Oy f im Punkt (a, b) erhalten wir

Ofla,b)+3yf(a,b)og'(@)=0 < 3y f(a,b)og'(a)=—0f(aDb)
e g(a)=-0f(a,b) " odf(a,b). m
Beispiel. Wir untersuchen die Auflosbarkeit des Gleichungssystems
3P}+yi+z2 = 7
xy+yz+xz = -—2
nach (y, z) in einer Umgebung des Punktes (2,—1, 0). Es sollen also gezeigt werden, dass offene Umgebungen U’ C R

von 2 und U” € R? von (1,0) und stetig differenzierbare Funktionen g,h : I — R existieren, so dass fiir alle x € I

und (y,z) € U’ die Aquivalenz

3.034,3 = _
SRR 7 e Y T e,
xy+yz+xz = =2 z = h(x)

AuBerdem berechnen wir die Ableitungen g’(2) und k'(2).

Um den Satz iiber implizite Funktionen anwenden zu kénnen, setzen wir X = R, Y = Z = R? und definieren die
Abbildung f : X x Y — R? durch

flo,y,2) = (P+y*+22—7,xy+yz+xz+2).

Die Ableitung von f an einem beliebigen Punkt (x, y,z) € R? ist gegeben durch

3x2  3y? 322
y+z x+z x+y

flix,y,2) = (

also insbesondere

, (12 3 0 (12 (30
f(zf_lfo)_(_l 2 1) > aXf(z’ 1’0)—(_1) 5 ayf(Z, 1,0)—(2 1).

Wegen det dy f (2,—1,0) = 3 # 0 ist &, f(2,—1,0) invertierbar, der Satz iiber implizite Funktionen kann also ange-
wendet werden. Es liefert uns offene Umgebungen U’ von 2 und U” von (1, 0) und eine Funktion k : U’ — U”, so dass
f(x,y,2)=0< (y,2) = k(x) fiir alle x € U’ und (y,z) € U” erfiillt ist. Die Gleichung f (x, y,z) = 0 entspricht dem
Gleichungsystem auf der linken Seite der gewiinschten Aquivalenz. Sind die Funktion g,h : U’ — R gegeben durch
k = (g,h), dann die entspricht (y,2) = k(x) dem umgeformten Gleichungssystem oben rechts. Die zu &, f (2,—1,0)

inverse Matrix ist gegeben durch

-1
_ o 3 0 _ 1 1 0
an(zJ 1: O) - (2 1) - 3 (_2 3) >

und die Ableitung k’(2) erhalten wir nach Folgerung durch

K(2) = —8f(2,-1,00 08 f(2,-1,0) = -1

(9 - (5)

Es gilt also g’(2) = —4 und h'(2) = 9.



§ 11. Untermannigfaltigkeiten

Zusammenfassung. Bisher haben wir bei der Bestimmung von Extrema nur Funktionen betrachtet, die auf offenen Teilmengen
des R" definiert sind. Héufig, zum Beispiel in vielen physikalischen Anwendungen, interessiert man sich aber fiir Extrema von
Funktionen, deren Definitionsbereich auf Teilmengen eines allgemeinere Typs eingeschrénkt ist. Oft handelt es sich dabei um eine
glatte Kurve oder Fliche, allgemeiner um eine sog. Untermannigfaltigkeit des R". Grob gesprochen ist dies eine Teilmengen des
R", die als Nullstellenmenge eines Systems stetig differenzierbarer Funktionen dargestellt werden kann. Dieses System muss eine
zusatzliche technische Bedingung erfiillen, die Knoten, Knicke oder sonstige Unregelmal3igkeiten in der geometrischen Struktur
ausschliel3t.

Ist nun U € R" nun eine offene Teilmenge, f : U — R eine Funktion und M € R" eine solche Untermannigfaltigkeit, dann
bezeichnet man die lokalen Extrema von f|,, als lokale Extrema von f unter einer Nebenbedingung (namlich der, dass das
Extremum auf M liegt). Das Ziel dieses Abschnitts besteht darin, ein einfach zu iiberpriifendes hinreichendes Kriterium fiir solche
Extrema aufzustellen und somit das Kriterium aus § 10 zu verallgemeinern.

Wichtige Begriffe und Sctze in diesem Kapitel

— Untermannigfaltigkeiten des R"
—  Definition von Extrema unter Nebenbedingungen

— notwendiges Kriterium fiir Extrema unter Nebenbedingungen

(11.1) Definition. Seien d,n € IN mit d < n. Eine Teilmenge M C R" wird d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R" genannt, wenn es fiir jeden Punkt a € M eine offene Umgebung
U und n—d stetig differenzierbare Funktionen ¢, ..., ¢,_4 : U = R gibt, so dass gilt

D UNM={xeU|p(x)=...= p,_q(x) =0}

(i) dimlin{e](x),...,¢, ,(x)} =n—d fiiralle x e UNM
(Mit anderen Worten, die Ableitungen von ¢y, ..., ¢,_4 im Punkt x sind als Elemente des
RR-Vektorraums .Z(RR", R) linear unabhéngig.)

Schauen wir uns eine Reihe von Beispielen fiir Untermannigfaltigkeiten an.

(i) Jeder d-dimensionale Untervektorraum M C RR" kann als Losungsmenge eines Systems von n —d linear un-
abhangigen Gleichungen

filkx) = apnx;+..+apx, = 0 , 1<i<n—d

beschrieben werden. Weil die Funktionen f; linear sind, stimmen sie in jedem Punkt mit ihrer eigenen Ablei-
tung {iberein. Deshalb ist M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R".



(i) DerKreisS! C R? mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 wird beschrieben durch die Gleichung f (x, y) = x?+y2—1 =
0. Es gilt f’(x,y) = (2x 2y) und somit f'(x,y) # O fiir alle (x,y) € S*. Also ist S! eine 1-dimensionale
Untermannigfaltigkeit im R?. Genauso zeigt man, dass die Sphére S* = {(x, y,z) € R® | x>+ y* +22—1 =0}

eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit im R® und allgemeiner die sogenannte n-Sphére

zn:xiz—1=0}

st = {(xo,...,xn)elR"Jrl
i=0

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R"*? ist.
(iii) Die Hyperbel gegeben durch H = {(x,y) € R? | xy — 1} ist eine 1-dim. Untermannigfaltigkeit im RR2.
(iv) Das Rotationsparaboloid P = {(x,y,z) € R® | z — x? — y? = 0} ist eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit im R3.
(v) Der Kegel C = {(x,y,z) € R®| 22 — x? — y? = 0} ist keine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R3, weil

die Ableitung (x,y) — (—2x —2y 2z) der definierenden Funktion im Punkt (0,0,0) verschwindet. Entfernt
man diesen Punkt, dann erhilt man durch C = C \ {(0,0,0)} eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(vi) Auch die sogenannte Neillsche Parabel N = {(x,y) € R? | y?> — x3 = 0} und die Kurve gegeben durch
C = {(x,y)eR*|y*-x*—x*>=0}

werden erst dann zu 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R?, wenn man den Punkt (0,0) entfernt.

Wir formulieren nun ein notwendiges Kriterium fiir Extrema auf Mannigfaltigkeiten, dass wir allerdings aus Zeit-
griinden nicht beweisen. Fiir einen {iberschaubaren und transparenten Beweis des Kriteriums sind andere Zugénge
zum Begriff der Untermannigkeit besser geeignet, die allerdings auch einen hoheren technischen Aufwand erfordern.

(11.2) Satz. (Satziiber Extrema mit Nebenbedingungen)

Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R", U C R" eine offene Teilmenge, und
seien @, ..., p,_q stetig differenzierbare Funktionen ¢; : U — R mit der Eigenschaft, dass die
Bedingungen (i) und (ii) aus erfiillt sind. Sei f : U — R eine weitere stetig differen-
zierbare Funktion. Ist dann a € U N M ein lokales Extremum von f auf M, dann gibt es reelle
Zahlen A4, ..., A,_; € R (die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren), so dass in Z(RR", R) die
Gleichung

n—d
f'(a) = Z?Lj%’.(a) erfiillt ist.
=1

Wir betrachten ein Anwendungsbeispiel fiir den soeben formulierten Satz. Sei U = R?, die Funktion f : U — R
gegeben durch f(x,y) = x+y und K = S! = {(x,y) € R? | x> + y? = 1}. Dann ist K die Nullstellenmenge der
Funktion ¢(x,y) = x?+ y?—1, und die Ableitungen von ¢, und f sind in jedem Punkt (x, y) gegeben durch

@10, y) = (Zx Zy) und  f'(x,y)= (1 1),

Wenn f auf K im Punkt (x, y) ein lokales Extremum besitzt, dann muss nach|(11.2)|der Vektor f’(x,y) = (1 1) ein
skalares Vielfaches von ¢/ (x, y) = (2x 2y) sein. Es muss also x = y und 2x% = x?+x? =1 gelten. Dies ist nur fiir die



Punkte i(%, ‘/%) der Fall. Durch eine direkte Rechnung kann man in der Tat leicht sehen, dass die eingeschrankte
Funktion f | im Punkt (—%, —%) ihr Minimum und im Punkt (%, %) ihr Maximum annimmt. Als Funktion auf
R? besitzt f natiirlich keine lokalen Extremstellen, geschweige denn globale.

Als weiteres Beispiel bestimmen wir den Punkt p auf der Ebene E = {(x,y,z) € R® | z = x + y}, der vom Punkt
q =(1,0,0) den kleinsten Abstand hat. Dabei setzen wir als bekannt voraus, dass ein eindeutiger Punkt p mit dieser

Eigenschaft existiert. Zu diesem Zweck bestimmen wir ein lokales Minimum der quadrierten Abstandsfunktion
R SR, (0,y,2) = (x—12+y*+22  auf  E={(x,y,2)|g(x,y,2)=0} ,

wobei g : R® — R durch (x, y,z) — x +y —z gegeben ist. Die Ableitungen von f und g sind in jedem Punkt gegeben
durch

f’(x,y,z)=(2x—2 2y 22) und g’(x,y,z)z(l 1 —1).

Ist p = (x,y,2) € E ein lokales Extremum von f, dann muss nach|(11.2)|die Gleichung (2x—2 2y 2z)=A(1 1 —1)
fiir ein A € R erfiillt sein. Dies liefert das Gleichungssystem 2x—2=24,2y = A, 2z = —A, waszu x = %A+ lL,y= %A,

gz = —%A umgeformt werden kann. Wegen p € E gilt aullerdem
g(x,y,2)=0 & x+y=z & (GA+D+3A=—11 o A+1=-11

g

Nl

A=-1 o A=-2

Somit ist p = (x,y,2) = (%,—%, %) der gesuchte Punkt.



§ 12. Definition des mehrdimensionalen Riemann-Integrals

Zusammenfassung. In diesem Kapitel soll die aus dem ersten Semester bekannte Definition des Riemann-Integrals auf den R"
verallgemeinert werden. Im Eindimensionalen hatten wir die Riemann-Integrierbarkeit einer beschrénkten Funktion f : [a,b] —
R folgendermaRBen definiert: Zunéchst hatten wir jeder Zerlegung % des Intervalls [a, b] eine Untersumme yf*(g) und eine
Obersumme 9}*(5’ ) zugeordnet. Das Unterintegral war dann nach Definition das Supremum aller Untersummen, das Oberinte-
gral das Infimum aller Obersummen. Die Funktion wurde als Riemann-integrierbar bezeichnet, wenn Unter- und Oberintegral
iibereinstimmten, und diesen gemeinsamen Wert wurde dann das Riemann-Integral von f genannt.

Im RR" betrachten wir als Definitionsbereich unserer Funktionen f : Q — IR anstelle eines Intervalls [a, b] achsenparallele kom-
pakte Quader der Form Q = [a;, b;] X ... X [a,, b,]. Jede Zerlegung der Intervalle [a;, b;] liefert eine Zerlegung der Quaders
in Teilquader. Mit Hilfe dieser Teilquader lassen sich wie im Eindimensionalen Unter- und Obersummen und damit auch Unter-
und Oberintegrale definieren. Die Definitionen der Riemann-Integrierbarkeit und des Riemann-Integrals lassen sich dann ana-
log zum eindimensionalen Fall formulieren. Neben diesen Definitionen ist das wichtigste Ergebnis dieses Kapitels die Riemann-
Integrierbarkeit jeder stetigen Funktion f : Q — R auf einem Bereich Q der angegebenen Form.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  (achsenparalleler, kompakter) Quader

—  Zerlegung mehrdimensionaler Quader, Ober- und Untersumme einer beschrénkten Funktion
—  Definition der Riemann-integrierbaren Funktionen und des Riemann-Integrals

— Integrierbarkeitskritierien

—  Beispiel fiir eine nicht Riemann-integrierbare Funktion

Bevor wir die mehrdimensionalen Riemann-Integrale definieren, wiederholen wir zunéchst die Definition im eindi-
mensionalen Fall aus dem ersten Semester. Sei[a, b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] = R
eine beschrinkte Funktion. Eine Zerlegung von [a, b] ist eine ist eine endliche Teilmenge % = {x,...,x,_1} von
la, b[. Fiir jede solche Zerlegung hatten wir die Unter- und Obersumme von f definiert durch

n—1 n—1
SE)=D e —x)  und  FH(Z) = il —xi)
k=0 k=0

wobei ¢, d; € R fiir 0 < k < n durch ¢, = inf{f (x) | x € [x}, X111} und d;, = sup{f(x) | x € [xt, xx+1]} gegeben
sind und x, = a, x, = b gesetzt wird. Das Unterintegral ist dann das Supremum aller Untersummen und das
Oberintegral das Infimum aller Obersummen, gebildet jeweils iiber sémtliche Zerlegungen % von [a, b]. Stimmen
beide iiberein, dann wird die Funktion f als Riemann-integrierbar bezeichnet, und der gemeinsamen Wert der
Integrale ist das Riemann-Integral von f .

Diese Definitionen lassen sich problemlos auf héhere Dimension {ibertragen, indem man lediglich Intervalle durch
achsenparallele kompakte Quader ersetzt, also Teilmengen von Q € R" der Form I; X ... x I, mit I} = [ay, b, ] und
a, by € R, a; < by fiir 1 < k < n. Der Einfachheit haber sprechen wir im Folgenden meist nur von Quadern. Die
Zahl

v@Q = []te-a
k=1

bezeichnen wir als das (n-dimensionale) Volumen von Q. Der Begriff der Zerlegung muss ebenfalls geeignet ange-
passt werden.



(12.1) Definition. Sei Q =1I; x ... x I,, ein Quader im R".

(i) Eine Zerlegungvon Q ist ein Tupel Z = (%, ..., %,), wobei %, fiir 1 < k < n jeweils eine
Zerlegung des Intervalls I} bezeichnet.

(ii) Ist Z eine solche Zerlegung, I} = [ay, bi] und 2 = {xy 1, .., Xj 1} flir 1 < k < n mit

jeweils a, = xj 0 < Xp 1 < ... < Xpp—1 < Xjp, = by, dann bezeichnen wir eine Teilmenge
K € Q der Form

K = [xl,fl—l’xl,él] XX [xn,ﬂn—lxxn,fn]
mit 1 < {; < my fiir 1 < k < n als Teilquader von Q beziiglich der Zerlegung %. Die

Menge all dieser Teilquader bezeichnen wir mit 2(%).

(i) IstZ’' = (%, ..., %) eine weitere Zerlegung von Q, so bezeichnen wir %" als Verfeinerung
von %, wenn %, 2 %, fiir 1 < k < n erfiillt ist.

Je zwei Zerlegungen % und %’ kann eine gemeinsame Verfeinerung zugeordnet werden, nimlich die Verfeinerung
mit den Komponenten % U %/, die wir der Einfachheit halber mit 2 U %’ bezeichnen.

(12.2) Lemma. SeiQ ein Quader und % eine Zerlegung von Q wie in Def.|(12.1)|angegeben.
Dann addieren sich Volumina der Teilquader von Q beziiglich & zum Volumen des Quaders Q,
es gilt also

dvEK) = Q.
Ke2(%)
Beweis: Dies ergibt sich aus der Rechnung
my m, my m, n
Z v(K) = Z"'Zv([xl,ll—l’xl,él]x-~-X[xn,€n—l;xn,ln]) = ZZ l_[(xk,ék_xk,ik—l) =
Ke2(2) 6=1  f,=1 6=1  £,=1 k=1
n my n n
[T D e — x| = [Jom—x0 = [Ji-a) = v@. O
k=1 \ =1 k=1 k=1

Von der Anschauung her unmittelbar einleuchtend ist auch die folgende Aussage.

(12.3) Lemma. Seien %,%’ zwei Zerlegungen eines Quaders Q, wobei %’ eine Verfeinerung
von % sei. Dann definiert &’ fiir jeden Teilquader K € 2(%) auf natiirliche Weise eine Zerlegung
% von K. Bezeichnen wir die Menge der Teilquader von K beziiglich %, mit 2(%), dann gilt

22)= |J 2@ uwd vK)= > vK) ,

Ke2(%) K'e2(Z)x

wobei es sich links um eine disjunkte Vereinigung handelt.

Beweis: Die zweite Gleichung ergibt sich unmittelbar aus Lemma |(12.2)} da die Elemente von (%), jeweils die
Teilquader von K beziiglich der Zerlegung %5 sind. Wir miissen also lediglich die Definition von %, angeben und



die erste Gleichung sowie die Disjunktheit der Vereinigung {iberpriifen. Ist allgemein S € R eine endliche Teilmenge,
so bezeichnen wir zwei Punkte x,y € S als benachbart, wenn kein z € S mit x < z < y existiert. Ist K = [¢;,d;] X
.. x [¢y, d,], dann definieren wir die Zerlegung % = (% 1, ..., Zx ,) von K durch Z , = 2, N ey, di [ fir 1 <k <n.
Jeder Quader K’ € (%) ist in 2(Z") enthalten. Denn ein solcher Quader hat die Form K’ = [c},d;]x ... x [c/,d ],
wobei ¢, d, fiir 1 < k < n jeweils benachbarte Punkte von % U {c, d;} sind. Wegen ¢, d; € 2, U{ay, by} gilt auch
Zix Ulcr, di} = (Z U {ay, be}) N [ck, di ], und dies zeigt, dass c;,d; zugleich auch benachbarte Punkte der Menge

%, U{ay, by} sind. Damit ist K’ € 2(%") nachgewiesen.

Es ist auch Klar, dass K der einzige Quader in 2(%) mit K’ € (%) ist. Sind ndmlich K und K’ wie oben definiert,
dann folgt aus K’ € 2(%)y, dass ¢, d; € Zy  U{cy, di} fiir 1 < k < n gilt, mit 2 , = %, N ]cy, di[, also insbesondere
¢;,d; € [ck,di]. Da sich die verschiedenen abgeschlossenen Intervalle [c,d] gegeben durch benachbarte Punkte
c,d € %, U{ay, b} sich in hochstens einem Punkt schneiden, ist {c;,d,} durch diese Bedingung jeweils eindeutig
festgelegt, und somit auch der Quader K. Dies zeigt, dass die Vereinigung | J,. 2(#) 2(%)y tatsdchlich disjunkt ist.

Setzen wir nun umgekehrt K’ € 2(2") voraus, mit K’ = [c;,d;] x ... x [c/,d; ]. Dann sind c;, d; jeweils benachbarte
Punkte von 2, U{ay, by}, fiir 1 < k < n. Sei ¢, = max{x € 2, U{a;} | x < ¢;} und d; = min{x € Z, U{b;}|x >d;}.
Wegen %, C %/, und weil ¢;,d; in %] benachbart sind, gibt es keinen Punkt x € % mit ¢, < x < d;, d.h. ¢,
und d,, sind benachbarte Punkte in 2 U {ay, by }. Definieren wir nun K = [c¢;,d;] % ... X [¢,,d,], dann gilt jeweils
Zix = Z. 0 o, di[, also Zy g U {cy, di} = (2] U {ay, br}) N[y, di ], und somit sind c;,d; benachbarte Punkte von
Zix U{ck, di}. Es gilt also K’ € 2(%). O

Sei Q € R" ein Quader, & eine Zerlegung von Q und f : Q — R eine beschrénkte Funktion. Fiir jeden Quader
K € 2(%) definieren wir die beiden Werte c, P= inf f (K) und c;; § = sup f(K).

(12.4) Definition. Fiir jede Zerlegung % von Q wie angegeben bezeichnet man die Werte
S(Z) = D, K  bzw  FH(Z) = D i v(K)
Ke2(%) Ke2(2)

als Unter- bzw. Obersumme von f beziiglich der Zerlegung %.

Vor dem Beweis des folgenden Lemmas erinnern wir an eine elementare Aussage der Analysis einer Variablen zum
Infimum und Supremum: Sind A, B € R nichtleere beschrankte Teilmengen von R mit A C B, dann gilt inf(A) > inf(B)
und sup(A) < sup(B). Denn wegen A C B ist jede untere Schranke von B zugleich eine untere Schranke von A, die
grofste untere Schranke von A also mindestens so grof3 wie die groRte untere Schranke von A. Der Beweis der zweiten
Ungleich lauft analog.

(12.5) Lemma. Sind %, %’ Zerlegungen von Q, und ist &’ eine Verfeinerung von %, dann gilt

5/}_(32’) < y}_(EZ”) und yf(sz”) < 5/}4’(32’).



Beweis: Wir beschrinken uns auf den Nachweis der ersten Ungleichung. Ist K’ € 2(Z’) ein Teilquader von K € 2(Z),
dann gilt jeweils ¢, = inf f(K) <inff(K')= Cxs ;- Zusammen mit Lemma |(12.3)|erhalten wir

S = D) = D> D> g vK) = > K

Ke2(%) Ke2(Z)K'e2(%)k K'e2(%")

< D ) = (@), O
K'e2(%')

(12.6) Folgerung. Fiir zwei beliebige Zerlegungen %, %’ von Q gilt S (Z) < 5‘}+(EZ’).

Beweis: Esist Z” = ¥ U %’ eine gemeinsame Verfeinerung von % und %’. Mit Lemma [(12.5)| erhalten wir somit
die Abschitzungen 7 (%) < 5’}*(52’”) < %*(EZ’”) < y}*(ff’). O

Wie im eindimensionalen Fall definieren wir nun

(12.7) Definition. Sei Q € R" ein Quader und f : Q — R eine beschriankte Funktion. Dann
nennt man

*

J fG)dx = sup & (%) bzw. J f(x)dx = infS’er(%’)
Qx z Q .

das Unter- bzw. Oberintegral von f, wobei % bei der Bildung von Supremum und Infimum
jeweils alle Zerlegungen des Quaders Q durchliuft. Man bezeichnet f als Riemann-integrierbar,

wenn Unter- und Oberintegral iibereinstimmen. In diesem Fall nennt man

J f(x)dx = f(x)dx Riemann-Integral von f.
Q QX

Mit Folgerung erhélt man fiir jede beschrankte Funktion f die Ungleichung

*
f)dx = sup (%) < infﬁ?(fZ’) = J f(x) dx.
ax z z Q

Jede konstante Funktion auf einem Quader Q ist Riemann-integrierbar. Sei ndmlich f : Q — R eine Funktion mit
f(x)=c fiir alle x € Q und % eine beliebige Zerlegung. Dann gilt ¢, F=c fiir alle K € 2(%). Es folgt

S = D) = D) = ¢ L vK) = ov(Q
Ke2(%) Ke2(%) Ke2(%)
und somit
fEdx = supp(2) = Q.
*Q

Genauso beweist man, dass auch das Oberintegral den Wert cv(Q) hat.



Als ein etwas weniger triviales Beispiel betrachten wir die Funktion f : [0,1] x[0,1] — R, (x,y) — xy. Fir jedes
n € IN betrachten wir die Zerlegung 3’('1) ?f(n) {k | 1 <k < n—1} des Intervalls [0,1] und die Zerlegung
Zn = (% (n) EZ’(")) des Quaders Q = [0,1] x [0,1]. Die Quader dieser Zerlegung sind offenbar gegeben durch
2(ZFM)={Qu |1 <kt <n}mitQ =[ nl, S1x [ nl, n] und es gilt v(Qy,) = 12 fiir alle k,£. Nach Definition
der Funktion f gilt

o k=D-1) . _ K
L 2 d aw = %, = 5
fiir 1 < k,{ < n. Als Untersumme erhalten wir
_ _ Ch S (k—1)(¢—1)
(n) — ke _ _
@) = Y gm0 = YD - p =
Kea(zm) k=1 (=1 k=1 (=1

n n )
) R )

und fiir die Obersumme ebenso

yf(gf(n)) — Z c;(r,fv(K) ZZ Cke _ % _
Ke2(zm) =1(=1 k=1 (=1
1 [< = 1 . 1\2
F(;k)(;ﬂ) = 3 n(n+1) n(n+1) = Z(1+H) .
Wir erhalten somit fiir jedes n € IN die Ungleichungskette
*
Ha-1y = #(@") < Q*f(x) dx < L f)dx < (@™ = 1(1+1)

1

Durch Grenziibergang n — oo folgt daraus schlief8lich f fx)dx = 3.

(12.8) Proposition. Sei Q € R" ein Quader. Eine beschrankte Funktion f : Q — IR ist genau

dann Riemann-integrierbar, wenn es fiir jedes € € R™ eine Zerlegung % von Q gibt mit
5/}*(3’)— 5’}’(?{) < e

Beweis: ,=“ Sei ¢ € R* vorgegeben und s der Wert des Riemann-Integrals. Nach Definition des Unter- und
Oberintegrals als Supremum und Infimum gibt es Zerlegungen % und %’ mit

*
3}_(32’) > f(x)dx—%s = s—%s und ,Yf(?f’) < f f(x)dx+%£ = s+%£.
Q% Q

Ist ¥ eine gemeinsame Verfeinerung von % und %', dann erhalten wir die Abschitzung ,Yf“(%’”) — ,7}_(3’ ") <
yf(sz”) —y}_(EZ’) <(s+ %s) —(s— %6’) =e.

= Fiir beliebig vorgegebenes ¢ € R* sei # eine Zerlegung mit der angegebenen Eigenschaft. Dann gilt

*
S (#) < f(x)dx < ff(x)dx < y}*(EZ).
Q

Qx



Nach Voraussetzung ist die Differenz von Ober- und Untersumme kleiner als ¢, also gilt diese Abschitzung erst
recht fiir die Differenz von f; f(x) dx und f o% f(x) dx. Da ¢ € R* beliebig klein gewihlt werden kann, folgt

f Q* f(x)dx = f ok f(x) dx, und damit ist f Riemann-integrierbar. |

(12.9) Proposition. Sei Q € R" ein Quader, seien f, g : Q — R Riemann-integrierbare Funk-
tionen und A € R. Dann sind auch f und g Riemann-integrierbar, und es gilt

f(f+g)(x)dx = ff(x)dx+fg(x)dx und J(Af)(x)dx = Ajf(x)dx.
Q Q Q Q Q

Ausf <g folgtf f(x)dx < J g(x) dx.
Q Q
Beweis: Wir beschrianken uns auf den Beweis der ersten Gleichung. Sei ¢ € R vorgegeben. Auf Grund der Integrier-
barkeit von f und g gibt es nach Prop. Zerlegungen %', %" von Q mit %*(S:"’) — 5’}_(32” ) < € und ebenso
5’;(5&” ") — yg_(ff ") < e. Ist & eine gemeinsame Verfeinerung von %’ und %”, dann sind die beiden Ungleichungen
nach Lemma|(12.5)| auch fiir & an Stelle von %’ bzw. " giiltig. Fiir alle K € 2(%) gilt

K frg inf (f +¢)(K) = inff(K)+infg(K) = ¢ +c,

denn wegen inf f (K) + infg(K) < f(x) + g(x) = (f + g)(x) fir alle x € K ist inf f(K) + infg(K) eine untere
Schranke von (f + g)(K), und nach Definition ist inf (f + g)(K) die grof3te untere Schranke. Genauso beweist man

o g S fohs st c;gg fiir alle K € 2(%). Durch Summation iiber alle Teilquader K € 2(%) erhilt man

(f;f)>y (fz)+y () und (%)<5ﬂ+(%)+y ().

f+g f+g

Es folgt

S (Z)+ 77 (%) < () < () < 5/}*(%)+5/’g+(,%")

f +8 f +8
Da die Differenz von rechter und linker Seite kleiner als 2¢ ist, gilt dasselbe erst recht fiir die Differenz S’ﬁg(&") —

f +g(i” ). Nach Prop. [(12.8)|zeigt dies, dass f + g Riemann-integrierbar ist. Was den Wert des Integrals angeht, gilt
sowohl

(@) + 7(2)

f+g

< @) < f (f +g))dx < (@) < S (@) +5(2)
Q

als auch
S D)+ I (2) < ff(x)dx+Jg(x)dx < <S’}+(%)+5/g(ff).
Q Q

Da rechte und linke Seite der beiden Ungleichungsketten eine Differenz < 2¢ haben, erhalten wir fiir die Differenz
der Integrale der Mitte den Abstand |fo(x) dx + fQ glx)dx — fQ(f + g)(x)dx| < 2¢. Weil £ € R" beliebig klein
gewdhlt werden kann, erhalten wir fo(x) dx + fQ glx)dx = fQ(f + g)(x)dx.

Fiir den Beweis der ,,<“-Aussage geniigt es zu bemerken, dass fiir jede Zerlegung & von Q und jedes K € 2(%) aus
f <gauchc, FSCrg folgt. Dies wiederum bedeutet 5’}_(3‘2’ )< %‘(52’ ) fiir jede Zerlegung %, und aus der Definition
des Riemann-Integrals folgt

ff(x)dx = fx)dx = supyf_(%’) < sup&’%—(?f) = f glx)dx = fg(x)dx. |
Q Z z Qx Q

QX



(12.10) Proposition. Jede stetige Funktion f : Q — R auf einem Quader Q ist Riemann-
integrierbar.

Beweis: Sei ¢ € R* beliebig vorgegeben und || - ||, die Maximums-Norm auf R". Nach Satz ist jede stetige
Funktion auf einer kompakten Menge gleichmilig stetig. Es gibt also ein & € R™, so dass fiir alle x,y € Q aus
[lx — ¥lloo < 6 jeweils |f(x) — f(y)| < € folgt. Sei nun Z eine so feine Zerlegung von Q, dass der Durchmesser
von jedem Quader K € & jeweils kleiner als 6 ist. Dann gilt fiir jeden Quader K € % und alle x,y € K jeweils

IfG)—=fy)l<e.

Daraus folgt jeweils c;,f —Cg; < €. Denn wegen f(x)<e+f(y)firalle x,y €K ist e + f(y) fiir jedes y € K eine
obere Schranke von f(K), es gilt also sup f(K) < ¢ + f(y) fiir alle y € K. Aus f(y) = supf(K) —¢ fiir alle y € K
wiederum folgt, dass sup f (K) — € eine untere Schranke von f (K) ist. Daraus folgt sup f (K) — ¢ < inf f (K), was zu

cr F—Cxp = Sup f(K)—inff(K) < ¢ umgeformt werden kann. Diese Abschédtzung wiederum liefert
SHE)—S7(Z) = D oK)= Y e vE) = > (e~ KD
Ke2(%) Ke2(2) Ke2(%)
< ¢ Z v(K) < e&v(Q).
Ke2(%)
Weil ¢ beliebig klein gewahlt werden kann, folgt mit Prop. daraus die Behauptung. O

Andererseits gibt es wie im eindimensionalen auch in jeder hoheren Dimension Funktionen, die nicht Riemann-
integrierbar sind. Sei zum Beispiel Q = [0, 1]" und die Funktion f : Q — R definiert durch

1 falls xq,...,x, €Q
FOpemx,) = '

0 sonst

Sei & eine beliebige Zerlegung von Q und K € £(%). Wir schreiben K in der Form [a;, b;] X ... x[a,, b, ] mit a; < by
fiir 1 < k < n. Weil die rationalen Zahlen dicht in R liegen, gibt es fiir jedes k ein x; € [a, b, 1N Q. Es folgt f(x) =1

fiir den Punkt x = (xy,...,X,) in K und somit c; F2 L Weil auch die irrationalen Zahlen dicht in R liegen, finden
wir ebenso ein x € K mit f(x) = 0. Daraus folgt c,. s < 0. Insgesamt erhalten wir fiir jede Zerlegung % also

S(E)= D KIS0 und (D)= D )= Y 1 vE)=v(Q=1.

Ke2(%) Ke2(%) Ke2(%)

Daraus folgt f o f(x)dx <0und f (; f(x) dx > 1. Die Funktion ist also nicht Riemann-integrierbar.



§ 13. Der Satz von Fubini

Zusammenfassung.  Als der aus Anwendungssicht wichtigste Satz der mehrdimensionalen Integralrechnung kann der Satz
von Fubini angesehen werden. Durch ihn ist es moglich, die Berechnung eines mehrdimensionalen Integrals auf die Berechnung
mehrerer eindimensionaler Integrale zuriickzufiihren. Als Anwendung berechnen wir mit diesem Satz die Volumina der Kugel
und des dreidimensionalen Simplex.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  Satz von Fubini

Fiir die Berechnung mehrdimensionaler Integrale kommt folgender Satz zur Anwendung, der die mehrdimensionale
Integration auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihrt.

(13.1) Satz. (Satg von Fubini)

Seien P € R™ und Q € R™ Quader, und sei f : P x Q — R eine Riemann-integrierbare Funktion
auf dem Quader P x Q € R™ x R". Fiir jedes x € P sei die Funktion f, : Q — R definiert durch
f(¥) = f(x,y). Dann sind die Funktionen

*
feiP=R , x| f()dy ud fX:iPoR fo fuy) dy
Q% Q

beide Riemann-integrierbar, und es gilt

*
f fl,y)d(x,y) = J( () dy) dx = f(f () dy) dx.
PxQ P Q% P Q

Beweis: Sei Zp = (%,...,%,) eine Zerlegung von P und 2, = (Z,41,.-., Zn4n) €ine Zerlegung von Q. Dann ist
durch & = (%2, ..., Z,4,) eine Zerlegung von P x Q gegeben, und jede Zerlegung von P x Q kann auf diese Weise
aus Zerlegungen von P und Q zusammengesetzt werden. AuSerdem gilt

2(%) = {KpxKy|Kp€2(%)undK, <€ 2(%)}.

Unser Ansatz zum Beweis der Riemann-Integrierbarkeit von f, und f * ist folgender: Sei € € R* vorgegeben. Weil
f Riemann-integrierbar ist, konnen wir durch Wahl einer geeigneten Zerlegung % erreichen, dass die Differenz
yf(ff)—y}_(ff) kleiner als £ wird. Wenn wir nun zeigen konen, dass 5?:(32}) > (Z)und 5’}: () < 5’}%?2’) gilt,
dann erhalten wir auch 5’}1 (%) — 5’}: (%) < ¢, und daraus ergibt sich die Riemann-Integrierbarkeit von f, . Durch
eine vollkommen analoge Uberlegung (die wir hier nicht ausfiihren), ergibt sich auch die Riemann-Integrierbarkeit
der Funktion f*.



Um die Abschitzung 5’}:(3‘};) > 5’}_(95’ ) herzuleiten, bemerken wir zunéchst, dass

g(E = > > ook V(Kp X Ko) = > ( >, clszKQ’fv(KQ))v(Kp)

Kpe2(%25) Koe2(%) Kpe2(%p) \Kqe2(%y)

und 5’}: (%)= ZKPGQ(%) cEP’f*v(KP) gilt. Wir miissen also fiir jedes Kp € 2(%,) die Ungleichung

Z cgprQ’fv(KQ) S 5)
Koe2(2Zp)
beweisen. Nach Definition ist oty = inf f (Kp), und fiir jedes x, € Kp ist f4 (xo) = fQ * fx,(¥)dy. Das Unterintegral

wiederum kann nach unten abgeschitzt werden durch die Untersumme 5’}:0 (%) = ZKQE 2(2)) ng, fXOV(KQ)' Weiter
gilt
Gk, = DEFOON XKy €Kl < inff(x0,)) |y €K = Gy .

Insgesamt erhalten wir damit fiir jedes x, € Kp die Ungleichung

D V&) S D g vk < Fo@dy = fylxo)

Koe2(%y) Koe2(%) Q%
Die Summe ZKQ ca(%y) Ch,x Koo f v(Kjy) ist also eine untere Schranke fiir f, (Kp), und wegen k., = inf f, (Kp) erhalten
wir , wie gewiinscht. Wie zu Beginn erldutert, ist die Riemann-Integrierbarkeit von f, damit bewiesen.
In einem letzten Schritt beweisen wir nun die im Satz angegebenen Integralgleichungen. Fiir jede Zerlegung % von

P x Q gilt einerseits

#(Z) < S (%) < L fe(x)dx < Lf*(x)dx < L&) < A2,

andererseits aber auch

S (Z) < f,y)dx,y) < F(2).
PxQ

Ist nun ¢ € R* vorgegeben und % so gewihlt, dass die Differenz 3}*(&7’ )—3}_(52’ ) kleiner als € wird, so folgt sowohl

|fPXQf(x,y) d(x,y)— fpf*(x) dx| < € als auch |fPXQf(x,y) d(x,y)— fpf*(x) dx| < €. Da ¢ beliebig klein
gewdhlt werden kann, stimmen alle drei Integrale {iberein. m|

Haufig ist f in Anwendungsféllen eine stetige Funktion auf P x Q. In diesem Fall ist auch f, fiir alle x € P jeweils
auf ganz Q stetig und somit nach Satz|(12.10)| Riemann-integrierbar. Dies bedeutet, dass die Funktionen f, und f*
zusammenfallen und wir den Satz von Fubini einfach in der Form

J flOo,y)dlx,y) = J (f () d}') dx = f (f flx,y) dy) dx  schreiben kénnen.
PxQ P Q P Q

Beispiel 1:
Betrachten wir noch einmal die Funktion f(x,y) = xy auf P x Q = [0, 1]? aus dem vorherigen Abschnitt. Offenbar

ist f auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig. Deshalb ist der Satz von Fubini anwendbar, und wir erhalten

1 1 1
f fle,y)d(x,y) = f U Xy dy) dx = J (f xy dy) dx = J [%Xyz]y:) dx
PxQ P Q 0 0 0 7

1
- [ e = [ -k -
0



Beispiel 2: Volumen des Simplex

Als Simplex bezeichnen wir die Menge gegeben durch
S = {(xy,2)el0,1® | x+y+z<1}.
Definieren wir die Funktion f : [0,1]*> — R durch

l—-x—y fallsx+y<1
fle,y) =

sonst

dann ist das Volumen von S das Integral der Funktion f iiber [0, 1]2. Fiir jedes x € [0, 1] ist die Funktion f, : [0,1] —

R definiert durch
l-x—y firo<y<1l-—x
() =

0 sonst.

Das Integral dieser Funktion iiber [0, 1] ist gegeben durch

1 1—x
ffx(y)dy = f (-x—=y)dy = [y—xy=3y*T57" = (-x)-x(1-x)—31—x)?
0 0
= (1—x)+(—x+x2)+(—%)+x—%x2) = %xz—x+%.

Setzen wir die Stetigkeit von f als bekannt voraus, dann liefert der Satz von Fubini

1 1 1
f flo,y)d(x,y) = f (J () dy) dx = f (P—x+3)dx =
[0,1]? 0 0 0

(30—t e i) =

=
|
I=
+
N
I
=
O

Beispiel 3: Volumen der Einheitskugel

Zur Vorbereitung berechnen wir das Integral f_rr vr2 —x2 dx fiir beliebiges r € R*. In der Analysis einer Variablen
wurde die Gleichung fiir den Fldcheninhalt des Halbkreises

1
f Vv1i—x2dx = %n
-1
bewiesen. Mit Hilfe der Substitutionsregel folgt daraus fiir r € R" jeweils

r r r 1
f Vrz—x2dx = rf V1-(3)2dx = rzf I./1—-(%)2dx = rzf Vi—x2dx = 3nri
-r -r -r -1

Das Volumen der Halbkugel ist nun offenbar das Integral der Funktion

V1i—x2—y?2 fallsx?+y?<1

sonst

fle,y) =



iiber den Bereich Q = [—1,1]%. In diesem Fall ist f,(y) fiir jedes x € [—1,1] gegeben durch f,(y) = v/1—x2—y2
fir —vV1—x2 <y < ¥1—x2 und f,(y) = 0 fiir alle y ¢ [—v'1—x2,v1—x2]. Mit Hilfe des soeben berechneten
Integrals f _rr v/'12 —x2 dx erhalten wir nun

1 Vi—x?
ffx()’)dy = f Vi-x2—y2dy = 1in(1—x?)
-1

—V/1—x2

fiir alle x € [—1, 1]. Weil die Funktion f stetig ist, konnen wir den Satz von Fubini anwenden und erhalten

1 1 1 1
f fle,y)dx,y) = f (J £ dy) dx = f it(l—x¥dx = %ﬂ:f (1—x?) dx
[-1,1]2 -1 \J-1 -1 -1

= dnfx-10T, = (E-(D) = ind = In

Dies ist das Volumen der Halbkugel. Das Volumen der (Voll-)Kugel vom Radius 1 betrégt also 2 - %rc = %71:.
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§ 14. Nullmengen und Lebesguesches Integrabilitdtskriterium

Zusammenfassung. Wie wir in § 12 gezeigt haben, sind stetige Funktionen auf einem Quader stets integrierbar. Andererseits
wissen wir bereits aus dem ersten Semester, dass auch unstetige Funktionen integrierbar sein konnen; zum Beispiel ist auch
die stiickweise Stetigkeit hinreichend fiir die Integrierbarkeit. In diesem Kapitel werden wir ein Kriterium angeben, das fiir die
Integrierbarkeit sowohl hinreichend als auch notwendig ist: dass die Unstetigkeitsstellen der Funktion eine sog. Nullmenge bilden.
Es handelt sich dabei um Teilmengen des IR", denen man von der Anschauung her das n-dimensionale Volumen Null zuordnen
wiirde, beispielsweise eine Strecke im IR?, ein Flidchenstiick im R® usw. Um das Kriterium beweisen zu kénnen, benétigen wir den
Begriff der Oszillation einer Funktion, die als Maf fiir die Unstetigkeit angesehen werden kann. Die hier entwickelten Konzepte
werden wir auch in den néchsten Kapiteln benétigen, wenn wir das Jordan-Volumen einfiihren und die Integrationstheorie auf
Funktionen erweitern, deren Definitionsbereiche keine Quader sind.

Wichtige Begriffe und Sdtze in diesem Kapitel

—  Nullmengen, Jordansche Nullmengen
—  Oszillation einer Funktion in einem Punkt

—  Lebesguesches Integrabilitatskriterium

Zur Erinnerung: Eine Menge I wird (hochstens) abzédhlbar genannt, wenn sie endlich oder gleichméchtig mit der
Menge IN der natiirlichen Zahlen ist. Letzteres bedeutet, dass eine bijektive Abbildung ¢ : I — IN existiert. Eine

Familie (A;);c; von Mengen bezeichnen wir als abzahlbar, wenn die Indexmenge I abzihlbar ist.

In diesem Abschnitt werden wir neben den kompakten auch offene Quader im R" betrachten. Dabei handelt es sich
um kartesische Produkte der Form Ja,, b;[ x ... x ]a,, b,[ mit a;, by € R, a; < by. Das Volumen eines solchen Quaders
sei weiterhin das Produkt [ [,_, (by —a;) der Intervalllingen by, — a;. Ist Q = [ay, by] x ... x [a,, b,] ein kompakter
Quader, so bezeichnen wir mit Q° = Jay, by[ % ... x la,, b,[ den offenen Quadern, der mit den entsprechenden
offenen Intervallen gebildet wird. Umgekehrt kénnen wir jedem offenen Quader Q der oben angegebenen Form
durch Q =[a;, b;] x ... x [a,, b,] einen kompakten Quader zuordnen. Bei Q° handelt es sich um das Innere und bei
Q um den Abschluss der Menge Q, wie es in § 7 definiert wurde.

Fiir die spitere Verwendung bemerken wir noch, dass zu jedem ¢ € R* und jedem kompakten Quader Q ein offener
Quader K 2 Q mit v(K) < v(Q) + ¢ gebildet werden kann. Ist Q nimlich ein kartesisches Produkt der Intervalle
[ay, by ], dann ist fiir jedes 6 € R* der Quader

Ks = Ja;—6,by+6[x..x]Ja,—6,b,+6[

eine Obermenge von Q. Fiir 6 — 0 gilt offenbar v(K5) — v(Q), denn das Volumen eines Quaders ist eine stetige
Funktion der Kantenldngen bj — a;. Fiir hinreichend kleines 6 € R* kann also v(K5) < v(Q) + ¢ erreicht werden.

(14.1) Definition. Eine Teilmenge A C R" heillt Nullmenge, wenn es fiir jedes € € R" eine
abzahlbare Familie (K;);c; von offenen Quadern mit A C | J,.;K; und Y,

Findet man fiir jedes ¢ € R" sogar eine endliche Familie von offenen Quadern mit diesen Eigen-

- i1 V(K;) < € existiert.

schaften, dann sprechen wir von einer Jordanschen Nullmenge.
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Offenbar ist jede Jordansche Nullmenge eine Nullmenge, denn jede endliche Familie von Quadern ist insbesondere

auch eine abzihlbare Familie.
(14.2) Proposition.

(i) Gilt A< B € R" und ist B eine Nullmenge, dann ist auch A eine Nullmenge. Ist B sogar
eine Jordansche Nullmenge, dann ist auch A eine Jordansche Nullmenge.

(ii) Jede abzdhlbare Menge ist eine Nullmenge, und jede endliche Menge ist eine Jordansche

Nullmenge.

(iii) Endliche Vereinigungen von Jordanschen Nullmengen sind Jordansche Nullmengen. Ab-

zdhlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.

(iv) Eine kompakte Teilmenge A C R" ist genau dann eine Nullmenge, wenn sie eine Jordan-

sche Nullmenge ist.

Beweis: zu (i) Sei ¢ € R* vorgegeben. Weil B eine Nullmenge ist, gibt es eine abzihlbare Familie (K;),c; offener
Quader mit ), v(K;) < € und | J;.;K; 2 B 2 A. Daraus folgt, dass auch A eine Nullmenge ist. Fiir Jordansche

i€l i€l
Nullmengen lauft das Argument genauso, die abzdhlbare Familie muss lediglich durch eine endliche ersetzt werden.

zu (i) Sei X = {x,, | m € N} € R" abzéhlbar und ¢ € R* vorgegeben. Dann kénnen wir fiir jedes m € IN einen
Quader K, mit x,, € K,, und v(K,,) < 2~™¢ wihlen. Es gilt dann | J,, .y K, 2 X und

Zv(Km) < gizf’" = &
m=1

melN
Somit ist X eine Nullmenge. Sei nun X endlich, X = {x1, ..., x,,} mit m € IN und wieder ¢ € R" beliebig vorgegeben.
Dann wéhlen wir fiir jedes £ € {1, ...,m} einen Quader K, mit x;, € K, und v(K,) < %E. Dann ist | J,_, K, 2 X und

m

ZV(KZ) < i%e = &

(=1 (=1

Dies zeigt, dass X eine Jordansche Nullmenge ist.

zu (iii) Wir beschrianken uns auf den Beweis der Aussage fiir Nullmengen. Sei (X,,,),,c €ine Familie von Nullmengen
X € R"und X = |J,,cnXm- Sei € € R* beliebig vorgegeben. Dann gibt es fiir jedes m € IN eine abzihlbare
Familie (K,,; )y Vvon Quadern mit UZI K 2 X,, und Zzl V(K,) < 27"¢. Da jede abzéhlbare Vereinigung von
abzdhlbaren Mengen wieder abzéhlbar ist, handelt es sich bei (K, ), ¢ev um eine abzéhlbare Familie von Quadern.

O(0e) > O - »

(=1 m=1

Auflerdem gilt

und

oo oo oo

s (Z V(sz)) < S = e

m=1 \{=1 m=1
zu (iv) Sei A € R" kompakt. Die Implikation ,=“ ist giiltig, weil jede (und nicht nur jede kompakte) Jordansche
Nullmenge auch eine Nullmenge ist. Zum Beweis von ,,<* setzen wir nun voraus, dass A eine Nullmenge ist. Fiir vorge-
gebenes ¢ € R* finden wir eine abzéhlbare Familie (K, ),,e offener Quader mit | J,, .y K, 2 Aund Zsf:l v(K,) <e.
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Weil A kompakt und die Quader K,, offen sind, konnen wir in (K,,)en eine endliche Teiliiberdeckung K , ..., K,
wihlen. Es gilt dann | J;_; K, 2Aund >;/_, v(K,) < D7 v(K,,) < €. Dies zeigt, dass A eine Jordansche Nullmenge
ist. O

Wir bemerken noch, dass in der Definition der Nullmengen und der Jordanschen Nullmengen die offenen Quader
durch kompakte Quader ersetzt werden konnen, ohne dass sich an der Definition etwas dndert. Ist ndmlich A € R",
¢ € R* und (K,,) ey eine abzihlbare Familie von offenen Quadern mit | J,, .\ K,, 2 Aund 220:1 v(K,,) < €, dann ist
durch (K,,) e eine Familie abgeschlossener Quader mit |, . Ky 2 e K 2 A gegeben. Wegen v(K,,,) = v(K,,,)
fiir alle m € N gilt auch 3.~ v(K,,) < .

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass (K, ) nen €ine Familie abgeschlossener Quader mit den beiden Eigenschaften
UpenKm 2 Aund 307 v(K,,) < € ist. Sei 6 = e — >, -

m=1

Abschnitts finden wir fiir jedes m € IN einen offenen Quader K,, 2 K,, mit v(K,,) < v(K,,) + 27™5. Es gilt dann
Umen K 2 A und

v(K,,). Auf Grund der Bemerkung zu Beginn dieses

iv(km) < iv(Km)+§:2_m5 < iv(Km)+5 = &
m=1 m=1 m=1 m=1

Nicht jede Nullmenge ist eine Jordansche Nullmenge. Setzen wir beispielsweise A = IN € R, dann gibt es keine
endliche Familie {K3,...,K,,} von Quadern (in diesem Fall Intervalle) mit U;Ll K, 2 A, erst recht keine Familie mit
der Eigenschaft 2211 v(K,) < ¢ fiir ein vorgegebenes ¢ € R*. Denn jedes Intervall K, hat endliche Linge und enthélt
deshalb auch nur endlich viele Punkte der unendlichen Menge A. Also ist A keine Jordansche Nullmenge. Andererseits
ist A abzihlbar und damit nach (ii) eine Nullmenge.

Unser Ziel in diesem Abschnitt besteht darin, mit Hilfe der Nullmengen ein notwendiges und hinreiches Kriterium
fiir die Riemann-Integrierbarkeit einer Funktion anzugeben. Sei f : D — R eine beschrankte Funktion auf einem
beliebigen Definitionsbereich D € R™. Fiir jedes 6 € R* und jedes a € D definieren wir

fs@=inf{f(x) | x€D,llx—all<6} und f(a)=sup{f(x) | x€D,llx—all<s} ,

wobei || - || = || - ||, die euklidische Norm auf dem R" bezeichnet. Dann nennt man

o(f,a) = nf{ff(@—f5(a)]|s€R"}

die Oszillation von f im Punkt a. Sie ist ein MaR fiir die ,,Sprungweite” der Funktion f in unmittelbarer Ndhe des
Punkte a. Wir bemerken noch, dass fiir 0 < §; < &, jeweils fa_l(a) > f({z(a) und f(;; (a) < fg; (a) gilt. Insbesondere ist

also 3 (a) — £ (a) < £ () £, (@).
(14.3) Proposition. Sei D € R" und f : D — R eine beschrénkte Funktion.

(i) Injedem Punkt a € D ist f genau dann stetig, wenn w(f,a) = 0 ist.

(ii) Fiirjedese € RYistD, ={x €D | w(f,x) = ¢} relativ abgeschlossen in D.

Beweis: zu (i) ,=>“ Sei ¢ € RY vorgegeben und nehmen wir an, dass f im Punkt a stetig ist. Dann gibt es nach
dem g-5-Kriterum ein §; € R*, so dass f(a)—¢& < f(x) < f(a) +¢ fiir alle x € D mit ||x —a|| < &, erfiillt ist. Es folgt
fg;(a) —fé._l(a) < 2¢ und damit erst recht w(f,a) < 2¢. Weil ¢ beliebig vorgegeben war, erhalten wir w(f,a) = 0.
~<=“ Setzen wir w(f,a) = 0 voraus, dann gibt es fiir vorgegebenes ¢ € R* ein §; € R* mit f(;: (a)—f5 (a) <e. Fir
alle x € D mit ||x —a|| < §, gilt

fi@ £ f@.fl@ < fi@

und daraus folgt |f (x) — f (a)| < e. Damit ist das &-6-Kriterium erfiillt, also ist f im Punkt a stetig.
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zu (ii) Wir zeigen, dass U, = D \ D, eine in D relativ offene Teilmenge ist. Sei a € U, vorgegeben. Dann gilt
w(f,a) < & nach Definition von U,, insbesondere finden wir ein §; € R* mit f(;; (a) —f(s_l(a) < €. Sei nun z ein
beliebiger Punkt in Bs (a)ND und 6, € R* so gewihlt, dass Bs,(2) € Bs, (a) fiir die offenen Bélle beztiglich || - || gilt.
Wegen

inf {f(x) | xeD,||lx—al|<6;} < inf{f(x)| xeD,llx—z| <8} <
sup {f(x) | x€D,llx—z|| <8} < sup{f(x) | x€D,llx—all<d;}

folgt dann fg;(z) —fé_z(z) < f(;:(a) —fé_l(a) und somit w(f,z) < f(;l(a) —fﬁ_l(a) < ¢. Dies zeigt, dass die Menge
B, (a) N D in U, enthalten ist, und damit ist die relative Offenheit von U, in D bewiesen. O

(14.4) Lemma. Seien r € N und Q,Kj,...,K, € R" kompakte Quader, wobei K; C Q fiir
1 < i < r gilt. Dann gibt es eine Zerlegung % von Q mit der Eigenschaft, dass Ki, ..., K, als

Vereinigung von Quadern aus 2(%) dargestellt werden kénnen.

Beweis: Seien die Quader Q und K, ..., K, gegeben durch Q = [ay, b;]%...x[a,, b,] und K; = [a;1, bj1] %X ... X[}, bin]
fiir 1 <i <r.WegenK; C Q gilt jeweils a; < a;; < by, < by, fiir 1 < k < n. Wir konnen also durch & = (W, ..., ™)
mit

20 = Aay, by s @i, bt \ {ay, bi} fir 1<k<n
eine Zerlegung von Q definieren. Fiir 1 < i < r und 1 < k < n gilt dann jeweils {a;, by} € 2% U {ay, bi}. Die
Intervallgrenzen a;, by, sind also jeweils in der Menge der Zerlegungspunkte %) unter Hinzunahme von a, by
enthalten, so dass [a;, b;, ] als Vereinigung der Teilintervalle dargestellt werden kann, die durch die Zerlegung Z®

gegeben sind. Somit ist K; eine Vereinigung der in 2(%) enthaltenen Teilquader von Q. m|

(14.5) Lemma. Sei Q C R" ein kompakter Quader, ¢ € R* und f : Q — R eine Funktion
mit w(f,x) < ¢ fiir alle x € Q. Dann gibt es eine Zerlegung % von Q mit der Eigenschaft, dass
c;,f —cgy SefiralleK e 2(%) erfiillt ist.

Beweis: Auf Grund der Voraussetzung gibt es fiir jeden Punkt a € Q ein 5, € R* mit fg; (a)— f5_a (a) < e. Fiir jedes
a sei K, ein kompakter Quader mit a € K, und K, € B;s_(a), wobei B (a) den offenen Ball vom Radius 5, beziiglich
der euklidischen Norm bezeichnet. Dann bilden die offenen Quader K eine offene Uberdeckung von Q, aus der wir
auf Grund der Kompaktheit von Q eine endliche Teiliiberdeckung K(‘l’l, ""K;, wahlen konnen. Nach Konstruktion gilt
C;ai: o cEai, FSE fir 1 <i < r. Wird nun die Zerlegung & mit so fein gewdhlt, dass jeder Quader K, als
Vereinigung von Quadern aus £ (%) dargestellt werden kann, dann ist c;g’ FTCp SE fiir alle K € (%) erfillt. O

(14.6) Satz. (Lebesguesches Integrierbarkeitskriterium)

Sei Q € R" ein kompakter Quader, f : Q — R eine beschréankte Funktion und U € Q die

Teilmenge der Punkte, in denen f unstetig ist. Dann sind dquivalent

(i) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Die Menge U ist eine Nullmenge.
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Beweis: ,=*“ Nach Voraussetzung ist f Riemann-integrierbar, und wir miissen zeigen, dass U eine Nullmenge ist.
Definieren wir fiir jedes ¢ € R* jeweils U, = {x € Q | «(f,x) > ¢}, dann gilt U = |, U1/, nach @.
Wegen (iii) geniigt es zu zeigen, dass U, fiir jedes n € IN eine Nullmenge ist. Seien also n € IN und ¢ € R"
vorgegeben. Auf Grund der Riemann-Integrierbarkeit von f gibt es eine Zerlegung % von Q mit 5’}+(EZ )—5”;(5:’ )< 1.
Dann ist durch

2 = {Ke2(%)| K nUy,#2)

eine endliche Menge von Quadern mit Uy, C | .o K definiert. Fiir jedes K € £ gibt es wegen K° N Uy, # & einen
Punkt a € K° mit w(f,a) = % und ein zugehoriges & € R* mit Bs(a) € K°. Nach Definition der Oszillation gilt

sup{f(x) | x € Bs(a)} —inf{f(x) | x €Bs(a)} = 3

und damit insbesondere c;g Pk 2 ,—11 fiir alle K € £. Daraus folgt nun
LN < D —q WE) < DT (e~ vE)
Ke2 Ke2 Ke2(%)

= F@-5(@) < &
und D, v(K) < £. Damit ist gezeigt, dass es sich bei U, , um eine Nullmenge handelt.

~=“ Nach Voraussetzung ist die Teilmenge U C Q der Unstetigkeitsstellen von f eine Nullmenge. Sei ¢ € R*
vorgegeben. Fiir den Nachweis der Riemann-Integrierbarkeit von f geniigt es zu zeigen, dass eine Zerlegung % mit
,9}+(,9") — 3}_(2’) < 2|lf lleo + v(Q))e existiert, wobei ||f ||oo = sup{|f(x)| | x € Q} gesetzt wird. Wegen U, C U ist
auch U, eine Nullmenge (siehe [(14.2)] (i)). Die Menge U, ist nach[(14.3)] (ii) abgeschlossen, und als abgeschlossene
Teilmenge U, der kompakten Menge Q ist auch U, kompakt. Aus (iv) folgt, dass U, sogar eine Jordansche
Nullmenge ist. Es gibt also offene Teilquader K, ..., K, von Q mit U, € Ule K; und Z:zl v(K;) <e.

Wir wahlen nun mit eine Zerlegung % von Q so, dass jeder der kompakten Quader K; als Vereingung von
Quadern aus 2(%) dargestellt werden kann. Fiir jedes K € 2(%) gilt dann entweder K C K; fiir ein i € {1,...,p},
oder K und K; haben fiir alle i nur Randpunkte gemeinsam, so dass KNU, = @& gilt. Die Quader in der ersten Kategorie
fassen wir zur Menge £,, die der zweiten zur Menge £, zusammen, so dass £, U2, = 2(%) und £, N2, = & gilt.
Nach[(14.5)] angewendet auf die einzelnen Teilquader K € £, und die Einschrinkungen f |, kénnen wir durch eine
weitere Verfeinerung von & errreichen, dass c;, FTCk SE fiir alle K € 2, gilt. Weil zudem |c;’ f [, |c;<” f| < |If oo flr
alle K € 2, gilt, erhalten wir

I =F(2) = D) (= W) = D ek = W+ (e = JvE)
Ke2(%) Ke2, Ke2,
< 2flleo D VK +e D V) < 2fllos+ev(@Q = @l lleo +V@De. =
Ke2, Ke2,

Wir illustrieren den soeben bewiesenen Satz an einem Beispiel. Die Funktion auf Q = [0, 1] gegeben durch

3 fallsx+y<1
f:R—R , (xy)—
5 fallsx+y=>1

ist offenbar unstetig, aber die Menge der Unstetigkeitsstellen ist in der Menge U = {(x,y) € Q | x+y = 1} enthalten.
Ist namlich (x, y) € Q mit x + y > 1 vorgegeben und ((x,, ¥,)).en €ine Folge mit lim, (x,, y,) = (x, y), dann gibt es
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fiire = %(x +y—1)ein N € N mit ||(x,,, ¥,) — (x, ¥)lloo < € flir alle n = N. Wegen |x, —x| < e und |y, — y| < ¢ gilt
insbesondere x, > x—¢, y, > y —¢ und damit x, + y, > x+y—2e =x+y—(x+y—1) =1 fiir alle n > N. Daraus
folgt f(xn, ¥,) =5 = f(x,y) fiir alle n > N und somit lim,, f (x,, y,) = f(x,y). Ebenso beweist man die Stetigkeit
von f in jedem Punkt (x, y) € Q mit x + y < 1. Also kann f nur an den Punkten (x, y) mit x + y = 1 unstetig sein.

Die Menge U (und damit die Menge der Unstetigkeitsstellen von f) ist eine Nullmenge. Definieren wir nédmlich fiir
beliebig vorgegebenes n € IN und k € {1, ...,n} die Quader QE{”) = [k ntloky kel k

> ~—, 7], dann gilt jeweils

n
v < [JQW
k=1
Sei namlich (x,y) € U vorgegeben (mit 0 < x,y < 1und x + y = 1) und k = [ny]. Nach Definition der oberen
Gaullklammer gilt dann k—1 <ny <k & k%l <y< % und

k=1
n

e Eoo y<kbr o mkoyc

n+l—k
n b

<l—x<

S

also (x,y) € QE{"). Das Volumen der Quader betrégt jeweils v(QE{“)) = %, also ist

n n

D@ = Xk =

k=1 k=1

S

Istnun ¢ € R* vorgegeben und n € IN so gewihlt, dass + < e erfiilltist, dann gilt U C | J;_, QE(") und Y, v(QE{")) <e.
Damit haben wir gezeigt, dass U sogar eine Jordansche Nullmenge ist.

Nach|(14.6)|ist die Funktion f also Riemann-integrierbar. Das Integral kénnen wir wie zuvor mit dem Satz von Fubini
ausrechen. Fiir jedes x € [0,1] gilt f,(y) =3 & x+y<leoy<l—-xund fi(y)=5=x+y>21eoy>1—x,

somit

1 1—x 1
ffx(y)dy = f 3dy+f 5dy = 3(1—x)+5x = 2x+3
0 0 1—x

und

1/ 1 1
Jf(x,y)d(x,y) = J(J fx(y)dy) dx = J(2x+3)dx = [x2+3x:|i:) = 4
Q 0o \Jo 0
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