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Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fiir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.

(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt, und lassen Sie die Riickseiten
unbeschriftet.

(d) Fiillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blitter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (10 Punkte)
Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Korper IF; mit sieben Elementen.
3%1 + 5372 + I3

211‘1 + ZL’L’Q + §$3 =
T + 6.%‘3 =

Wl Cu DI

Geben Sie alle Elemente der Losungsmenge ¢ C F2 dieses LGS einzeln an.
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Aufgabe 2.  (4+3+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Kehrwert 287! des Elements 28 € F.

(b) Laut Vorlesung sind die Elemente des Rings Z/10Z bestimmte Teilmengen von Z.

Welche Teilmengen sind das? Geben Sie diese an.

(c) Begriinden Sie, dass Z/107Z kein Kérper ist.
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Aufgabe 3.  (4+3+3 Punkte)

Wir betrachten auf V' = C? die Abbildung ¢ : V — V, <Z1> s (Zl + 2'2)‘
Z: Z
Aukerdem sei U C V' gegeben durch 2 2

U = {(2) ev ' Re(z;) :Im(z2)}.

(Ist 25 = a + b mit a,b € R, dann bezeichnet z, jeweils die zu 2z, konjugiert-komplexe Zahl,
d.h. es ist Zo = a — 1b.)

(a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von V' ist, wenn man V als R-Vektorraum be-
trachtet, mit der iiblichen komponentenweisen Addition als Vektoraddition und der ska-
laren Multiplikation gegeben durch

CRXV —V (A,<21>>H<AZ1).
Z9 )\ZQ

Geben Sie auferdem (ohne Begriindung) die Dimension von U an.

(b) Weisen Sie nach, dass ¢ eine lineare Abbildung ist, wenn man V wie in Teil (a) als
RR-Vektorraum betrachtet.

(c) Zeigen Sie, dass ¢ keine lineare Abbildung ist, wenn man V' auf die gewohnliche Weise
als C-Vektorraum betrachtet.
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Aufgabe 4.  (2+3+5 Punkte)

(a) Sei K ein Koérper, V' ein K-Vektorraum und S C V eine Teilmenge. Geben Sie die

Definition von lin(S) an.

(b) Geben Sie eine fiinfelementige Teilmenge S des R-Vektorraums R? an, so dass dim lin(S) =
2 gilt. Ein Nachweis ist hier nicht erforderlich.

(c) Zeigen Sie: Ist V' ein R-Vektorraum und {v,w} eine zweielementige, linear unabhéngige
Teilmenge von V', dann besteht auch die Menge {v + 2w, 3v + 4w} aus zwei verschiedenen
Elementen und ist ebenfalls linear unabhéngig.
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Aufgabe 5. (4 + 6 Punkte)

(a) Seien U, W Untervektorrdume des R® mit dimU = 3, dimW = 4 und U + W = R>.

Bestimmen Sie die Dimension des Durchschnitts U N W.

(b) Begriinden Sie mit Hilfe des Dimensionssatzes fiir lineare Abbildungen, dass es keine
injektive lineare Abbildung ¢ : RS — R* gibt.
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Aufgabe 6.  (7+3 Punkte)

(a) Wir betrachten den Untervektorraum U des R? gegeben durch U = {(z1, 72, 73) € R? |
x1 + x9 + x3 = 0}. Auf diesem sind durch

geordnete Basen definiert. (Das braucht nicht gezeigt werden.) Berechnen Sie das Bild
des Vektors v = (2,5, —7) € U unter der linearen Abbildung ¢ : U — U gegeben durch

¢ = g (A) mit der Matrix
A = <_1 5) .
3 4

(b) Sei nun V ein dreidimensionaler R-Vektorraum, und sei & = (v, vq,v3) eine geordnete
Basis von V. Es sei ¢ ein Endomorphismus von V' mit der Eigenschaft, dass vz ein Eigen-
vektor von ¢ zum Eigenwert 5 ist. Welcher Teil der Darstellungsmatrix .#2 (¢) € M3 g
ist durch diese Bedingung festgelegt, und wie sieht dieser Teil der Matrix aus? Eine Be-
grindung ist hier nicht erforderlich.
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Aufgabe 7.  (6+4 Punkte)

(a) Berechnen Sie mit dem Gauk-Verfahren die Determinante der folgenden Matrix A €

M3, iber dem Korper Fy;.

159
A = 2 710
430

(Eine Berechnung der Determinante auf anderem Weg, zum Beispiel mit der Sarrus-Regel,
wird hier nicht als Losung akzeptiert und bringt keine Punkte.)

(b) Stellen Sie das folgende Element ¢ € S7 als Produkt von Transpositionen dar, und be-
rechnen Sie das Signum sgn(o).

oo 1234567
N 31265 7 4
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Aufgabe 8.  (2+3+5 Punkte)

(a) Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Was bedeutet es nach
Definition, dass ein Endomorphismus ¢ von V' diagonalisierbar ist? (Bitte beachten, dass

hier nach der Definition gefragt ist, nicht nach einem &quivalenten Kriterium.)

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A € .45 r, gegeben durch

103
A = 203
2 4 2

(c) Berechnen Sie fiir jeden Eigenwert der Matrix A einen zugehorigen Eigenvektor.



