Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 6 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Esgilt lin({e1}) = {(2,0) | z € C}, lin({e2}) = {(0,2) | z € C}, lin({e1 + e2}) = {(2,2) | z € C}
und lin({e1, e2}) = C%.

zu (b) Esgilt 1-e; + (—1)(e1 — e2) + (—1)e2 = Ogz, andererseits aber (1,—1,—1) # (0,0).

zu (¢) Ja. In diesem Fall gilt lin({e;}) = {(x,0) | € R}, lin({e2}) = {(0,z) | z € C}, lin({e1 + e2}) =
{(z,z) | € R} und lin({e1, e2}) = R%.

zu (d) Die Antwort auf die erste Frage lautet ja. Sei beispielsweise v1 = vy = e; und vz = e3. Dann ist
das Tupel (v1,v2,v3) linear abhingig, da 1-v; + (—1) - va + 0 - v3 = O¢2 ist, aber (1,—1,0) # (0,0,0).
Andererseits ist aus der Vorlesung bekannt, dass die Menge {v1,v2,v3} = {e1, ea} der Einheitsvektoren
im C? linear unabhiingig ist. Die umgekehrte Situation kann aber nicht eintreten. Ist {vy,vo,v3} linear
abhéngig, dann gibt es Koeffizienten (A1, A2, A3) # (0,0,0) mit A\jv1 + Aove + A3v3 = Ogz2. Dies zeigt dass
das Tupel (v1,v2,v3) ebenfalls linear abhéngig ist.

zu (e) Laut Vorlesung ist {z™ | n € Ny} eine linear uabhingige Menge. Ebenso ist jede Teilmenge
davon linear unabhingig, zum Beispiel {1,z}. Die Menge {1,z,2 + 1} ist dagegen linear abhingig, da
zum Beispiel 1-1+1 -2+ (=1)(z 4+ 1) = 0 und (1,1,—1) # (0,0,0) gilt. Die Menge lin({5,z}) ist
gegeben durch {5a + bz | a,b € R} = {¢+ dz | ¢,d € R}; die Inklusionen ,,C* und ,, 2% lassen sich leicht

iiberpriifen.

Aufgabe 1
zu (a) Zum Nachweis der linearen Unabhéngigkeit von S seien «, 3, € R mit
a(laz)+5(zvl)+7(270) - (030)
vorgegeben. Zu zeigen ist a = =y = 0. Es gilt
a(l,2) + B(4,1) +v(2,0) = (0,0) = («a,ai)+ (B1,8)+ (27,0)=(0,0) =
(a+Bi+2y,0i+08)=(0,00 = (a+2y)+5i=0A ai+8=0

WEeil eine komplexe Zahl genau dann Null ist, wenn ihr Real- und Imaginérteil Null sind, folgt a+2v = 0,
B8 =0 and a = 0. Einsetzen von « in die erste Gleichung liefert 0 + 2y = 0, also ist auch v = 0. Damit

ist die lineare Unabhéngigkeit nachgewiesen.

zu (b) Hier ist S linear abhingig. Zum Nachweis geniigt es, Koeffizienten «, 8,7 € C zu finden, die
nicht alle Null sind, fiir die aber «(1,7) + 8(i,1) + v(2,0) = (0,0) erfiillt ist. Es ist (1,4) + (—4)(4,1) =
(1,4) 4+ (1,—i) = (2,0). Setzen wir also « = 1, § = —i und 7 = —1, dann sind «, 3, nicht alle Null, aber

a(l,i) + B(i,1) +v(2,0) = 1-(1,4)+ (=)@ 1)+ (-1)(2,0) = (2,00+(-2,00 = (0,0).



zu (c) Diese Menge ist linear unabhéingig in V. Zum Nachweis seien «, 8,7 € R mit af + 8g+~vh = Oy
vorgegeben. Zu zeigen ist « = f =+ = 0. Aus der Gleichung af + 8g + vh = 0y folgt af(c) + Bg(c) +
~vh(c) = 0y (c) = 0 fiir jedes ¢ € R. Fiir ¢ = 0 erhalten wir insbesondere

af(0) + Bg(0) +vh(0) =0 = «a-2-04+B(0-3)+~-02=0 = -33=0 = [=0.

Einsetzen von § in die urspriingliche Gleichung liefert af + vh = 0. Durch Einsetzen von ¢ = 1 in die

Funktion auf der linken Seite erhalten wir
af(ly4~vh(1)=0 = a-24+7-1=0 = 2a+7=0
also v = —2a und af + (—2a)h = 0. Setzen wir in diese Gleichung ¢ = 2 ein, so folgt
af2)+ (—2a)h(2) =0 = a-4+(-20)-4=0 = 4a—-8a=0 = —-4da=0 = a=0.

Insgesamt haben wir a = § = v = 0 und damit die lineare Unabhéingigkeit nachgewiesen.

Aufgabe 2

zu (a) Sei r € Ny und (vy,...,v,) ein linear abhéingiges Tupel von Vektoren aus V. Dann gibt es
A1, .. Ay € K, nicht alle gleich Null, mit ;_; A;jv; = Oy. Durch Anwenden von ¢ auf beide Seiten

erhalten wir
é <Z )\wz) = ¢(0y) und somit Z Aig(vi) = Oy
i=1 i=1

Die Gleichung rechts zeigt, dass auch das Tupel (¢(v1), ..., #(vy-)) linear abhingig ist.

zu (b) Sei K =R,V =R?, S; ={(0,0)} und ¢; : V. — V gegeben durch ¢;(v) = Ogz = (0,0) fiir alle
v € V. Das Tupel ((0,0)) ist linear abhéngig, denn es gilt 1 - (0,0) = (0,0) = Ogz und 1 # 0. Daraus
folgt, dass auch S linear abhingig ist. Dass die Abbildung ¢; linear ist, denn es gilt ¢;(v+ w) = Og2 =
Orz + Orz = ¢1(v) + ¢1(w) und ¢1(Av) = Ogz = A - Ogz = Apy(v) fiir alle v,w € V und X € R. Wegen
$1(51) = {¢1(0,0)} = {(0,0)} ist auch die Bildmenge linear abhéngig.

Seinun S = {(2,0),(0,2),(1,1)} und ¢2 : V — V gegeben durch ¢2(a,b) = (a+b,0) fiir alle a,b € R. Das
Tupel ((2,0),(0,2), (1,1)) ist linear abhéngig, denn es gilt 2- (1,0)+2-(0,1) + (—2)-(1,1) = (0,0) = Ogz,
aber (2,2,—1) # (0,0,0). Daraus folgt, dass die Menge Sy linear abhingig ist. Die Abbildung ¢- ist
b), (c,d) € R? und X € R gilt

linear, denn fiir alle (a,
(;52((0,, b)+(cv d)) = ¢2(a+cv b+d) - (a+b+c+da O) - (a+ba 0)+(C+d, 0) = (;52(0,, b)+¢2 (C, d)

und ¢2(A(a,b)) = ¢2(Aa,Ab) = (Aa + Ab,0) = Aa + b,0) = Ada2(a,b). Es gilt ¢(S2) =
{$2(2,0), $2(0,2), $2(1,1)} = {(2,0)}. Dies ist eine elementige Menge bestehend aus einem Vektor un-

gleich dem Nullvektor Ogz = (0,0), und somit eine laut Vorlesung eine linear unabhingige Menge.

zu (¢) Sei V = R2 und sei ¢; : V — V wie in Teil (b) durch ¢;(v) = Ore definiert. Wir haben
bereits gezeigt, dass ¢ linear ist. Sei S = {(1,0)}. Wegen (1,0) # Ogz ist die einelementige Menge S
laut Vorlesung linear unabhéngig. Andererseits ist ¢1(S) = {¢1(1,0)} = {Ogr2} linear abhéngig, denn
laut Vorlesung ist jede Menge linear abhéngig, die den Nullvektor enthalt.



Aufgabe 3

zu (a) Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch. Sei zum Beispiel V = R?, S = {e1,2e;} und T' = {e; }.
Dann gilt lin(S) = {Xex + p2e1 | A, p € R} = (A +2,0) | A\, p € R} und lin(T) = {ae; | @ € R} =
{(a,0) | @ € R}, und diese Mengen stimmen iiberein. Ist ndmlich v € 1lin(S), dann gibt es A, x € R mit
v = (A+2u,0). Setzen wir o« = A+ 2y, dann erhalten wir v = («, 0) und somit v € lin(T). Ist umgekehrt
v € lin(T'), dann gibt es ein a € R mit v = (e, 0). Wir kénnen dann zum Beispiel A = o und p = 0 setzen
und erhalten v = (A +2u,0) € lin(S). Insbesondere gilt also lin(S) C lin(7"), andererseits ist S C T nicht
erfiillt.

zu (b) Auch diese Aussage ist im Allgemeinen falsch. Setzen wir wieder V = R?, diesmal aber S = {e;}
und T = {e1,2¢e1}, dann gilt S C T', andererseits aber wie in Teil (a) gezeigt lin(S) = lin(7T") und somit
nicht lin(S) C lin(7T).



