Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 2 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

zu (a) Die Kennzahlen der ZSF lauten r = 4, j; =1, jo = 3, j3 = 5, j4 = 6. Mit der Notation aus der
Vorlesung ist S = {1,...,7} \ {1,3,5,6} = {2,4,7}. Die entsprechenden Lésungsvektoren bg, by, by € R”
konnen nach dem in der Vorlesung angegebenen Schema von der zweiten, vierten und siebten Zeile der

Matrix abgelesen werden. Es ist

6 -1 -8

1 0 0

0 -2 -2
ba=10 , =11 , br=

0 0 4

0 0 )

0 0 1

Die Losungsmenge des homogenen LGS Az = Ogs ist somit gegeben durch
gohom _ {)\ng 4+ Asbs + A7b7 ‘ Ao, Ag, A7 € R}

zu (b) Die Vektoren u,v,w haben nicht die Form, die wir fiir die Angabe der Matrix A brauchen,

deshalb werden sie modifiziert. Es sei

O O = N
(= =Y
_— O O =

Nun kénnen wir vorgehen wie in der Tutoriumsaufgabe. Da drei Losungsvektoren vorgegeben sind, und
weil sich in den Vektoren @, v, w die Einsen an den Positionen 2, 3 und 4 befinden, erhalten wir fiir die
gesuchte Matrix A die zugehorige Menge S = {2,3,4} und somit {2,3,4} =5 ={1,2,3,4}\ {j1, .-, Jr },
also r = 1 und j; = 1. Nun miissen wir die Werte an den Positionen 2, 3 und 4 der ersten Zeile von A
nur noch so wahlen, dass sich die passenden Losungsvektoren by = 4, bs = v und by = w ergeben. Die
gesuchte Matrix A ist also

1 -2 -3 —4

o 0 0 0

o 0 0 O

Nach Konstruktion sind @, %, in der Losungsmenge .#"™ C R* des homogenen LGS Az = Ogs

enthalten. Damit liegen auch u = 3%, v und w = v + W in LPo™.



Aufgabe 2

Durch Umformen der dritten Gleichung erhalten wir
1 = 2—(4a+3)ry— (da+3)xs = 2+ (a+2)z2+ (a+2)rs.

Einsetzen in die erste Gleichung liefert

2-2+ (a+2)wa+ (a+2)x3) +4xs + Ba+ 1)z3 =4 &
44 (2a+4)ze + 2a+4)z3 + 40+ (Ba+ 1)z =4 & (2a+3)z2 =0
FEinsetzen in die zweite Gleichung liefert
4-2+(a+2)wa+ (a+2)x3)+ 2a+ D+ Ba+2)23=2 &
3+ (da+3)xe+ (da+3)z3+ 2a+Dra+ Ba+2)xs3 =2 & (a+4)z2+ 2ax3 = 4.

Wir betrachten nun zunichst den Fall @ = 0. Unsere bisherige Rechnung hat ergeben, dass das LGS
aquivalent ist zu 7 = 2 4+ 229 + 223, 372 = 0, 429 = 4, was zu 2o = 2 4+ 229 + 223, o = 0, 9 = 1
umgeformt werden kann. Da sich diese Gleichungen widersprechen, ist die Losungsmenge leer, es gilt also

L5 =0.

Nun betrachten wir den Fall a = 1. Dann ist das LGS #quivalent zu 1 = 2 + 3z5 + 3z3, 223 = 4, was

umgeformt werden kann zu
xlzé—f'gl‘g-‘rgl‘g,l‘gzé = $1=g+31‘2,I3:é.

Die Losungsmenge ist somit gegeben durch

1 3 3
L = zo | €FE | w1 =3+3a2, 25=2 = 0 +a2|1]|22€ls;
Z3 2 0
3 1 4 2 0
= o [T 2, [3], [4
2 2 2 2 2

Zum Schluss betrachten wir den Fall a € {2,3,4}. In diesem Fall ist das LGS #quivalent zu
1 =24 (a+2)z2+ (a+2)z3, (2a+3)z2 =0, (a+4)xs + 2ax3 = 4.

AuBerdem gilt a # 0 und 2a + 3 # 0. Deshalb kann das LGS umgeformt werden zu x5 = 0, x5 = 2a™1,
1 =2+ (a+2)2a"!. Es gilt somit
2+ (a+2)2at
Y, = 0
2a71

also im Einzelnen

N
Il

= Ol
N
[l

= O DIl
X
I

wl O QI



Aufgabe 3

zu (a) Wir iiberpriifen, dass (1,0) die Eigenschaft eines Einselements in R besitzt. Sei (a,b) € R, mit
a,b € 3. Dann gilt

(1,0)-(a,b) = (1-a—0-b,1-b+0-a) = (a,b).

zu (b)  Wir berechnen die Potenzen (2,1)" fiir 1 <n < 8.

2D =21
(2,1)2=(2,1)- (2, 1) =(2,1)-(2,1) = (0, 1)
(2,1 =(2,1)-(2,1)2 = (2,1)- (0,1) = (2,2)
2, D) =(2,1)-(2,1)* = (2,1)-(2,2) = (2,0)
(2,1)° =(2,1)- (2, )* = (2,1) - (2,0) = (1,2)
(2,1)°=(2,1)-(2,1)° =(2,1) - (1,2) = (0,2)
2,1)7"=(2,1)-(2,1)°=(2,1)-(0,2) = (1,1)
(2,18 =(2,1)-(2,1)" = (2,1)-(1,1) = (1,0)
Dies zeigt, dass alle Elemente von I3 x I3 auBer 0r = (0,0) als Potenz von (2,1) dargestellt werden

konnen.

zu (¢) Um zu zeigen, dass der Ring F3 x I3 ein Korper, miissen wir iiberpriifen, dass jedes Element
ungleich Og einen Kehrwert besitzt. Nach Teil (b) hat jedes solche Element eine Darstellung als Potenz
(2,1)" mit n € {1,2,...,8}. AuBerdem gilt (2,1)® = (1,0) = 1g. Dies zeigt, dass fiir jedes solche n das

Element (2,1)8~" jeweils der Kehrwert von (2,1)" ist.

zu (d) In S gilt die Gleichung (2,1)-(2,4) =(2-2—-1-4,2-4+1-2)=(4—4,3+2) =(0,0) = 0g. Es
gibt in S also Element ungleich Og, deren Produkt gleich Og ist. Dies ist in einem Ko6rper nicht méglich.
(Wie kommt man auf diese beiden Elemente? Die Addition und Multiplikation in R und S &hnelt den
entsprechenden Rechenoperationen in den komplexen Zahlen. In C gilt (2 +¢)(2 — i) = 5, und in Fj

gelten die Gleichungen 5 = 0 und —1 = 4.)
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Umborewmen der 2. %,b,‘dxw—a nath x, =
xg> 2~ [Qa+VDx, = (Ya+r)xx = Z+ [ar D xe+ (ar3)x;

Esthzt~ ~ die 4. %Au\wg =
Z('—i-* (a+2 VX2 + [o&i)’(&)—\-q(z, + (’S~a+’T)Y3 =
<"'3:T—+(‘ih+q+—';)\<z+ (ia+'—?+§a+’f)‘<3'¢-

Ay N

p—

= b & [ZA+§)<L = q = [ihT-i)xz: 0



Eosehzer -~ due 2. %’&"JN‘*"S ~>

- (2+ (a130x2 + (a3 2)%2) + [Za+x) w2 + (Rarxi) =z = 2
o oo = (& "?>><; + E&*z

—

= &

Evgtlr~s Sisher: Das KA - LGS vy Aguivalu~t 2o
xe2 Z 4+ (ar D x2+ (a+3)x,
(:-LD\TE)XZ = b-
(rr U >z + 2%z = O
1.6 : a= 0

Cou-r sk das LGS a'?ﬂpm‘wo\m Z1~

anz*ixz+'~bx-3,3xb=-6,—”_\xz—"—f_

(= xq=?_,+ixz+ix3)x7,=a,><z=7l‘

2. oed 3 BRIy wrdbegpedin svh => LGS ulishar
> Li; = &

2. - M ﬁ_:T

o= 2+ 3%, + Txz , Lxz= b4 &=
x1= 2% Zx2 + 2x3, x2 = -4 = 12 = 2 &
X4 = 2 +3X3 ¥ i—i ’ 7‘5'\:; L) x,,‘: 3 +z—><2
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2 besen. Tl goft 20+ 29 0, v+ 0, a1—‘6/
dethally Bowr das LGS {lgtndes mofler wumgefrent werdin

LR 7"'[0\"':2)”?—"'(0&*2)*3 x4 2 Z 4+ (ar Dxa+ (n+d)x,

[:LD\T3>><2,= 5 N X, = 5
(rrUD>y + 200%3 = o 7_0\*1'-‘-—'-[_’

K 7+[A+72)x2_+[a+§,)x3
<= _

XL': 0

==t -~ - = -4

g = 2 467 b= A2 = 2a
SR L 2+t 2 9‘_1[5\*2)\

X, = O , X = Zﬂ—
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