Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 11 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) 123 456 7
GBS = 1, 5543567

zu (b) Laut Vorlesung hat jede Transposition das Signum —1, also gilt auch sgn(c) = —1. Ist 0 € S,
ein beliebig vorgegebenes Element, dann stellt man ¢ zunéchst als Produkt von Transpositionen dar. Ist

r die Anzahl der Faktoren in dieser Produktdarstellung, dann gilt sgn(c) = (—1)".

zu (c) Die Leibniz-Formel fiir die Determinante einer Matrix A € M, g lautet det(A) =
Yoes, 580(0) [Ty tkor)- Da 0 = (2 5) eine Transposition ist, gilt sgn(c) = —1. AuBerdem gilt
Aig(1) = 11 = 2, Agp2) = 25 = T, A3,3) = 033 = 6, G4p4) = aga = 8 und as,(5y = as2 = 7.
Insgesamt erhalten wir s, = (=1)-2-7-6-8-7 = —4704.

zu (d) Die ersten beiden Regeln sind im Allgemeinen falsch. Setzt man zum Beispiel

1 2 1 0
A= und B=E® =
3 4 0 1

dann gilt det(A) =1-4—-3-2=—-2,det(B)=1-1—-0-0=1, aber
2 2
det(A+B) = det<3 5) = 2:5-3-2 = 4 # det(A)+det(B)

und

-1 =2
det(—4) = det ( 3 4) = (-1)(-4)-(=3)(-2) = -2 # —det(4).
(Die Determinantenfunktion verhélt sich additiv in jeder einzelnen Zeile, aber nicht additiv beziiglich

der gesamten Matrix.)

Die dritte Regel ist richtig. Dies kann man sich zum Beispiel anhand der Leibniz-Formel

det(A) = Z sgn(o) H Ao (k)
o€S, k=1

klarmachen: Ist die /-te Zeile von A gleich Null, dann ist in jedem Produkt szl aro(k) der Faktor

age(ry = 0, also auch die gesamte Summe. Nehmen wir nun an, dass die {-te Spalte von A gleich Null ist.

Fiir jedes o € S, muss es auf Grund der Bijektivitét ein j € {1,...,n} mit o(j) = ¢ geben. Im Produkt

[Ti—1 @ko(r) ist dann der Faktor aj,(;) = aje gleich Null.



Aufgabe 1

zu (a) Die Sarrus-Regel liefert

det(B) = 1.0-1+2-1.040.2.1-0-0-0-1-1.1-1.2.2 =

zu (b) Hier ergibt sich die Determinante der Matrix aus der Rechnung

1000 10 00 1000
0 20 0 020 0 0200
det(A) = det|_ _ _ _ = det|_ _ _ _|A4det]_ _ _ _
0 0 3 0 0 0 3 0 00 3 0
1 1 0 4 0 0 0 4 1100
1000 1000 1000
0200 _ - 01 .00 _ 01 .00
= det|_ _ _ _|4+0 = 2.det|_ _ _ _ = 6-det|_ _ _ _
0 0 3 0 00 30 0 010
00 0 4 00 0 4 00 0 4
1000
_ 01 00 _ _
= 24-det|_ _ _ _ = 24 = 3
0 01 0
0 0 01
Aufgabe 2

zu (a)

1 2 3 4 5
5 3 4 2 1
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zu (b) Die Elemente von A4 sind genau die Elemente der S; mit positivem Signum. Es gibt in der
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Ay genau halb so viele Elemente wie in der Sy, also genau % - (4 = % - 24 = 12. Eines davon ist die
Identitét, laut Vorlesung besitzt aufierdem jedes Produkt aus zwei Transpositionen das Signum (—1)% = 1.
Wir versuchen, durch Bildung solcher Produkte 12 verschiedene Elemente zusammenzubekommen. Um

sicherzugehen, dass die Elemente wirklich verschieden voneinander sind, rechnen wir die Elemente jeweils



in Tabellenschreibweise aus.

(13)(24) = <; i i’ j) (14)23) = (i 3 g f)
(12)(23) = <; z i’ j) (23)(12) = (; i j)
(12)(24) = <; j 2 ?) 24)(12) = (i i 2 i)
(13)(34) = <; i i ?) B4Ha3) = (i 5 :1)) 3)
(23)(34) = (1 2 i ;) B4)23) = G 3)

Aufgabe 3

zu (a) Fiir jedes o € Sy mit o(1) € {1,2} gilt s, = 0, denn in diesem Fall enthilt s, einen Faktor der
Form aq ; mit j € {1,2}, und diese Eintrége in der Matrix sind gleich Null. Aus demselben Grund ist
$¢ = 0 in den Fillen o(2) € {1,2}, 0(3) € {3,4} und o(4) € {3,4}. Fiir ein o € Sy ist also nur dann
se # 0, wenn o(1),0(2) € {3,4} und 0(3),0(4) € {1,2} gilt. Dabei ist o durch die Wahl von ¢(1) und
o(3) bereits festgelegt. Denn auf Grund der Bijektivitidt von o muss o(1) # o(2) und o(3) # o(4) gelten,
und damit bleibt fiir 0(2) und o(4) nur noch jeweils eine Moglichkeit. Fiir die Wahl der Bilder o(1)
und o(3) gibt es jeweils zwei Moglichkeiten (ndmlich 3,4 bzw. 1,2), somit existieren hichstens 2 -2 = 4

Elemente ¢ mit s, # 0.

zu (b) Das eindeutig bestimmte Element oy € Sy mit 01(1) = 3 und 01(3) = 2 ist gegeben durch

1 2 3 4
o1 = <3 L 2) = (132 4).

Die drei anderen Moglichkeiten (o(1),0(3)) = (4,3),(3,4), (4,3) liefern entsprechend die drei Elemente

123 4 123 4 123 4
T (4312) (14)O<1342> - (14)0(23>O<1243>

= (1 4)0(2 3)0o(3 4)
(1 2 3 4)
03 =
3 4 2 1

1 2 3 4
“ 3)O<1 4 2 3)
S (1 23 4) — (1 402 3)

4 302 4’°C > ;l)

(1 3)o(2 4)0(3 4)
43 21



Auf Grund der Anzahl der Transpositionen ist das Signum der vier Elemente gegeben durch sgn(oq) =
(—=1)2 =1, sgn(oz) = (1) = —1, sgn(o3) = (—=1)> = —1 und sgn(oy) = (—=1)? = 1. Die zu den vier

Elementen gehérenden Summanden sind also gegeben durch

Soy = 1:-4-5-8 = 160
Sey = (=1)-2:3-5-8 = —240
Sey = (=1)-1-4-6-7 = —168

Sey = 2:3-6-7 = 252

Fiir die Determinante erhalten wir den Wert det(A) = 160 + (—240) + (—168) + 252 = 4.



