Samstag, 21. November 2020

Analysis einer Variablen
— Blatt 3 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0  (Vorbereitung auf das Tutorium)

(a) Sei f: X — Y eine injektive Abbildung. Begriinden Sie mit einem geeigneten Satz aus der Vorle-

sung, dass es dann eine surjektive Abbildung g : Y — X gibt.

(b) Sei A eine endliche Menge der Méchtigkeit |A| = 42. Zeigen Sie, dass es fiir jedes n < 42 eine
injektive Abbildung M,, — A und fiir jedes n > 42 eine surjektive Abbildung M, — A gibt.
Begriinden Sie auch, dass es keine bijektive Abbildung A — M3 gibt.

(c) Sei f:7Z — 7 gegeben durch f(n) = n?. Geben Sie fiir jedes r € Z die Urbildmenge f~*({r}) an.
Gibt es Teilmengen A, B C Z mit A # B, aber f(A) = f(B)?

Aufgabe 1

Seien XY, Z Mengen und f: X - Y, g:Y — Z Abbildungen. Beweisen Sie:
(a) Ist go f : X — Z injektiv, dann ist auch f injektiv.

(b) Ist go f : X — Z surjektiv, dann ist auch g surjektiv.

Aufgabe 2
Sei f: X — Y eine Abbildung.
(a) Zeigen Sie, dass fiir alle C, D C Y jeweils f~1(C N D) = f~1(C) N f~Y(D) gilt.

(b) Zeigen Sie anhand eines konkreten Gegenbeispiels, dass die Gleichung
f(AN B) = f(A)N f(B) im Allgemeinen nicht fiir alle A, B C X erfiillt ist.

Aufgabe 3

(a) Seien A und B nichtleere endliche Mengen, a € A, b € B sowie A’ = A\ {a} und B’ = B\ {b}.
Zeigen Sie: Ist f : A — B eine bijektive Abbildung mit f(a) = b, dann ist f|4 eine bijektive
Abbildung zwischen A’ und B’.

(b) Beweisen Sie durch vollstidndige Induktion iiber n € Ng: Gilt |A| = |B| = n, dann gibt es genau n!
bijektive Abbildungen A — B.

Hinweis:  Im Induktionsschritt seien A und B Mengen mit |A] = |B| = n+ 1. Sei a € A fest
gewihlt. Zeigen Sie mit der Induktionsvoraussetzung und Teil (a), dass es fiir jedes b € B jeweils
genau n! bijektive Abbildungen f: A — B mit f(a) = b gibt.

Dieses Blatt wird vom 24. bis zum 27. November im Tutorium bearbeitet.



Analysis einer Variablen
— Blatt 3 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1 (10 Punkte)
Beweisen Sie, dass P(IN) iiberabzéihlbar ist.

Hinweis:  Angenommen, ¢ : IN — P(IN) ist eine bijektive Abbildung. Betrachten Sie in P(IN) das
Element D = {n € N | n ¢ ¢(n)}. Fiir ein ny € IN muss dann ¢(ng) = D gelten. Versuchen Sie, daraus

einen Widerspruch herzuleiten.

Aufgabe 2 (34+3+4 Punkte)

Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y, g:Y — Z zwei Abbildungen.

(a) Beweisen Sie fiir jede Teilmenge A C X und jede Teilmenge C' C Z die Gleichungen
(g0 f)(A) = g(f(A)) und (go /)~H(C) = f (g 1(C)).

(b) Untersuchen Sie, ob die Gleichung f(AU B) = f(A) U f(B) fiir alle Teilmengen A, B C X gilt.

(c) Zeigen Sie: Ist f injektiv, dann gilt f~1(f(A)) = A fiir jede Teilmenge A C X.
Ist f surjektiv, dann gilt f(f~1(B)) = B fiir jede Teilmenge B C Y.

Aufgabe 3 (644 Punkte)

(a) Seien X und Y endliche Mengen mit |X| = |Y| und f: X — Y eine Abbildung.

Beweisen Sie die Aquivalenzen

f ist injektiv < f ist surjektiv < f ist bijektiv.

(b) Zeigen Sie anhand konkreter Gegenbeispiele, dass fiir gleichmiichtige unendliche Mengen im Allge-

meinen weder die erste noch die zweite Aquivalenz erfiillt ist.

Abgabe: Donnerstag, 3. Dezember 2020, 10:15 Uhr
Bitte geben Sie auf jeder Abgabe die Nummer Threr Ubungsgruppe an.



