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(Wiederholungsklausur alte Studienordnung)

Nachschreibklausur

Nachname: Vorname:

Matrikelnr.:

Ihr Klausurergebnis kénnen Sie auf der Vorlesungshomepage mit Hilfe eines Benutzernamens,
eines Passworts und einer vierstelligen Identifikationsnummer abrufen, die Thnen personlich

zugeordnet ist. Sie erhalten diese Daten wéihrend der Klausur.

Aufgabe | 1 2 3 4 5 6 7 8 >
Punkte

Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blatter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1.  (3+4+3 Punkte)
Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung 12 und g € G ein Element mit G = {g). Sei N = (g*).

(a) Begriinden Sie, dass N < G gilt, und bestimmen Sie die Ordnungen von N und G/N.
(b) Zeigen Sie, dass R = {e, g, ¢% ¢°} ein Repriisentantensystem von G/N ist.

(c) Begriinden Sie, dass G = Z/127, N = 7./3Z und G/N = Z/47Z gilt.

Losung:
zu (a) Als zyklische Gruppe ist G abelsch, und daraus folgt, dass jede Untergruppe von G Normalteiler ist.

Wegen 4 | 12 gilt |[N| = ord(¢g*) = 12 = 3, und |G/N| = % =L =4

zu (b) Die Elemente von G//N sind gegeben durch ¢* N mit 0 < k < 12. Fiir jedes solche k liefert die Dimension
mit Rest ein a € {0,1,2,3} und ein q € Z mit k = 4q+a. Wegen g*¢ € N gilt g* N = g¢t4N = (¢°N)(g*N) =
g®N. Dies zeigt, dass das Element g € R in der Nebenklasse g N liegt. Andererseits enthélt g* N nicht mehr
als ein Elemnt aus R. Sind nimlich a,b € {0,1,2,3} mit g%,¢° € g*N, dann folgt g°N = gkN = ¢g’N, und

a

daraus wiederum folgt g~ € N. Wegen N = (g*) existiert ein r» € Z mit ¢*~* = (¢*)" = ¢g*". Aber wegen
ord(g) = 12 ist dann b — a — 4r ein Vielfaches von 12, und 4 somit ein Teiler von b — a. Wegen 0 < a,b < 4 folgt

daraus wiederum a = b.

zu (c) Jede zyklische Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu Z/nZ. Daraus folgt G = Z,/12Z. Als zyklische
Gruppe der Ordnung 3 ist N isomorph zu Z/37Z. Die Elemente von G/N sind genau die Elemente der Form
g"N = (gN)*, mit k € Z. Dies zeigt, dass G/N = (gN) gilt, also auch G/N zyklisch ist. Als zyklische Gruppe
der Ordnung 4 ist G/N isomorph zu Z/47.



Name:

Aufgabe 2.  (2+3+5 Punkte)

Sei G = (Z/16Z,+), und sei ¢ : G — Z /47 die Abbildung definiert durch ¢(a+ 16Z) = a+4Z
fiir alle a € Z.

(a) Zeigen Sie, dass ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist.
(b) Weisen Sie nach, dass ¢ surjektiv ist.
(c) Zeigen Sie, dass ein Isomorphismus G /(4 + 16Z)) = 7Z./47, von Gruppen existiert.
Lsung:
2u (a) Fiir alle a,b € Z gilt
&((a+16Z)+(b+16Z)) = ¢(a+b+16Z) = a+b+4Z = (a+4Z)+(b+47Z) = ¢(a+16Z)+¢(b+16Z).
z2u (b)  Sei a + 47 € Z/AZ vorgegeben, mit a € Z. Dann gilt ¢(a + 16Z) = a + 4Z.

zu (¢) Um den Homomorphiesatz anwenden zu kénnen, miissen wir noch iiberpriifen, dass ker(¢) = (4 + 16Z)
gilt. Die Inklusion ,, 2 ist erfiillt, weil 4+ 16Z wegen ¢(4+16Z) = 4+ 47 = 0+ 47 = 0z/47 in ker(¢) enthalten
ist. Sei umgekehrt a + 167 ein Element von ker(¢), mit a € Z. Dann gilt a +4Z = ¢(a+ 16Z) = 0+ 47Z. Es folgt
a = 0mod 4, es gilt also a = 4b fiir ein b € Z. Daraus wiederum folgt a+16Z = 4b+16Z = b(4+16Z) € (4+16Z).

Der Homomorphiesatz liefert nun den angegebenen Isomorphismus.
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Aufgabe 3.  (4+3+3 Punkte)

(a) Geben Sie ein 7 € IN und Gruppen Gi,...,G, an, so dass jede abelsche Gruppe der
Ordnung 24 zu genau einer dieser Gruppen G; mit 1 < j <r isomorph ist. Ein Nachweis

ist hier nicht erforderlich.
(b) Begriinden Sie, dass die Gruppe Z /27 x 7./127 nicht zu Z /37 x 7./87 isomorph ist.

(c) Geben Sie zwei nicht abelsche, nicht zueinander isomorphe Gruppen der Ordnung 24 an

(mit Nachweis).

Losung:
zu (a) Die Aussage ist erfillt fiir r = 3und Gy = Z/24Z, Gy = Z/2Z X Z/12Z und Gs = Z/2Z. x Z./]2Z. X 7./ 6 Z.

zu (b) Das Element (0,1) ist von Ordnung 8 in Z /37 x Z,/8Z, wegen 12 - (0,1) = (0,0) und % - (0,1) # (0,0)
fiir 1 < k < 11. Wéren die Gruppen isomorph, dann miisste es auch in Z,/27 x Z,/1Z.2 ein Element der Ordnung
8 geben. Es gilt aber 12 - (a,b) = (0,0) fiir alle (a,b) € Z/2Z x 7Z/12Z, die Ordnung jedes Elements in dieser

Gruppe ist also (im Gegensatz zu 8) ein Teiler von 12.

zu (¢) Die Gruppen D3 und Sy sind laut Vorlesung beide nicht-abelsch von Ordnung 24. In D,, gibt es fiir
jedes n > 3 ein Element der Ordnung n, in Dis also ein Element der Ordnung 12. In S; dagegen existieren
neben dem Neutralelement nur Elemente der Ordnung 2, 3 und 4, denn jeder k-Zykel (mit k& € {2,3,4}) ist
ein Element der Ordnung k, und die Doppeltranspositionen sind von Ordnung 2. Also sind die beiden Gruppen

nicht isomorph.
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Aufgabe 4.  (4+3+3 Punkte)
Sei G = R* mit der Multiplikation als Verkniipfung und X = R?.

(a) Zeigen Sie, dass durch - : G x X — X, (a,v) — av eine Gruppenoperation von G auf X
definiert ist.

(b) Bestimmen Sie die Stabilisatorgruppen G g0,0) und G110y (jeweils mit Nachweis).
(¢) Bestimmen Sie die Bahn G((1,1,0)), und begriinden Sie, dass die Operation
nicht transitiv ist.
Lésung:
zu (a) Seien a,b € R* und v € R3. Dann gilt 1-v=1v=v und a- (b-v) = a(bv) = (ab)v = (ab) - v.

zu (b) Fiir jedes a € R* gilt a - (0,0,0) = (0,0,0). Somit gilt G(g,0,0) = R*. Fiir jedes a € R* folgt aus
a € G 1,0 jeweils (a,a,0) =a-(1,1,0) = (1,1,0), und damit @ = 1. Dies zeigt, dass G 1,0y = {1} ist.

zu (¢c) Nach Definition ist die Bahn gegeben durch
G((1,1,0) = {a-(LLO)[aeR} = {(a,a,0)]acR*}.

Das Element w = (0,0, 1) stimmt fiir kein a € R* mit (a, a,0) iiberein. Dies zeigt, dass G((1,1,0)) nicht mit

R? {ibereinstimmt, und somit ist die Operation nicht transitiv.
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Aufgabe 5.  (4+3+3 Punkte)
Sei G eine Gruppe der Ordnung 2023. (Es ist 2023 = 7 172.)

(a) Zeigen Sie, dass G Normalteiler P und @ der Ordnung 7 bzw. 289 besitzt.
(b) Weisen Sie nach, dass G = P x @ gilt.

(c) Begriinden Sie, dass G eine abelsche Gruppe ist.

Losung:

zu (a) Fir jede Primzahl p sei v, die Anzahl der p-Sylowgruppen von G. Nach dem Dritten Sylowsatz gilt
vi7 | 7, also v17 € {1,7}, und aukerdem v17 = 1 mod 17. Wegen 7 # 1 mod 17 folgt v17 = 1. Ebenso gilt vy | 172,
also v7 € {1,17,17%}, und vz = 1mod 7. Wegen 17 =3 # 1mod 7 und 172 =32 =9 =2 # 1mod 7 folgt v; = 1.

Sei sei P die einzige 7 und Q die einzige 17-Sylowgruppe. Wegen |G| = 71172 gilt |P| = 7 und |Q| = 17? = 289.

Laut Zweitem Sylowsatz sind P und @ wegen v; = v17 = 1 beides Normalteiler von G.

zu (b) Laut Vorlesung geniigt es nachzuweisen, dass G ein inneres direktes Produkt von P und @ ist. Aus Teil
(a) ist bereits bekannt, dass die Untergruppen beides Normalteiler von G sind. Auf Grund der Teilerfremdheit
von |P| =7 und |Q| = 17% gilt PN Q = {e}. Wegen P,Q < G ist das Komplexprodukt PQ eine Untergruppe
von G, sogar ein Normalteiler. Weil P und @) Untergruppen von PQ sind, ist | PQ| nach dem Satz von Lagrange
ein gemeinsames Vielfaches von 7 und 172, wegen kgV(7,17?) = 2023 also ein Vielfaches von |G|. Aber aus
PQ C G und |PQ| > |G| wiederum folgt G = PQ. Insgesamt sind damit alle Eigenschaften eines inneren

direkten Produkts nachgewiesen.

zu (c) Als Gruppe der Primzahlordnung 7 ist P zyklisch, somit auch abelsch, und als Gruppe von Primzahl-
quadratordnung ist @ ebenfalls abelsch. Daraus folgt, dass P x ) abelsch ist, und auf Grund der Isomorphie
ist auch G abelsch.



Name:

Aufgabe 6.  (4+4+2 Punkte)
Sei v, 3 € € mit o® = 4o + 2 und B = 493 + 21.

(a) Bestimmen Sie die Erweiterungsgrade [Q(«a) : Q], [Q(5) : Q] und [Q(«, 5) : Q]
(jeweils mit Nachweis).

(b) Bestimmen Sie, ebenfalls mit Nachweis, den Grad der Erweiterung Q(a, 8, v—3)|Q.

(c) Begriinden Sie, dass kein Q-Homomorphismus ¢ : Q(a, f) — Q existiert.

Losung:
zu (a) Das Element « ist eine Nullstelle von f = 2° — 4z — 2, und 3 ist eine Nullstelle von g = 27 — 49x — 21.
Die Polynome liegen in Q[z], sind normiert, und irreduzibel auf Grund des Eisenstein-Kriteriums (angewendet

auf die Primzahlen 2 bzw. 7). Es gilt also pa,q = f, ts,q@ = ¢ und somit [Q(«a) : Q] = grad(f) =5, [Q(S) : Q] =
grad(g) = 7.

Der Korper Q(«) und Q(8) sind Zwischenkorper von Q(«, 8) | Q. Auf Grund der Gradformel gilt

und

Q(e,8): Q] = [Q(,3):Q(H)]-[QAB): Q] = [Qa,B):Q(B)]-T.

Dies zeigt, dass [Q(a, ) : Q] ein Vielfaches von kgV(5,7) = 35 ist, und insbesondere [Q(a,3) : Q] > 35
gilt. Das Polynom g liegt auch in Q(a)[z], ist wegen g(8) = 0 also ein Vielfaches von pg (). Daraus folgt
[Q(a, B) : Q(B)] = grad(ug,q(a)) < grad(g) = 7. Eine nochmalige Anwendung der Gradformel liefert

[Q(e,0): Q] = [Q(,8): Q()]-[Q(): Q] <7-5 = 35

und insgesamt [Q(c, B) : Q] = 35.

zu (b) Das Polynom h = 2% +1 liegt in Q(v, 8)[x], ist normiert und hat /=3 als Nullstelle. Wiire es reduzibel,
dann wiirden 4++/—3 wegen grad(h) = 2 in Q(a, ) liegen. Es wire dann Q(v/—3) ein Zwischenkdrper von
Q(a, B) | Q. Laut Vorlesung gilt [Q(v/—3) : Q] = 2. Auf Grund der Gradformel

35 = [Qe,5,V=3):Q(V=-3)]-Q(V-3):Q = [Q(e,8,V-3):Q(V-3)] 2

wére 2 ein Teiler von 35. Der Widerspruch zeigt, dass h iiber Q(«, ) irreduzibel ist. Insgesamt gilt h =
1y=3.Q(a,p) Wd [Q(a, B,V =3) : Q(a, B)] = grad(h) = 2. Mit der Gradformel erhalten wir

Q. 87V=3):Q] = [Qa,8,V=3): Q@) [QB):Q = 2:35 = 70,

zu (¢) Angenommen, ¢ : Q(a,8) — Q ist ein Q-Homomorphismus. Dann bildet ¢ die Nullstelle o von f auf
eine Nullstelle ¢(a) von f in Q ab. Aber aus Teil (a) ist bekannt, dass f in Q[z] irreduzibel ist und somit keine

rationale Nullstelle besitzt. Der Widerspruch zeigt, dass kein Q-Homomorphismus wie angegeben existiert.
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Aufgabe 7.  (2+4+4 Punkte)

Es sei Fglg ein algebraischer Abschluss des Korpers Fy. Fiir jedes n € IN sei Fon der eindeutig

bestimmte Zwischenkdrper von ]Fglg|]F2 mit 2" Elementen.
(a) Bestimmen Sie die Anzahl der Teilkérper von Fg,.
(b) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente o € Iy mit (a) = F.

(c) Bestimmen Sie die Anzahl der Elemente in I, U Fg.

Losung:
zu (a) Es gilt [Fgq : Fa] = [Fos : Fy] = 6. Die Zahl 6 besitzt vier Teiler (1, 2, 3 und 6). Laut Vorlesung stimmt

diese Anzahl mit der Anzahl der Teilkdrper von Fgy iiberein.

zu (b) Die Gruppe Fjj ist von Ordnung 15, und als multiplikative Gruppe eines endlichen Kérpers auch
zyklisch. Eine zyklische Gruppe der Ordnung 15 besitzt laut Vorlesung genau ¢(15) = ¢(3)p(5) = 2-4 = 8

erzeugende Elemente.

zu (¢) Fiir alle m,n € IN ist m | n dquivalent zu Fom C Fon. Die Zahl 1 ist der einzige gemeinsame Teiler
von 2 und 3, und somit ist IFo der einzige gemeinsame Teilkérper von IFy = Fy2 und Fg = F9s. Da IF4 N Fg ein

gemeinsamer Teilkorper der beiden Korper ist, folgt Iy N Fg = IF5. Daraus wiederum folgt

[F,UFs] = |Fy|+|Fs|—|F4snFs] = 4+8-2 = 10.
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Aufgabe 8.  (4+3+3 Punkte)
Sei v = V4 + 5v/2.

(a) Bestimmen Sie das Minimalpolynom des Elements « tiber @ (mit Nachweis).

(b) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von « iiber Q(v/2).
Hier ist kein Nachweis erforderlich.

(c) Begriinden Sie, dass Q(«)|Q keine normale Erweiterung ist.

Losung:

zu (a) Es gilt
a=\4+5V2 = a?=445V/2 = a’-4=5V2 = (a®-4)2=50

= a*-82%24+16=50 = ao*—8a?—-34=0.

Das Element « ist also eine Nullstelle von f = 2* —8x2—34. Auferdem ist das Polynom normiert, und irreduzibel

auf Grund des Eisenstein-Kriteriums (angewendet auf die Primzahl 2). Ingesamt folgt daraus p..q = f.
zu (b)  Es gilt p1,, o(v5) = 22 — (4+ 5V2).

zu (¢) Das Polynom f ist in Q[z] irreduzibel und besitzt mit « in Q(«v) eine Nullstelle. Wire Q(«)|Q normal,
dann miisste f iiber Q(«) in Linearfaktoren zerfallen. Alle komplexen Nullstellen von f miissten somit in Q(«)

liegen. Nun ist auch § = /4 — 5v/2 eine Nullstelle von f, denn es gilt
f(BYH = (4-5vV2)2—-8-(4—5V2)—34 = 16-40V2+50-32+40vV2—-34 = 0.

Aber wegen 4 — 5v/2 < 0 ist 8 nicht reell, kann somit wegen Q(a) C R auch nicht in Q(«) liegen.



