
Schnitte senkrecht zu den Koordinatenachsen

Definition (8.6)

Sei C ⊆ Ω1 × Ω2 eine beliebige Teilmenge, x ∈ Ω1 und y ∈ Ω2.
Dann definieren wir

C 1
x = {y ∈ Ω2 | (x , y) ∈ C} und C 2

y = {x ∈ Ω1 | (x , y) ∈ C}.

Wir nennen C 1
x bzw. C 2

y einen Schnitt durch C senkrecht zur x-
bzw. zur y -Achse.

Notation:
Für jedes C ∈ A definieren wir die Funktion

sC : Ω1 → R̄+, x 7→ µ2(C
1
x ).



Existenz des Produktmaßes

Satz (8.11)

Es gibt auf A1 ⊗ A2 ein eindeutig bestimmtes Maß µ mit

µ(A1 × A2) = µ1(A1)µ2(A2) für alle A1 ∈ A1 , A2 ∈ A2.

Dabei gilt

µ(C ) =

∫
µ2(C

1
x ) dµ1(x) =

∫
µ1(C

2
y ) dµ2(y)

für alle C ∈ A1 ⊗ A2. Das Maß µ ist ebenfalls σ-endlich. Wir
bezeichnen es als das Produktmaß µ1 ⊗ µ2 von µ1 und µ2.

Die Gleichungen für µ(C ) bezeichnet man auch als Cavalierisches
Prinzip.















Messbarkeit entlang von Koordinatenachsen

Notation:

Seien (Ω1,A1, µ1) und (Ω2,A2, µ2) zwei Maßräume. Es sei
(Ω′,A ′) ein weiterer Messraum und f : Ω1 × Ω2 → Ω′ eine
Abbildung.
Für jedes x ∈ Ω1 bezeichnen wir mit f 1x die Funktion gegeben
durch f 1x : Ω2 → Ω′, y 7→ f (x , y).
Entsprechend sei für jedes y ∈ Ω2 die Funktion f 2y : Ω1 → Ω′

gegeben durch f 2y (x) = f (x , y) für alle x ∈ Ω1.

Lemma (8.12)

Sei f : Ω1 × Ω2 → Ω′ eine (A1 ⊗ A2)-A ′-messbare Funktion.
Dann gilt

(i) Die Funktion f 1x ist A2-A ′-messbar für jedes x ∈ Ω1.

(ii) Die Funktion f 2y ist A1-A ′-messbar für jedes y ∈ Ω2.







Der Satz von Tonelli

Satz (8.13)

Sei f : Ω1 × Ω2 → R+ eine (A1 ⊗ A2)-messbare Funktion.
Dann gilt

(i) Die Abbildung Ω2 → R̄+, y 7→
∫
f 2y dµ1 ist A2-messbar.

(ii) Die Abbildung Ω1 → R̄+, x 7→
∫
f 1x dµ2 ist A1-messbar.

(iii) Es gilt

∫
f d(µ1 ⊗ µ2) =∫ (∫

f 2y dµ1

)
dµ2(y) =

∫ (∫
f 1x dµ2

)
dµ1(x).











Der Satz von Fubini

Satz (8.14)

Sei f : Ω1 × Ω2 → R̄ eine µ1 ⊗ µ2-integrierbare Funktion.
Dann gilt

(i) Die Funktion f 1x ist für µ1-fast alle x ∈ Ω1 µ2-integrierbar.

(ii) Die Funktion f 2y ist für µ2-fast alle y ∈ Ω2 µ1-integrierbar.

(iii) Die µ1-fast überall definierte Funktion x 7→
∫
f 1x dµ2 ist

µ1-integrierbar, und die µ2-fast überall definierte Funktion
y 7→

∫
f 2y dµ1 ist µ2-integrierbar. Es gilt∫

f d(µ1⊗µ2) =

∫ (∫
f 2y dµ1

)
dµ2(y) =

∫ (∫
f 1x dµ2

)
dµ1(x).



Anwendung: Stetige Funktionen auf Rechtecken

Folgerung (8.15)

Seien a, b, c , d ∈ R mit a < b und c < d , sei Q = [a, b]× [c , d ],
und sei f : Q → R eine stetige Funktion. Dann ist f
Lebesgue-integrierbar, die Funktion [c , d ] → R, y 7→ f (x , y) ist für
jedes x ∈ [a, b] Riemann-integrierbar, und es gilt∫

Q
f dµ2 =

∫ b

a

(∫ d

c
f (x , y) dy

)
dx .






