88. ProduktmaBe und Satz von Fubini

Seien (Qy, <7) Messraume fiir k € {1,2}, auBerdem Q = Q7 x 2y,
und es bezeichen w1 : Q — Q1 und 7 : Q — Qs die zugehdrigen
Projkektionsabbildungen.

Definition (8.1)
Als Produkt o = o) ® </ der beiden o-Algebren @7 und o
bezeichnet man die von dem System

{r A | ke {1,2}, Ae o}

erzeugte o-Algebra. Das Paar (€2, .o7) wird dann das Produkt der
beiden Messraume (1, .27 ) und (2, o%) genannt.

Man sieht unmittelbar, dass @] ® % die kleinste o-Algebra in
Q1 x Qy ist, beziiglich der die beiden Projektionsabbildungen
1,2 messbar sind.



Erzeugendensystem vom ProduktmaBen

Fiir k = 1,2 sei &) jeweils ein Erzeugendensystem von o7, wobei
wir zusatzlich annehmen, dass in &% jeweils eine monoton
wachsende Folge mit (Exm)men mit e Exm = Qi exstiert.
Dann bilden die Mengen der Form E; x E; mit E; € & und

E> € & ein Erzeugendensystem von &/ = &) ® 4.

Der Satz zeigt auch, dass unter der angegebenen Voraussetzung
die Mengen der Form A; x Ay mit Ay € < fir k € {1,2} in o
enthalten sind und ein Erzeugendensystem dieser o-Algebra bilden.



Bats o Sale § 2

3% Ewwﬁﬁw doe o~ Mgl Ay (e=12)
(En) me ne §8% o Lolaenda g on Eie

wok &6)“\5&“ -0 i Bed @

Su A= V-1V o andk 7.5 dne e JIE\’(Ez l B.C J\,
C.ed, } m?(k Q)”k%(Qrea\v 223 A e B

2" Bvedd, BinE e KNECER K C kg

e Wwprfen Suen Ao ke £, €, ey
WOED) = €20, wHEN - Q= B,




Nodn B} gn M@ A, Sunoh 4,&52 ﬁmeglw\ w B, &,
M&MMHW&@WM$ QQ“@ﬁEJ=~*?
N\\ ch)"\%ﬂ\v\w\r (/\L‘\él\ E wz o‘Q ,\MQ i \A (63) \Ar

) o QDMU\(({ 2iq 7’3’@0’\ (}\(L“3> Ty, B ’f"\l§</\\f\ e'l‘GQ ‘Al \"’J\
/ )uv\\)\ \L\va\ \A OL/\Q \1@9 \VQ Q- '\N/(BKQ\\YO\ W\Ji O(J&{\S b’\ Bk

\

\.A b-m

Predalt @D Zame das ae by (st s T anadg)
Wir miseen v ("(’"’\‘\?" L}\":"“ ,(\\("Q( _\‘ QE) ¥ \A ‘Q_"‘ )pr\O> S
AME  Za O»U( Su JS&: e &y W‘\?&/(?‘* Do %\C\a
K@) = £, She e
CA\Y Ke N \
koo anda A

s S e dek wn = seplem wom A
{u%\n (Nz'a/\ O\LJ,\ “\-\\B CVQS Op“?fi\wcm{ \ﬁ;{,«v\@ﬁ/v& A \A'




Die Borelsche o-Algebra als Produktmal3

Wie man sich leicht {iberzeugt, kann das Produkt der Messrdume
von zwei auf endlich viele Faktoren ausgedehnt werden.

Folgerung (8.3)

Fiir jedes n € IN stimmt die Borelsche o-Algebra %, in R" stimmt
mit der o-Algebra @ _; % lberein.




Zur Eindeutigkeit des ProduktmaBes

Satz (8.4)

Fir k = 1,2 sei &k jeweils ein N-stabiles Erzeugendensystem von
<, das eine monoton wachsende Folge (Exm)men mit

Un—1 Ekm = Q& und i (Exm) < +oc fiir alle m € IN enthlt.
Dann gibt es hochstens ein MaB 1 auf (€2, .27) mit

/L(E1XE2) = ,ul(El),LLQ(EQ) fir alle E; € 61 und E> € 65.
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Zur Eindeutigkeit des ProduktmaBes (Forts.)

Folgerung (8.5)

Ist i fiir 1 < k < n jeweils ein o-endliches MaB auf <7, dann gibt
es héchstens ein MaB p auf @) _; @ mit

(A x .. x Ay = J[m(A)  fir Aced, 1<k<n.
k=1

V




Schnitte senkrecht zu den Koordinatenachsen

Von nun an setzen wir voraus, dass (Q1, 9%, p1) und (Q2, %%, 12)
zwei MaBraume mit o-endlichen MaBen p1, po sind.

Definition (8.6)

Sei C C Q; x Qy eine beliebige Teilmenge, x € 21 und y € Q5.
Dann definieren wir

Ci = {yeQ|(xy)eCt und C = {xe|(x,y)€C}

Wir nennen C! bzw. C}? einen Schnitt durch C senkrecht zur x-
bzw. zur y-Achse.
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Schnitte und Mengenoperationen

Lemma (8.7)

Sei C C Q5 x Q und (Cpy)men eine Folge in Q1 x Q3. Dann
gelten fiir alle x € Q; die Gleichungen (2 \ C). = Q,\ C! und
UL Cm)1 = Umen(Cm)%. Analoge Gleichungen gelten auch fiir

X

die Schnitte senkrecht zur y-Achse.

Lemma (8.8)

Sei C € o/. Dann ist fiir jedes x € Q; die Menge C} in 2%
enthalten. Ebenso gilt Cf € oA fir alle y € Qo.
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MaB der Schnittmengen als Funktion der Koordinate

Notation:
Fiir jedes C € o7 definieren wir die Funktion

sc 1 — Ry, x> ua(Ch).

Lemma (8.9)
Die Abbildungen s¢ erfiillen wir alle C € o/ und alle x € Q; die
folgenden Rechenregeln.
(i) sa(x) = p2(22)
(i) sa\c(x) = 12(22) — sc(x).
(iii) Gilt C =Jo2; C, fiir eine Folge (Cy)nen in & bestehend
aus paarweise disjunkten Mengen, dann folgt
sc(x) = 221 s (x).
(iv) Ist Ay € @4 und Ay € o, dann gilt SAIx Ay = ,UQ(AQ) ° 1A1
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Messbarkeitseigenschaft von s¢

Erinnerung:

Ein in einer Menge € ist ein Mengensystem & mit
@ € 9, dass abgeschlossen unter Komplementen und abz3hlbaren
disjunkten Vereinigungen ist.

Lemma (8.10)

Sei C € o7. Dann gilt
(i) Die Funktion sc : Q1 — R, x > up(C}) ist /-messbar.
(i) Die Funktion s; : Qp — Ry,y— ul(C}?) ist .af5-messbar.




Beweis von Lemma 8.10, nur Teil (i) (Skizze)

Zunéachst tberpriift man mit Hilfe der Regeln (i), (ii) und (iii) aus
Lemma 8.9, dass das Mengensystem

2 = {C € Q| scist o-messbar }
ein Dynkin-System ist. Auf Grund der Regel (iv) ist das System
& = {Aleg‘Alelel,AQEeQ{z}

in 2 enthalten. Daraus folgt (&) C 2. AuBerdem ist es N-stabil,
und nach Satz 4.3 folgt daraus o(&) = 0(&’). Wegen o(&) = o/
folgt daraus wiederum 2 = 7. Dies bedeutet, dass s¢ fiir jedes
C € o/ eine messbare Funktion ist.



Existenz des ProduktmaBes

Es gibt auf @4 ® 9% ein eindeutig bestimmtes MaB p mit
H(Al X Ag) = ,u,l(Al)/LQ(Az) fur alle A € Jfl ; A € JZ72

Dabei gilt

W(O) = [ (€ din) = [ 1a(CP) draty)

fir alle C € 94 ® 9. Das MaB p ist ebenfalls . Wir
bezeichnen es als das ProduktmaB w1 ® po von py und po.

Die Gleichungen fiir u(C) bezeichnet man auch als Cavalierisches
Prinzip.



Historische Anwendung des Cavalierischen Prinzips

(Erlauterung auf der nichsten Seite)




@ Das Ziel ist der Nachweis, dass die Kugel mit Radius r das
Volumen %7U3 besitzt.

o Fiir diesen Nachweis setzte Cavalieri neben eine Halbkugel H
vom Radius r einen Zylinder Z der Hohe r mit Grundflachen-
radius r. In den Zylinder setzte er einen auf der Spitze stehen-
den Kegel K, ebenfalls mit Héhe r und Grundflachenradius r.

o Bereits bekannt waren die Volumina u3(Z) = mr3 und
p3(K) = 37r? besitzt. Das Komplement Z \ K des Kegels
innerhalb des Zylinders hat also das Volumen
(Z\K)=nr3— %71’[‘3 = %7”’3.



o Cavalieris Idee bestand nun darin, sowohl H als auch Z \ K in
jeder Hohe h € [0, r] mit einer Ebene parallel zur xy-Ebene zu
schneiden. Aus der Halbkugel wird ein Kreis vom Radius

r? — h? ausgeschnitten, wie man durch Anwendung des
Satzes des Pythagoras leicht erkennt. Dieser Kreis hat den
Flicheninhalt 7(r? — h?).

@ Dieselbe Ebene schneidet aus Z einen Kreis vom Radius r aus,
und aus dem Kegel einen Kreis vom Radius h (weil der Radius
dieses Kreises linear anwichst, wenn h von 0 nach r l3uft).
Die Differenz dieser beiden Kreise ist ein Kreisring vom
Flacheninhalt 7(r? — h?).

@ Aus der Tatsache, dass aus H und Z \ K auf jeder Hohe eine
gleich groBe Flache ausgeschnitten wird konnte Cavalieri
schlieBen, dass v3(H) = v3(Z \ K) = 3713 gilt.



