Nilpotente Endomorphismen und Matrizen

Definition (15.14)

(i) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein
Endomorphismus ¢ € Endk (V) wird als nilpotent
bezeichnet, wenn ein p € IN mit ¢? = Ogpq,(v) existiert.
Das kleinste p mit dieser Eigenschaft nennt man den
Nilpotenzgrad von 1.

(ii) Ebenso bezeichnet man eine Matrix A € M, k als nilpotent,
wenn AP =0, , fir ein p € IN gilt; entsprechend ist der
Nilpotenzgrad einer solchen Matrix definiert.

Beispiel:  Die Matrix

01
A = <0 0) € Mar

ist eine nilpotente Matrix vom Nilpotenzgrad 2.



Die Struktur nilpotenter Endomorphismen (Forts.)

Satz (15.16)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endk (V)
ein nilpotenter Endomorphismus vom Nilpotenzgrad p. Sei
Vi = ker(y¥) fiir 0 < k < p. Dann gibt es in V Untervektorriume

Ul,...,Up und Wl,...,Wp,1 5

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.
(i) Es gilt ¥(Ux) C Uk—1 fiir 2 < k < p, und die Einschrankung
Yy, ist jeweils injektiv.

(ii) Es gilt Vkx = Vk_1 @ Uy fiir 1 < k < p und
Uk = (Ukyr) ® Wy fiirL< k< p-—1.




Jordanketten und Jordanbasen

Definition (15.17)
Sei V ein endlich-dim. K-Vektorraum und ¢ € Endk(V).

(i) Wir bezeichnen ein Tupel (wi, ..., w,) von Vektoren mit
p € IN als Jordankette beziiglich ¢, wenn ¢(wy) = wy_1 fiir
2 <k < pund ¢(w1) =0y gilt.

(ii) Eine geordnete Basis B von V ist eine Jordanbasis beziiglich
¢, wenn die Darstellungsmatrix Mp(¢) in Jordanscher
Normalform vorliegt.




Jordanketten und die Jordansche Normalform

@ Ist eine geordnete Basis B = (wy, ..., wp) von V zugleich eine
Jordankette beziiglich ¢, dann ist die Darstellungsmatrix
Mp(¢p) eine zum Eigenwert 0.

o Ist die geordnete Basis B aus mehreren Jordanketten
zusammengesetzt, dann ist Mp(¢) entsprechend eine Matrix
in

Folgerung (15.18)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 15.16 gewahlt, und sei
auBerdem W, = U,. Dann gilt
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Existenz einer Jordanbasis

Folgerung (15.19)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 15.16 gewahlt, und auBerdem
W, = Up. Dann existiert eine Jordanbasis B von V beziiglich 9
derart, dass die Darstellungsmatrix Mp() fir 1 < j < p jeweils
genau dim W; Jordanblocke der GroBe j enthalt, und dariiber
hinaus keine weiteren.
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Die Gestalt der Jordanschen Normalform

Satz (15.20)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk (V) ein
nilpotenter Endomorphismus und Vj = ker(¢¥), dix = dim V4 fiir
alle k > 0. Desweiteren sei B eine Jordanbasis wie in Folgerung
15.19 und J = Mp(v). Fiir jedes k € IN sei ay jeweils die Anzahl
der Jordanblocke der GroBe k in J zum Eigenwert 0. Dann gilt

fur alle kK > 1.
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Berechnung einer Jordanbasis

gegeben: endl.-dim. K-Vektorraum V/, 1) € Mp(¢) nilpotent,
Nilpotenzgrad p
Ziel: Bestimmung einer geordneten Basis B, so dass J = Mp(¢)
in Jordanscher Normalform vorliegt.

o Sei Vi = ker(¥) fiir 0 < k < p. Bestimme eine Basis C von
Vi fiir 1 < k < p, und setze Cyp = @.

@ zur Orientierung: V, =V, 1 @ Uy, W, = U,
Sei B, C Cp, so gewahlt, dass C,—1 U B, eine Basis von V, ist.
Setze D, = B,,.

o Firk=p—1,p—2,...,1 fiir folgende Schritte aus:
zur Orientierung: Vi = Vi1 ® ¢(Uis1) ® Wi, Uk = 9(Ugy1) © Wi
Wahle eine Teilmenge Dy C Ci so, dass Cx_1 U (Bky1) U Dk
eine Basis von V ist. Setze By = 1(Bk+1) U Dk.



Berechnung einer Jordanbasis (Forts.)

Fir 1 < k < p sei mx = |Dy/|, und es seien

(k) (k)

W(k) W. w,
1 22 9 my

die Elemente von Dy. Definiere das Tupel By bestehend aus den

Elementen

(7% ) B e (7 ) I (% L) N
7 ) T e 0 ) I (7 50 I
PKIwh)) L kW)Y L emd®) L w)),

Dann ist B = 5’1 U 5’2 U...uU l’;’p eine geordnete Basis mit der
gewiinschten Eigenschaft. Die Matrix Mp(v)) enthélt die
Jordanbldcke der GréBe nach aufsteigend geordnet.



Berechnung einer Transformationsmatrix

gegeben: nilpotente Matrix N € M,

gesucht:  Matrix T € GL,(K), so dass J = TINT eine
Matrix in Jordanscher Normalform ist

@ Wende den soeben angebenen Algorithmus auf den
Endomorphismus ¢y € Endk(K") an. Dies liefert eine Basis

B von K", so dass J = Mp(¢pn) eine Matrix in Jordanscher
Normalform ist.

@ Trage die Elemente von B als Spalten in eine Matrix T ein.
Dann gilt T-NT = J auf Grund der Transformationsformel.
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Der Zerlegungssatz

Zwei Polynome f, g € K[x| werden teilerfremd genannt, wenn es
kein Polynom h € K[x] vom Grad > 1 gibt, dass sowohl f als auch
g teilt.

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg(V).
Seien f, g € K|[x] teilerfremde Polynome mit p4 = fg. Dann gilt

ker f(¢) =1im g(¢), im f(¢) = ker g(¢) und

V = imf(¢)Pim g(¢) = ker f(¢)®ker g(¢).




Beweis von Satz 15.21

Uberpriife durch nacheinander die folgenden Aussagen:

(i) ker f(¢) Nker g(¢) = {0y}

(i) im f(¢) C ker g(¢) und im g(¢) C ker (o)
(i) V =ker f(¢) ®im (o) = ker g(¢) & im g(¢)
(iv) ker f(¢) = im g(¢) und ker g(¢) = im f(¢)
(v) V =im f(¢) ®im g(¢)

Teil (i) ergibt sich aus der Teilerfremdheit von f und g. Teil (ii)
erhalt man durch direktes Nachrechnen. Fiir (iii) wird der
Schnittdimensionssatz angewendet, Teil (iv) erhdlt man dann
durch Betrachtung der Dimension. Teil (v) und die Ausage des
Satzes ergeben sich direkt aus (iii) und (iv).



Definition der Hauptraume

Definition (15.22)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und
A € K. Dann wird

Hau(o,\) = U ker((¢ — Aidy)")

r=0

der Hauptraum zum Wert A genannt.

Anmerkung:

Der Hauptraum Hau(¢, A) ist ein Untervektorraum von V.



Berechnung der Hauptraume

Proposition (15.23)

Seien die Bezeichnungen wie in Definiton 15.22 gewahlt, und sei r
die Vielfachheit von A als Nullstelle von f14. Dann gilt

Hau(p,\) = ker((¢ — Aidy)").




Kerne als invariante Untervektorraume

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endg(V),
f € K[x] und U = ker f(¢). Dann gilt ¢(U) C U.




Die Hauptraumzerlegung

Satz (15.25)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg(V)
ein Endomorphismus mit der Eigenschaft, dass das
charakteristische Polynom x4 € K|[x] oder das Minimalpolynom 14
in Linearfaktoren zerfallt. Dann gilt

V. = Hau(¢, A1) ® ... ® Hau(o, \,)

wobei A1, ..., A, die verschiedenen Eigenwerte von ¢ bezeichnen.




Existenz und Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform

Folgerung (15.26)
Sei n € IN und K ein Korper.

(i) Sei A€ M, k eine Matrix, deren charakteristisches Polynom
XA in K[x] in Linearfaktoren zerféllt. Dann ist A dhnlich zu
einer Matrix in Jordanscher Normalform.

(ii) Zwei Matrizen J,J" € M, i in Jordanscher Normalform sind
genau dann dhnlich zueinander, wenn sie bis auf Reihenfolge
dieselben Jordanblocke enthalten.




Das vollstandige Verfahren

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 15.25 gewahlt, und es sei
i = [T—1(x — M) die Darstellung von pg als Produkt von
Linearfaktoren.

o Setze Uy = Hau(¢, A) und ¥y = (¢ — Aiidv)|y,, fiir
1 < k < r. Dann ist 9 jeweils ein nilpotenter
Endomorphismus, vom Nilpotenzgrad e.

@ Wende nun das Verfahren fiir nilpotente Endomorphismen auf
P an, fiir 1 < k < r. Wir erhalten jeweils eine geordnete
Basis By von Uy, so dass Jx = Mp, (1) zu einer Matrix in
Jordanscher Normalform wird, mit null als einzigem Eigenwert.

@ Bilde nun B =By U...UB,. Dann ist B eine geordnete Basis
von V, und J = Mp(¢) eine Matrix in Jordanscher
Normalform.

o Ist speziell V = K" und ¢ = ¢, fiir eine Matrix A € M, g,
dann bilde T = 7'58 durch Eintragung der Vektoren von B als
Spalten in T. Es gilt dann J = T 1AT.



