
Nilpotente Endomorphismen und Matrizen

Definition (15.14)

(i) Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Ein
Endomorphismus ψ ∈ EndK (V ) wird als nilpotent
bezeichnet, wenn ein p ∈ N mit ψp = 0EndK (V ) existiert.
Das kleinste p mit dieser Eigenschaft nennt man den
Nilpotenzgrad von ψ.

(ii) Ebenso bezeichnet man eine Matrix A ∈Mn,K als nilpotent,
wenn Ap = 0Mn,K

für ein p ∈ N gilt; entsprechend ist der
Nilpotenzgrad einer solchen Matrix definiert.

Beispiel: Die Matrix

A =

(
0 1
0 0

)
∈M2,R

ist eine nilpotente Matrix vom Nilpotenzgrad 2.



Die Struktur nilpotenter Endomorphismen (Forts.)

Satz (15.16)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und ψ ∈ EndK (V )
ein nilpotenter Endomorphismus vom Nilpotenzgrad p. Sei
Vk = ker(ψk) für 0 ≤ k ≤ p. Dann gibt es in V Untervektorräume

U1, ...,Up und W1, ...,Wp−1 ,

so dass folgende Bedingungen erfüllt sind.

(i) Es gilt ψ(Uk) ⊆ Uk−1 für 2 ≤ k ≤ p, und die Einschränkung
ψ|Uk

ist jeweils injektiv.

(ii) Es gilt Vk = Vk−1 ⊕ Uk für 1 ≤ k ≤ p und
Uk = ψ(Uk+1)⊕Wk für 1 ≤ k ≤ p − 1.



Jordanketten und Jordanbasen

Definition (15.17)

Sei V ein endlich-dim. K -Vektorraum und φ ∈ EndK (V ).

(i) Wir bezeichnen ein Tupel (w1, ...,wp) von Vektoren mit
p ∈ N als Jordankette bezüglich φ, wenn φ(wk) = wk−1 für
2 ≤ k ≤ p und φ(w1) = 0V gilt.

(ii) Eine geordnete Basis B von V ist eine Jordanbasis bezüglich
φ, wenn die Darstellungsmatrix MB(φ) in Jordanscher
Normalform vorliegt.



Jordanketten und die Jordansche Normalform

Ist eine geordnete Basis B = (w1, ...,wp) von V zugleich eine
Jordankette bezüglich φ, dann ist die Darstellungsmatrix
MB(φ) eine Jordanmatrix zum Eigenwert 0.

Ist die geordnete Basis B aus mehreren Jordanketten
zusammengesetzt, dann ist MB(φ) entsprechend eine Matrix
in Jordanscher Normalform.

Folgerung (15.18)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 15.16 gewählt, und sei
außerdem Wp = Up. Dann gilt

V =

p⊕
j=1

j−1⊕
`=0

ψ`(Wj).





Existenz einer Jordanbasis

Folgerung (15.19)

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 15.16 gewählt, und außerdem
Wp = Up. Dann existiert eine Jordanbasis B von V bezüglich ψ
derart, dass die Darstellungsmatrix MB(ψ) für 1 ≤ j ≤ p jeweils
genau dimWj Jordanblöcke der Größe j enthält, und darüber
hinaus keine weiteren.





Die Gestalt der Jordanschen Normalform

Satz (15.20)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, ψ ∈ EndK (V ) ein
nilpotenter Endomorphismus und Vk = ker(ψk), dk = dimVk für
alle k ≥ 0. Desweiteren sei B eine Jordanbasis wie in Folgerung
15.19 und J =MB(ψ). Für jedes k ∈ N sei ak jeweils die Anzahl
der Jordanblöcke der Größe k in J zum Eigenwert 0. Dann gilt

ak = 2dk − dk−1 − dk+1 für alle k ≥ 1.













Berechnung einer Jordanbasis

gegeben: endl.-dim. K -Vektorraum V , ψ ∈MB(ψ) nilpotent,
Nilpotenzgrad p

Ziel: Bestimmung einer geordneten Basis B, so dass J =MB(ψ)
in Jordanscher Normalform vorliegt.

Sei Vk = ker(ψk) für 0 ≤ k ≤ p. Bestimme eine Basis Ck von
Vk für 1 ≤ k ≤ p, und setze C0 = ∅.

zur Orientierung: Vp = Vp−1 ⊕ Up , Wp = Up

Sei Bp ⊆ Cp so gewählt, dass Cp−1 ∪ Bp eine Basis von Vp ist.
Setze Dp = Bp.

Für k = p − 1, p − 2, ..., 1 für folgende Schritte aus:
zur Orientierung: Vk = Vk−1 ⊕ ψ(Uk+1)⊕Wk , Uk = ψ(Uk+1)⊕Wk

Wähle eine Teilmenge Dk ⊆ Ck so, dass Ck−1 ∪ ψ(Bk+1) ∪ Dk

eine Basis von Vk ist. Setze Bk = ψ(Bk+1) ∪ Dk .



Berechnung einer Jordanbasis (Forts.)

Für 1 ≤ k ≤ p sei mk = |Dk |, und es seien

w
(k)
1 ,w

(k)
2 , ...,w

(k)
mk

die Elemente von Dk . Definiere das Tupel B̂k bestehend aus den
Elementen

(ψk−1(w
(k)
1 ) , ψk−2(w

(k)
1 ) , ... , ψ(w

(k)
1 ) , w

(k)
1 ,

ψk−1(w
(k)
2 ) , ψk−2(w

(k)
2 ) , ... , ψ(w

(k)
2 ) , w

(k)
2 ,

...

ψk−1(w
(k)
mk ) , ψk−2(w

(k)
mk ) , ... , ψ(mk

(k)) , w
(k)
mk ).

Dann ist B = B̂1 ∪ B̂2 ∪ ... ∪ B̂p eine geordnete Basis mit der
gewünschten Eigenschaft. Die Matrix MB(ψ) enthält die
Jordanblöcke der Größe nach aufsteigend geordnet.



Berechnung einer Transformationsmatrix

gegeben: nilpotente Matrix N ∈Mn,K

gesucht: Matrix T ∈ GLn(K ), so dass J = T−1NT eine
Matrix in Jordanscher Normalform ist

Wende den soeben angebenen Algorithmus auf den
Endomorphismus φN ∈ EndK (Kn) an. Dies liefert eine Basis
B von Kn, so dass J =MB(φN) eine Matrix in Jordanscher
Normalform ist.

Trage die Elemente von B als Spalten in eine Matrix T ein.
Dann gilt T−1NT = J auf Grund der Transformationsformel.











Der Zerlegungssatz

Zwei Polynome f , g ∈ K [x ] werden teilerfremd genannt, wenn es
kein Polynom h ∈ K [x ] vom Grad ≥ 1 gibt, dass sowohl f als auch
g teilt.

Satz (15.21)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und φ ∈ EndK (V ).
Seien f , g ∈ K [x ] teilerfremde Polynome mit µφ = fg . Dann gilt
ker f (φ) = im g(φ), im f (φ) = ker g(φ) und

V = im f (φ)⊕ im g(φ) = ker f (φ)⊕ ker g(φ).



Beweis von Satz 15.21

Überprüfe durch nacheinander die folgenden Aussagen:

(i) ker f (φ) ∩ ker g(φ) = {0V }
(ii) im f (φ) ⊆ ker g(φ) und im g(φ) ⊆ ker f (φ)

(iii) V = ker f (φ)⊕ im f (φ) = ker g(φ)⊕ im g(φ)

(iv) ker f (φ) = im g(φ) und ker g(φ) = im f (φ)

(v) V = im f (φ)⊕ im g(φ)

Teil (i) ergibt sich aus der Teilerfremdheit von f und g . Teil (ii)
erhält man durch direktes Nachrechnen. Für (iii) wird der
Schnittdimensionssatz angewendet, Teil (iv) erhält man dann
durch Betrachtung der Dimension. Teil (v) und die Ausage des
Satzes ergeben sich direkt aus (iii) und (iv).



Definition der Haupträume

Definition (15.22)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ) und
λ ∈ K . Dann wird

Hau(φ, λ) =
∞⋃
r=0

ker((φ− λidV )r )

der Hauptraum zum Wert λ genannt.

Anmerkung:

Der Hauptraum Hau(φ, λ) ist ein Untervektorraum von V .



Berechnung der Haupträume

Proposition (15.23)

Seien die Bezeichnungen wie in Definiton 15.22 gewählt, und sei r
die Vielfachheit von λ als Nullstelle von µφ. Dann gilt

Hau(φ, λ) = ker((φ− λidV )r ).



Kerne als invariante Untervektorräume

Lemma (15.24)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, φ ∈ EndK (V ),
f ∈ K [x ] und U = ker f (φ). Dann gilt φ(U) ⊆ U.



Die Hauptraumzerlegung

Satz (15.25)

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und φ ∈ EndK (V )
ein Endomorphismus mit der Eigenschaft, dass das
charakteristische Polynom χφ ∈ K [x ] oder das Minimalpolynom µφ
in Linearfaktoren zerfällt. Dann gilt

V = Hau(φ, λ1)⊕ ...⊕Hau(φ, λr ) ,

wobei λ1, ..., λr die verschiedenen Eigenwerte von φ bezeichnen.



Existenz und Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform

Folgerung (15.26)

Sei n ∈ N und K ein Körper.

(i) Sei A ∈Mn,K eine Matrix, deren charakteristisches Polynom
χA in K [x ] in Linearfaktoren zerfällt. Dann ist A ähnlich zu
einer Matrix in Jordanscher Normalform.

(ii) Zwei Matrizen J, J ′ ∈Mn,K in Jordanscher Normalform sind
genau dann ähnlich zueinander, wenn sie bis auf Reihenfolge
dieselben Jordanblöcke enthalten.



Das vollständige Verfahren

Seien die Bezeichnungen wie in Satz 15.25 gewählt, und es sei
µφ =

∏r
k=1(x − λk)ek die Darstellung von µφ als Produkt von

Linearfaktoren.

Setze Uk = Hau(φ, λk) und ψk = (φ− λk idV )|Uk
, für

1 ≤ k ≤ r . Dann ist ψk jeweils ein nilpotenter
Endomorphismus, vom Nilpotenzgrad ek .

Wende nun das Verfahren für nilpotente Endomorphismen auf
ψk an, für 1 ≤ k ≤ r . Wir erhalten jeweils eine geordnete
Basis Bk von Uk , so dass Jk =MBk (ψk) zu einer Matrix in
Jordanscher Normalform wird, mit null als einzigem Eigenwert.

Bilde nun B = B1 ∪ ... ∪ Br . Dann ist B eine geordnete Basis
von V , und J =MB(φ) eine Matrix in Jordanscher
Normalform.

Ist speziell V = Kn und φ = φA für eine Matrix A ∈Mn,K ,
dann bilde T = T BE durch Eintragung der Vektoren von B als
Spalten in T . Es gilt dann J = T−1AT .


