








Definition der Jordanmatrizen

Definition (15.10)

Eine Matrix J € M, k heiBt Jordanmatrix zum Eigenwert A € K,
wenn sie die Form

A1 0 --- 0
0 A 1 0
J = 0 0 besitzt.
00 0 X 1
00 0 0 X




Beispiele fiir Jordanmatrizen

@ Jordanmatrix der GroBe 1

@ Jordanmatrix der GroBe 2

@ Jordanmatrix der GroBe 3

@ Jordanmatrix der GroBe 4
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Matrizen in Jordanscher Normalform

Eine Matrix A € M, k befindet sich in Jordanscher Normalform,
wenn sie als Blockmatrix in der Form

mit Jordanmatrizen Ji, ..., J, schreiben lasst. Man bezeichnet diese
als Jordanblocke der Matrix A.




Beispiel fiir eine Matrix in Jordanscher Normalform

2 1 0000
021000
002000
0 00 00
000031
0 00 0O 3

(Die Jordanblécke sind farbig hervorgehoben.)



Eigenschaften der Jordanmatrizen

Proposition (15.11)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und B
eine geordnete Basis mit der Eigenschaft, dass J = Mp(1)) eine
Jordanmatrix zum Eigenwert A € K ist. Dann gilt

(i) Der einzige Eigenwert von 1 ist A. Die algebraische und die
geometrische Vielfachheit dieses Eigenwerts sind durch

pa(t, A) = nund pg (1, \) =1 gegeben.
(i) Es gilt py = xyp = (x = A)".
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Eigenraumzerlegung fiir eingeschrankte Endomorphismen

Lemma (15.12)

Sei V ein K-Vektorraum mit einer Zerlegung V = U; & ... & U, als
direkte Summe von Untervektorraumen U; < V/, und sei

1 € Endg (V) mit ¢(U;) C U; fir 1 < i < r. Dann gilt fiir jedes

A € K jeweils

Eig(4,A) = Eig(¢dlu,A) @ ... @ Eig(¢]u,, A).
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Endomorphismen mit Darstellungsmatrix in JNF

Satz (15.13)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und B
eine geordnete Basis mit der Eigenschaft, dass A = Mp(?) in
Jordanscher Normalform vorliegt. Sei A € K ein Eigenwert von 1.
Dann gilt

(i) Sowohl xy, als auch p,, zerfallen in Linearfaktoren.

(ii) Die geometrische Vielfachheit juz (1), A) ist gleich der Anzahl
aller Jordanblécke von A zum Eigenwert .

(iii) Die algebraische Vielfachheit p,(1), A) ist gleich der Summe
der GroBen aller Jordanblocke von A zum Eigenwert A.

(iv) Die Vielfachheit von A als Nullstelle von s, ist gleich der
GroBe des groBten Jordanblocks zum Eigenwert A.
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Beispiel: Matrizen in JNF mit einem Eigenwert (Forts.)

A1 0 0 O A0 0 0O
0 AN 0 00 0O A0 0O
Js=10 0 X 0 O =10 0 X 0 O
0 0 0 A O 0 0 0 A0
0 0 0 0 X 0 0 0 0 X
XJs :(X_)‘)SvﬂJs :(X_)‘)2 XJs :(X_)‘)Sa,uds =x—A
Ma(J57 A) = 57”g(-’57 )‘) =4 Ma(J67 )\) = Mg(Jﬁa )‘) =5



Nilpotente Endomorphismen und Matrizen

Definition (15.14)

(i) Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Ein
Endomorphismus ¢ € Endk (V) wird als nilpotent
bezeichnet, wenn ein p € IN mit ¢? = Ogpq,(v) existiert.
Das kleinste p mit dieser Eigenschaft nennt man den
Nilpotenzgrad von 1.

(ii) Ebenso bezeichnet man eine Matrix A € M, k als nilpotent,
wenn AP =0, , fir ein p € IN gilt; entsprechend ist der
Nilpotenzgrad einer solchen Matrix definiert.

Beispiel:  Die Matrix

01
A = <0 0) € Mar

ist eine nilpotente Matrix vom Nilpotenzgrad 2.



Die Struktur nilpotenter Endomorphismen

Lemma (15.15)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg(V)
ein nilpotenter Endomorphismus vom Nilpotenzgrad p. Dann
haben die Untervektorraume von V, ..., V, von V gegeben durch

Vi = ker(¢¥)firo<k<p
die folgenden Eigenschaften.

() Es gilt {0\/}_ WoCWViC..C folg Vp:
(i) Fur1 < k < pgilt ¢~ (Vk 1):Vk.
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Die Struktur nilpotenter Endomorphismen (Forts.)

Satz (15.16)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endk (V)
ein nilpotenter Endomorphismus vom Nilpotenzgrad p. Sei
Vi = ker(y¥) fiir 0 < k < p. Dann gibt es in V Untervektorriume

Ul,...,Up und Wl,...,Wp,1 5

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind.
(i) Es gilt ¥(Ux) C Uk—1 fiir 2 < k < p, und die Einschrankung
Yy, ist jeweils injektiv.

(ii) Es gilt Vkx = Vk_1 @ Uy fiir 1 < k < p und
Uk = (Ukyr) ® Wy fiirL< k< p-—1.
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Hinweis: Hier stimmen leider die Indizes nicht ganz. Auf der
ndchsten Seite finden Sie die korrigierte Fassung.




2. Schritt: Firk=p—1,p—2,...,2 gibt es jeweils
Untervektorraume U, und Wy mit Vi = V_1 & Uy und
Uk = ¥(Uk41) ® W, insgesamt also

Vi = Vo1 @ Y(Uky1) © Wi

Angenommen, Uy, und Wi sind bereits konstruiert.
zu zeigen: Es gibt einen Untervektorraum W _; mit

Vier & Vi o @ 9(Uk) @ Wiy

Wabhle eine Basis B von Vi_p @ 1(Uy), ergénze diese durch eine
endliche Menge C zu einer Basis von Vj_1, setze Wy_1 = (C).



Dann ist (*) erfiillt, sofern Vi_o Ny(Ux) = {0y} gilt.
Sei v € Vi_oNp(Uy), z.zg. ist v =0y.

Wegen v € ¢(Uy) gilt ¥(u) = v fiir ein u € Uk. Aus v € V>
folgt u € ~1(V4_2), was nach Lemma 15.11 (i) mit Vj_;
ibereinstimmt. Wegen k > 1 folgt u € V4, wegen V; = ker(v))
also v = ¢(u) = 0y.

Definiere nun noch Ux_1 = ¢(Ux) ® Wj_1, dann sind beide
Gleichungen erfiillt.
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Jordanketten und Jordanbasen

Definition (15.17)
Sei V ein endlich-dim. K-Vektorraum und ¢ € Endk(V).

(i) Wir bezeichnen ein Tupel (wi, ..., w,) von Vektoren mit
p € IN als Jordankette beziiglich ¢, wenn ¢(wy) = wy_1 fiir
2 <k < pund ¢(w1) =0y gilt.

(ii) Eine geordnete Basis B von V ist eine Jordanbasis beziiglich
¢, wenn die Darstellungsmatrix Mp(¢) in Jordanscher
Normalform vorliegt.




Jordanketten und die Jordansche Normalform

@ Ist eine geordnete Basis B = (wx, ..., wp) von V zugleich eine
Jordankette beziiglich ¢, dann ist die Darstellungsmatrix
Mp(¢) eine zum Eigenwert 0.

@ Ist die geordnete Basis B aus mehreren Jordanketten
zusammengesetzt, dann ist Mpg(¢) entsprechend eine Matrix
in



