Definition des Minimalpolynoms eines Endomorphismus

Proposition (15.2)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir jedes
¢ € Endk(V) gibt es ein Polynom 0k # f € K[x]| mit
f(¢) = Ogndyx(v)-

Definition (15.3)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg(V).
Ist f € K[x] ein normiertes Polynom minimalen Grades mit der
Eigenschaft f(¢) = Ogpnq,(v), SO nennt man es ein
Minimalpolynom von ¢.




Eigenschaften des Minimalpolynoms

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir jedes
¢ € Endk (V) gibt es genau ein Minimalpolynom, das wir mit 4
bezeichnen. Ist f € K[x] ein beliebiges Polynom mit

f(¢) = Ondy(v), dann ist g ein Teiler von f.

Ebenso kann jeder Matrix A € M, k ein eindeutig bestimmtes
Minimalpolynom ua € K[x] zugeordnet werden.
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Die Begleitmatrix eines Polynoms

Satz (15.5)

Fiir jedes normierte, nicht-konstante Polynom

f=x"+ ZZ;% aixk € K|[x] bezeichnet man die Matrix
Af € M, k gegeben durch

0 —do
1 0 —dajl
Ar = 1 - :
0 —apo
1 —dp-1

als Begleitmatrix von f. Diese erfiillt die Beziehung




Das Minimalpolynom eines Vektors

Proposition (15.6)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Fiir jedes
¢ € Endk (V) und jeden Vektor 0y # v € V gibt es ein eindeutig
bestimmtes, normiertes Polynom 14, minimalen Grades mit

pou(9)(v) = Ov.

Wir nennen es das Minimalpolynom von ¢ beziiglich v. Jedes
f € K[x] mit f(¢)(v) = Oy ist ein Vielfaches von f,,.

unmittelbare Folgerung:

Fiir jeden Vektor v € V ist 4, ein von [lg.



Der Satz von Cayley-Hamilton

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk (V) und
X¢ sein charakteristisches Polynom. Dann gilt

Folgerung (15.8)
Fiir alle A € M, k gilt
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Eigenwerte als Nullstellen des Minimalpolynoms

Proposition (15.9)

Fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V und jedes

¢ € Endk(V) sind die Nullstellen von p4 genau die Eigenwerte
von ¢.
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Definition der Jordanmatrizen

Definition (15.10)

Eine Matrix J € M, k heiBt Jordanmatrix zum Eigenwert A € K,
wenn sie die Form

A1 0 --- 0
0 A 1 0
J = 0 0 besitzt.
00 0 X 1
00 0 0 X




Beispiele fiir Jordanmatrizen

@ Jordanmatrix der GroBe 1

@ Jordanmatrix der GroBe 2

@ Jordanmatrix der GroBe 3

@ Jordanmatrix der GroBe 4
A

o O O

o O >

(

(1)

A

1

0 A

O O >

O > =

o > = O

)

> = O

> = O O



Matrizen in Jordanscher Normalform

Eine Matrix A € M, k befindet sich in Jordanscher Normalform,
wenn sie als Blockmatrix in der Form

mit Jordanmatrizen Ji, ..., J, schreiben lasst. Man bezeichnet diese
als Jordanblocke der Matrix A.




Beispiel fiir eine Matrix in Jordanscher Normalform

2 1 0000
021000
002000
0 00 00
000031
0 00 0O 3

(Die Jordanblécke sind farbig hervorgehoben.)



Eigenschaften der Jordanmatrizen

Proposition (15.11)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und B
eine geordnete Basis mit der Eigenschaft, dass J = Mp(1)) eine
Jordanmatrix zum Eigenwert A € K ist. Dann gilt

(i) Der einzige Eigenwert von 1 ist A. Die algebraische und die
geometrische Vielfachheit dieses Eigenwerts sind durch

pa(t, A) = nund pg (1, \) =1 gegeben.
(i) Es gilt py = xyp = (x = A)".




