Explizite Form des Matrixexponentials

Es bezeichne F € M, r die Matrix mit Einsen auf der
1. Nebendiagonalen, also die Matrix gegeben durch fjj = ;41 ;.

Seitc R, A€ Cund J=\E + F € M,¢. Dann gilt
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Losung von DGLs durch das Matrixexponential

Folgerung (5.18)

Sei A€ M, . Dann ist ®(t) = e ein
fiir das System y’ = Ay.




Losungen von y' = Ay, allgemeine Form

Sei A€ M, ¢ eine Matrix, A € C ein Eigenwert von A und r € IN
dessen algebraische Vielfachheit. Dann gibt es fiir das System
y' = Ay ein linear unabhingiges Tupel

(9007 ooy SDr—l)

von Losungen der Form o (t) = e*py(t), wobei die Funktion
pk : R — C" in jeder Komponente ein Polynom vom Grad kleiner
als k ist.
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Autonome Systeme von DGLs

Definition (5.20)

Seien n, k € IN, U C K" eine beliebige Teilmenge und f : U — K"
eine Funktion. Dann bezeichen wir eine Gleichung der Form

.y(k) = f(y?y’? "'7y(k71))

als autonomes IK-wertiges System von n Differenzialgleichungen
der Ordnung k. Als Lésung eines solchen Systems bezeichnen wir
eine mindestens k-mal differenzierbare Funktion ¢ : [ — K" auf
einem offenen Intervall / C IR mit der Eigenschaft, dass

(p(), (1), @ D) € U

und
k _
eB(t) = £(p(2), & (2), -y oD (1))
fiir 1 <j < nund alle t € | erfiillt ist.




Lineare Aquivalenz von autonomen Systemen

Definition (5.21)

Seien y’ = f(y) und y’ = g(y) zwei autonome Systeme erster
Ordnung, gegeben durch stetige Funktionen f : U — K",

g V — K", definiert auf offenen Teilmengen U, V C K". Wir
bezeichnen diese Systeme als linear dquivalent, wenn eine bijektive
lineare Abbildung ¢ : K" — K" mit ¢(U) =V und g = pofop~!

existiert. )

Ist o : | — K" eine Lésung von y’ = f(y) und definieren wir
P(t) = (¢ o p)(t), dann ist ¢ eine Lésung von y' = g(y).
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Das char. Polynom einer linearen DGL k-ter Ordnung

Eine lineare DGL k-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat
die Form

YW +ay Ve +ay +a = 0
mit ag, a1, ..., ak_1 € IK. Man bezeichnet das Polynom
X = xk + ak_lxkil + ...+ aix+ ag

als das charakteristische Polynom der DGL.



Differentialoperatoren gegeben durch Polynome

Ist p € K[x] ein Polynom vom Grad k € Ny,

p= akxk 4 ... 4 aix + ag, dann bezeichnen wir mit den
Differentialoperator auf dem Raum C¥(/) der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen gegeben durch

p<§t>(f)(t) = afR(t) + ...+ arf'(t) + a.



Zwei Hilfsaussagen

Sei A € C, k € Np und I C R ein offenes Intervall. Dann gilt fiir
jede Funktion f € C¥(I) die Gleichung

k
(;—A> (F(t)er) = fW(r)e.

Sei p € C[t] und A € C mit p(\) #0. Ist g: R — C eine
Polynomfunktion vom Grad k, dann gibt es eine weitere
Polynomfunktion h: R — C vom selben Grad mit

p( ) €)= he

v
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