Der Existenzsatz von Peano

Sei D C R x K" eine offene Teilmenge, (a, b) € D und
f: D — K" eine Funktion. Dann existiert fiir das durch
y' = f(x,y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem mindestens
eine Losung, die jedes Kompaktum in beide Richtungen verlasst.




Der Fixpunktsatz von Schauder

Sei (V.|| - ||) ein normierter R-Vektorraum und A C V eine
nichtleere konvexe abgeschlossene Teilmenge. Sei ¢ : A — A eine
Abbildung mit der Eigenschaft, dass ¢(A) ist.
Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt.




Definition der gleichgradigen Stetigkeit

Definition (4.16)

Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume und M C C(X, Y).
Man bezeichnet M als gleichgradig stetig, wenn fiir jedes ¢ € R
jeweils ein § € R existiert, so dass fiir alle x,x’ € X

aus dx(x, x') < 0 jeweils dy(f(x), f(x")) < e folgt.




Der Satz von Arzela-Ascoli

Es sei (X, dx) ein und (Y, dy) ein vollstandiger
metrischer Raum. Eine Teilmenge M C C(X, Y) ist genau dann
kompakt beziiglich der Supremumsmetrik d.,, wenn folgende drei
Bedingungen erfiillt sind.
(i) Fir alle x € X ist M(x) = {f(x) | f € M} C Y relativ
kompakt.
(i) Die Menge M ist gleichgradig stetig.

(iii) Die Menge M ist abgeschlossen.




Existenzsatz von Peano, lokale Version

Sei D C R x K" eine offene Teilmenge, (a, b) € D und
f : D — K" eine stetige Funktion. Dann existiert fiir das durch
y' = f(x,y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem ein § € R™
und eine Losung ¢ :]a —d,a + o[ — K",
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(Korrekturanmerkung auf der nachsten Seite)




Hinweis / Klarstellung zu (4.1)

Dass ||¢(t) — b|| < o fiir alle t € I und € G(A) gilt, liegt genau
genommen nicht an der Definition von G(A), sondern an der
bereits nachgewiesenen Inklusion G(A) C A und der Definition von
A. Weil A als abgeschlossener Ball beziiglich der d,,-Metrik in
C(I,IR") abgeschlossen ist, folgt aus G(A) C A unmittelbar die
Inklusion G(A) C A.
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Das Zornsche Lemma

Sei (X, =) eine nichtleere halbgeordnete Menge mit der
Eigenschaft, dass jede totalgeordnete Teilmenge von X eine obere
Schranke in X besitzt. Dann existiert in X ein maximales Element.




Existenzsatz von Peano, globale Fassung

Sei D C R x K" eine offene Teilmenge, (a,b) € D und f : D — K"
eine stetige Funktion. Dann existiert fiir das durch y’ = f(x, y)
und (a, b) definierte Anfangswertproblem eine maximale Ldsung.

e Nach Satz 3.14 ist die Maximalitdt einer Losung gleichbedeu-
tend damit, dass die Losungskurve nach links und rechts jedes
Kompaktum verldsst , dass die definie-
rende Funktion f einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt.

e Am Beweis von Le.rnma von 3.13 |3sst aber erkennen, dass fiir
die Giiltigkeit der Aquivalenz eigentlich nur die lokale Existenz
von Losungen (Satz 3.9) ausschlaggebend ist.

e In der vorliegenden Situation kann Satz 4.21 an Stelle von
Satz 3.9 verwendet werden. Daraus folgt die Giiltigkeit des
Satzes von Peano in der Fassung von Satz 4.1.
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Lineare Systeme von DGLs

Definition (5.1)

Sei | C R ein offenes Intervall und A: | — M,k eine stetige
Abbildung von [ in den Raum der KK-wertigen n x n-Matrizen. Sei
b: | — K" eine weitere stetige Funktion. Dann nennt man

Y = ARy + b(x)

ein lineares System von Differenzialgleichungen erster Ordnung. Ist
die Funktion b konstant Null, dann spricht man von einem
homogenen, sonst von einem inhomogenen System.




Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Systeme

Sei I C R ein offenes Intervall, a € I und ¢ € IK". Dann gibt es
eine eindeutig bestimmte Ldsung ¢ : | — K" des Systems
y' = A(x)y + b(x) mit ¢(a) = c.




Lineare Unabhangigkeit von Losungen

Sei | C R ein nichtleeres offenes Intervall, A: | — M, eine
stetige Abbildung und £"™ die Menge aller Lésungen von

y' = A(x)y auf dem Intervall /. Dann ist £P°™ ein n-dimensionaler
K-Vektorraum. Ist m € IN, dann sind fiir ein m-Tupel (¢1, ..., om)
von Losungen die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktionen 1, ..., om sind linear unabhangig.
(ii) Es gibt ein a € /, so dass ¢i(a), ..., om(a) in K" linear
unabhangig sind.
(i) Fir alle a € I sind die Vektoren pi(a), ..., om(a) in K" linear
unabhangig.

Eine Basis des IK-Vektorraums £P°™ bezeichnet man als
Fundamentalsystem fiir y’ = A(x)y.
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Fundamentalsysteme in Matrixschreibweise

Tragt man die Elemente eines Tupels von Lésungen als Spalten in
eine Matrix ein, so erhdlt man eine Funktion ® : | — M, k. Durch
Vergleich der einzelnen Spalten sieht man, dass

d'(t) = A()P(t) firalle tel

gilt. Sind die Spalten von ®(t) fiir ein (und somit fiir alle) t € /
linear unabhangig, so ist auch fiir die matrixwertige Funktion ¢ die
Bezeichung ,,Fundamentalsystem* {iblich.



deo Bosped 4 9 R Glcdie dus
R ‘%ﬁe\w‘" N TR O )

%

LWl ‘  & Hc&ﬁk SQOKSQ\&L\!‘QL}Q _‘ Q . \) / O w) (‘ﬁ\ >
\ \*\ 72 Ly J o
< QVW Ty A\& R\ #\: (O Fi \ \j
Y o
0\\ U\Rw% @ \P ( e /CQS ("“'\> \ ‘f '\t) 5 /_QVV\ (L.‘ L) ‘
Todoun— \som () ) | costat)/
\ - é""‘é\ ‘ﬁOSw\ A&s > \_‘\—QMA__)

S L T A A
Gdhe AN = (00 ) b Cdomadeseghen (i

‘ cos(ust (s
~QX<M5<> A wakxly 15\2} % JC) = (j (%9) _j:("“%)/ /



