Satz iiber das Randverhalten von Ldsungen

Sei D C R x K" offen, f : D — IK" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Sei

¢ : Ja, B[ — K" eine Losung des durch y’ = f(x,y) und (a, b)
definierten Anfangswertproblems. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent.

(i) Die Losung ¢ ist maximal.

(ii) Die Losung ¢ verldsst in beide Richtungen jedes Kompaktum.
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Das Gronwall-Lemma

Sei I C R ein Intervall, a € I, o,y € R4 beliebige Konstanten und
@ : | — Ry eine stetige Funktion mit der Eigenschaft

t
o(t) < oz—f—'y/ o(s)ds firalletel.

Dann gilt p(t) < aexp(v|t — a|) fiir alle t € /.
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Existenzintervall bei linear beschrankter rechter Seite

Es sei | =], 8] ein offenes Intervall, D =/ x K" und f : D — K"
eine stetige Funktion,die einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt
und linear beschrankt ist, was bedeuten soll, dass stetige
Funktionen p,o : | = R4 mit

[FOP)lleo < p()Ylloo +o(x)

fiir alle (x,y) € D existieren. Dann existiert fiir jeden Punkt (a, b)
die Lésung des Anfangswertproblems y’ = f(x, y)
l.

.
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Der Existenzsatz von Peano

Sei D C R x K" eine offene Teilmenge, (a, b) € D und
f: D — K" eine Funktion. Dann existiert fiir das durch
y' = f(x,y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem mindestens
eine Losung, die jedes Kompaktum in beide Richtungen verlasst.
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Die Fixpunkteigenschaft topologischer Raume

Notation:
euklidische Norm (2-Norm) auf dem R"

-1

B"  abgeschlossene Einheitskugel {x € R" | ||x|| < 1}
B"  offene Einheitskugel {x € R" | ||x|| < 1}

S"~1  Einheitssphire {x € R" | ||x| = 1}

Definition (4.2)

Man sagt, ein topologischer Raum X besitzt die
Fixpunkteigenschaft, wenn jede stetige Abbildung ¢ : X — X
mindestens einen hat, also ¢(x) = x fiir mindestens ein
x € X erfiillt ist.




Der Brouwersche Fixpunktsatz

Die Einheitskugel B" besitzt die Fixpunkteigenschaft.

Der Satz kann unmittelbar zuriickgefiihrt werden auf die Aussage

Proposition (4.4)

Es gibt keine stetige Abbildung ¢ : B” — S"~1 mit
¢|Sn71 = idSnfl.




Das Stone-Weierstrass- Theorem

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A eine Unteralgebra von
C(X,R), die die konstanten Funktionen auf X als Untervektorraum
enthalt. AuBerdem setzen wir voraus:

e Die R-Algebra A trennt Punkte, d.h. fiir alle x,y € X mit
x # y gibt es ein £ € A mit f(x) # f(y).
Dann ist A in C(X,R) eine dichte Teilmenge. Dies bedeutet: Fiir

jedes ¢ € RT und g € C(X,R) gibt es ein f € A mit der Eigen-
schaft, dass |g(x) — f(x)| < ¢ fiir alle x € X erfiillt ist.




Der Approximationssatz von Weierstrass

Folgerung (4.6)

Sei [a, b] C R ein endliches abgeschlossenes Intervall und

g : [a, b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es fiir jedes e € R™
ein Polynom p € R[x], so dass |g(x) — p(x)| < ¢ fiir alle x € [a, b]
erfiillt ist.




Zwei Einzelschritte zum Brouwerschen Fixpunktsatz

Wenn eine Abbildung v : B" — S"1 mit | gn-1 = idgn-1
existiert, dann gibt es auch eine stetig differenzierbare Abbildung
mit dieser Eigenschaft.

Lemma (4.8)

Es gibt keine stetig differenzierbare Abbildung v : B" — S"~! mit
w’Snfl = idSnfl.
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e Dass das n-dimensionale Volumen /(1) = vol(S"~1) gleich
null ist, wird im Skript genauer ausgefiihrt, indem dort gezeigt
wird, dass die Funktionaldeterminante det¢’(x) auf B" kon-
stant null ist. Es ist darauf zuriickzufiihren, dass die Spalten-
vektoren 0 /0x;j(x) von 1’(x) alle in der Tangentialebene an
die Einheitssphire S"~! im Punkt v(x) € S"~1 enthalten und
somit linear abhangig sind.

e Leider konnte ich aus Zeitgriinden einen Punkt im Beweis
(,Man kann zeigen...") nicht ausfiihren, der auf den ersten
Blick nicht besonders plausibel erscheint: die Gleichung
G = B" fiir alle t € [0, to]. Diese kommt folgendermaBen zu
Stande. Es geniigt zu zeigen, dass jeder Punkt g € B" \ G; in
S"1 enthalten ist. Denn einerseits muss G; C B" wegen
Y¢|gn-1 = idgn-1 gelten. Ware andererseits g € B", aber nicht
in G enthalten, dann wiirde aus der Annahme q € S"~! fol-
gen, was aber wegen g € G; = ¢(B") und 9¢(q) = q erneut
der Injektivitdt von 1; widersprechen wiirde.



e Seials g € B"\ G;, und zeigen wir g € S"1. Sei p € G;
beliebig gewahlt. Dann schneidet der Rand 9G; die Verbin-
dungsstrecke [p, g] in einem Punkt p’. Die Bildmenge v(B")
ist kompakt, also abgeschlossen, enthilt somit 0G;. Es gibt
also ein x € B" mit 1,(x) = p'.

e Andererseits enthilt G; als offene Menge den Randpunkt p’
nicht. Daraus folgt x ¢ B" und x € S"~1. Auf Grund der
Gleichung t¢|gn-1 = idgs-1 folgt daraus wiederum p’ € S"~1,
Nun ist B" aber konvex, und aus p, g € B" wiirde auch p’ €
B" folgen. So aber muss g in S"1 liegen.



