Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Sei D C R x K" offen, f : D — K" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Dann besitzt
das durch y’ = f(x, y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem
eine eindeutige maximale Losung.




Wiederholung: Grundlagen Topologie

(1) Satz von Heine-Borel:
Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist. (Dasselbe gilt fiir Teilmenge
von C" oder von R x C".)

(2) Ist (X, T) ein topologischer Raum, dann bezeichnet man eine
Teilmenge A C X als relativ kompakt, wenn ihr Abschluss A
in (X, T) kompakt ist.

(3) Sei D C R", aufgefasst als topologischer Raum mit der von
R" induzierten Topologie. Eine Teilmenge A C D ist genau
dann relativ kompakt in D, wenn sie beschrankt ist und der
Abschluss A von A in R” (1) in D enthalten ist.



Relative Kompaktheit von Losungskurven

Definition (3.11)

Sei y = f(x,y) ein System von n DGLs erster Ordnung mit einem
Definitionsbereich D C R x K", sei (a,b) € D, und sei ¢ : | — K"
eine Losung des entsprechenden Anfangswertproblems. Wir sagen,
die Lésung ¢ verlasst nach rechts jedes Kompaktum, wenn der
rechts von a liegende Graph

F(e) = {(t»(t)) € Dt = a}

in D ist. Entsprechend sagen wir, ¢ verlasst
nach links jedes Kompaktum, wenn

r(p) = {(tp()eD|t<a}

in D nicht relativ kompakt ist. Man sagt, jedes Kompaktum wird
in beiden Richtungen verlassen, wenn die Mengen I'1.(¢) beide in
D nicht relativ kompakt sind.
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Kriterium fiir die relative Kompaktheit

Proposition (3.12)

Seien die Bezeichnungen wie in der vorherigen Definition gewahlt,
wobei wir aber voraussetzen, dass die Teilmenge D offen in

R x K" ist. Sei | = ]a, B[ das Definitionsintervall von ¢, mit

a € RU{—o0}, =R U{+o0} und a < 8. Genau dann verlasst
¢ nach rechts jedes Kompaktum, wenn mindestens eine der
folgenden drei Bedingungen erfiillt ist.

(i) B=+o0
(i) B8 € R und limsup,_,g[|o(t)[lcc = +00
(iii) B e R, 9D # @ und lim,,53 d((t,p(t)),0D) =0

.
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Korrektur 5. Zeile: ,,... ist nicht relativ kompakt..."
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Relative Kompaktheit =- Fortsetzbarkeit

Lemma (3.13)

Sei D C R x K" offen, f : D — K" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Sei

¢ :]a, B[ = K" eine Lésung des durch y’ = f(x, y) und (a, b)
definierten Anfangswertproblems. Ist I () in D relativ kompakt,
dann ist ¢ nach rechts , d.h. es gibt ein € € R und
eine Fortsetzung ¢ : |a, 5 + [ — K" von .
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Satz iiber das Randverhalten von Ldsungen

Sei D C R x K" offen, f : D — IK" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Sei

¢ : Ja, B[ — K" eine Losung des durch y’ = f(x,y) und (a, b)
definierten Anfangswertproblems. Dann sind die folgenden beiden
Aussagen dquivalent.

(i) Die Losung ¢ ist maximal.

(ii) Die Losung ¢ verldsst in beide Richtungen jedes Kompaktum.
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