Der Eindeutigkeitssatz

Sei D C R x K", (a,b) € D, und sei f : D — R" eine Funktion,
die lokal einer Lipschitz-Bedingung genligt.
e Sind ¢,% : | — R" beides Lésungen des durch y' = f(x, y)
und (a, b) definierten Anfangswertproblems auf einem offenen
Intervall I C IR, dann stimmen sie auf ganz / {iberein.

e Desweiteren besitzt das Anfangswertproblem
Losung.




Banachraume bestehend aus Funktionen

Sei | = [a, b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall, und sei
V' ein Banachraum. Sei auBerdem n € IN und C(/, V') der
R-Vektorraum der stetigen Funktionen f : /| — V. Dann ist C(/, V)
mit der Norm ||f||cc = sup{ ||f(x)|| | x € I} ein Banachraum.
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Funktionen mit Werten in einer abg. Teilmenge

Lemma (3.8)

Sei | = [a, b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall, V ein
Banachraum und B C V eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist
die Menge der Funktionen C(/, B) abgeschlossen im Banachraum
C(I, V). Also ist C(1, B) beziiglich der Metrik d(f,g) = ||f — &|loe
ein vollstandiger metrischer Raum.
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Der lokale Existenzsatz

Sei D C R x K" offen, (a,b) € D und f : D — K" eine stetige
Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es
ein § € R und eine Lésung ¢ : ]a — 6, a+ §[ — K" des durch

y' = f(x,y) und (a, b) definierten Anfangswertproblems.
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Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Sei D C R x K" offen, f : D — K" eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Dann besitzt
das durch y’ = f(x, y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem
eine eindeutige maximale Losung.
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Ist t < a, dann wahlen wir eine Lésung ¢ : ]¢;,a+ 6] — K" des

Anfangswertproblems mit ¢; < ¢; < t und setzen 1(t) = p¢(t). Im

Fall t > a wahlen wir eine Losung ¢; : |a — 6, re[ — K" mit

re < t < di und setzen ebenfalls 1)(t) = ¢(t). Offenbar gilt

¥(a) = pa(a) = b.

Zu lberpriifen ist nun

(1) Fir alle t € |c1, di] gilt ¥/(t) = f(t,9(t)), d.h. ¢ ist eine
Lésung von y' = f(x,y).

(2) Die Losung 1) ist maximal.

zu (1) Wir betrachten nur den Fall, dass t > a ist, weil das
Argument im anderen Fall analog funktioniert. Nach Definition
gilt ¥(t) = ¢¢(t), und auBerdem . (t') = f(t', p¢(t")) fiir alle
t' €)a— 4, r[, weil p; eine Losung der DGL ist.



Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes 3.6 stimmen fiir jedes t’ in
diesem Intervall die Losungen ¢; und ¢4 dort, wo sie beide
definiert sind, iiberein, insbesondere im Punkt t’. Es gilt also
jeweils (t') = @ (t") = ¢t(t'). Weil der Durchschnitt der
Definitionsbereiche offen ist, stimmen ¢ und ¢; also auf einem
offenen Bereich iiberein, und daraus folgt auch jeweils

P'(t') = p}(t"). Insbesondere gilt also

P(t) = () = f(tedt)) = (1)
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Wiederholung: Grundlagen Topologie

(1) Satz von Heine-Borel:
Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist. (Dasselbe gilt fiir Teilmenge
von C" oder von R x C".)

(2) Ist (X, T) ein topologischer Raum, dann bezeichnet man eine
Teilmenge A C X als relativ kompakt, wenn ihr Abschluss A
in (X, T) kompakt ist.

(3) Sei D C R", aufgefasst als topologischer Raum mit der von
R" induzierten Topologie. Eine Teilmenge A C D ist genau
dann relativ kompakt in D, wenn sie beschrankt ist und der
Abschluss A von A in R” (1) in D enthalten ist.
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