Systeme von Differenzialgleichungen

Im Folgenden bezeichnet K einen der beiden Korper R oder C.

Definition (3.1)

Seien n,k € IN, U C R x K"  eine beliebige Teilmenge und
f . U — K" eine Funktion. Dann bezeichen wir eine Gleichung der
Form

y(k) = f(X7y7.y/7"'7y(k_1))

als (explizite) IKK-wertiges System von n Differenzialgleichung der
. Dabei wird U der Definitionsbereich des Systems ge-

nannt.




Anfangswertprobleme und ihre Losungen

Definition (3.2)

Ein Anfangswertproblem besteht aus der Angabe eines K-wertiges
System von n Differenzialgleichung wie in Definition 3.1 und eines
Punktes (a, b) € U mit a € R und b € K*". Eine Lésung dieses
Anfangswertproblems ist eine (mindestens) k-mal differenzierbare
Funktion ¢ : | — K", definiert auf einem offenen Intervall /, mit
(¢(a), ¢'(a), ..., o'*1(a)) = b und der Eigenschaft, dass

(t,0(t), & (2), .., (1) € U

und
) = it e(t), (), .., ok V(1))

fiir 1 <j < nund alle t € | erfiillt ist. Eine solche Losung wird als
maximal bezeichnet, wenn keine Losung ¢ : J — K" des Anfangs-
wertproblems mit J D / und |, = ¢ existiert.




Korrespondenz zwischen Systemen erster und hoherer

Ordnung

Jedem System von n Differenzialgleichungen k-ter Ordnung wie
oben kann auf folgende Weise ein System y’ = g(x, y) von kn
Differenzialgleichungen zugeordnet werden: Man definiert eine
Funktion g : D — K" durch

g,-J(x,y) = y;+1J fUrOSiSk—Zlngn

gk—l,j(ny) = 6(X7y) fUI’].S_]Sn

Dabei wird fiir die Nummerierung der Indizes der Raum K" mit
(KM)* gleichgesetzt.



Ubersetzung der Lésungsmengen

Sei y() = f(x,y,y’, ...,y"*~1) ein n-elementiges System von

DGLs k-ter Ordnung der oben angegebenen Form und y' = g(x, y)

das zugeordnente kn-elementige System.

(i) Ist ¢ : I — K" eine Losung des n-elementigen Systems, dann
ist die Abbildung 1 : | — Kk gegeben durch
U(t) = (@(t), (1), ..., ok1(¢)) fiir t € 1, in
ausgeschriebener Form 0<i<k-—1und
1 <j < n, eine Losung des kn-elementigen Systems.

(ii) Ist umgekehrt ¢ : | — KX eine Losung des nk-elementigen
Systems, dann ist durch ¢;(t) = v (t) fir 1 <j < n eine
Losung des n-elementigen Systems gegeben.
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Lipschitz-stetige Funktionen beziiglich einer Komponente

Definition (3.4)
Seien V, W Banachrdume, me N, DC R x Vund f: D - W
eine Funktion. Wir sagen, die Funktion f geniigt

(i) einer Lipschitz-Bedingung, wenn eine Konstante L € R*
existiert, so dass ||f(x,y) — f(x,y")|| < L||y — /|| fiir alle
x € R™und y,y’ € V mit (x,y),(x,y") € D erfiillt ist und

(i) einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn fiir jeden Punkt
(x,y) € D eine Umgebung U C R™ X V existiert, so dass
fIpnu eine Lipschitz-Bedingung gentigt.




Hinreichendes Kriterium fiir Lipschitz-Stetigkeit

Proposition (3.5)

Sei D C R™ x K" offen und f : D — K", (x,y) — f(x,y) eine
stetige Funktion mit stetiger (reeller) Ableitung beziiglich der
y-Komponente. Dann geniigt f einer lokalen Lipschitz-Bedingung.
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Notation: Vektorwertige Integrale

Ist g : [a, b] — R" eine stetige, vektorwertige Funktion, dann
setzen wir

/abg(x) dx = (/abgl(x) dX,...,/abgn(X) dx) ’

wobei g1, .., gn die Komponentenfunktionen von g bezeichnen.



Der Eindeutigkeitssatz

Sei D C R x K", (a,b) € D, und sei f : D — R" eine Funktion,
die lokal einer Lipschitz-Bedingung genligt.
e Sind ¢,% : | — R" beides Lésungen des durch y' = f(x, y)
und (a, b) definierten Anfangswertproblems auf einem offenen
Intervall I C IR, dann stimmen sie auf ganz / {iberein.

e Desweiteren besitzt das Anfangswertproblem
Losung.
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Banachraume bestehend aus Funktionen

Sei | = [a, b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall, und sei
V' ein Banachraum. Sei auBerdem n € IN und C(/, V') der
R-Vektorraum der stetigen Funktionen f : /| — V. Dann ist C(/, V)
mit der Norm ||f||cc = sup{ ||f(x)|| | x € I} ein Banachraum.
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