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Gewohnliche Differengzialgleichungen

Zusammenfassung

Thema der Vorlesung ist die Theorie der Systeme von Differenzialgleichungen f'ur Funktionen in einer
Variablen. Diese Theorie entwickelte sich in erster Linie durch Fragestellungen aus der Physik, besitzt
aber auch wichtige Anwendungen in Gebieten der Reinen Mathematik, wie zum Beispiel der Diffe-
renzialgeometrie und der Funktionalanalysis. Wir beschiftigen uns mit Verfahren zur Berechnung von
Losungen solcher Gleichungssysteme, leiten Sitze {iber die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen
her, untersuchen das asymptotische Verhalten von Losungen und die Abhéngigkeit der Losungen von
Parameterwerten. Im Einzelnen werden folgende Themen behandelt.

¢ elementare Losungsmethoden fiir gewhnliche DGLs

e Existenz- und Eindeutigkeitssdtze, Randverhalten von Losungen

e lineare Systeme von DGLs (u.a. mit konstanten oder periodischen Koeffizienten)
e Stabilitdt von Losungen

e parameterabéngige Differenzialgleichungen
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§1. Grundbegriffe

Zusammenfassung. In diesem Kapitel definieren wir Differenzialgleichungen (DGLs) erster Ordnung, ihren
Definitionsbereich und ihre Losungen. Die Losungskurven und Richtungsvektorfelder erméglichen eine geo-
metrische Interpretation der DGLs. Wir formulieren hinreichende Kriterien fiir die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen. Wéahrend bei expliziten DGLs der Definitionsbereich oft kiinstlich eingeschrankt ist, ermoglichen
DGLs in symmetrischer Form eine gro3ere Flexibilitat.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze
— explizite und implizite DGL erster Ordnung - Existenzsatz von Peano
— (maximale) Losung einer solchen DGL — Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

— normiertes Richtungsvektorfeld einer DGL
— (lokale) Lipschitz-Bedingung

— Lipschitz-Konstante

— 1-Form auf einer Teilmenge D C R?

— DGL in symmetrischer Form

Im ersten Teil der Vorlesung beschiftigen wir uns vorwiegend mit Differenzialgleichungen des folgenden Typs.

Definition 1.1 Sei D C R?und f : D — R eine Funktion. Dann nennt man eine Gleichung der
Form

Yy = flxy)

eine (gewohnliche) explizite Differenzialgleichung (DGL) erster Ordnung. Eine Losung einer
solchen DGL ist eine differenzierbare Funktion ¢ : I — R auf einem offenen Intervall I C R mit
der Eigenschaft, dass (t, p(t)) € D und ¢’(t) = f(t, p(t)) fiir alle t € I erfiillt ist.

Gelegentlich betrachtet man DGLs von etwas allgemeinerer Form.

Definition 1.2 Sei D € R3® und F : D — R eine Funktion. Dann wird eine Gleichung der Form
Flx,y,y)) = 0

eine implizite DGL erster Ordnung genannt. Eine Losung ist in diesem Fall eine differenzierbare
Funktion ¢ : I — R auf einem offenen Intervall I C R mit der Eigenschaft, dass (t, ¢(t), p’(t)) €
D und F(t, ¢(t), p’(t)) = 0 fiir alle t € I gilt.




Jeder expliziten DGL y’ = f(x,y) gegeben durch eine Funktion f : D — R kann eine implizite DGL zugeordnet
werden, indem man D = D x R und F : D — R durch F(x,y,y") = y’ — f(x,y) definiert. Eine differenzierbare
Funktion ¢ : I — R ist offenbar genau dann eine Losung von ¥y’ = f(x, y), wenn sie eine Lésung von F(x,y,y’) =0
ist.

Umgkehrt liefert der Satz {iber implizite Funktionen aus der Analysis mehrerer Variablen ein hinreichendes Kriterium
dafiir, dass eine implizite DGL F(x,y,y") = 0 gegeben durch eine Funktion F : D — R zumindest in der Umgebung
eines Punktes (x,, ¥o,29) € D in eine explizite DGL umgewandelt werden kann: Ist F stetig differenzierbar und
g—g(xo,yo,zo) # 0, dann gibt es offene Intervalle I,J,K C R mit x, € I, y, € J, 2, € K und eine Funktion f : I xJ —» K
mit der Eigenschaft, dass die Aquivalenz

F(x,y,2)=0=2z=f(x,y) firalle (x,y,z)elxJxK

erfiillt ist. Eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : I’ — R auf einem offenen Teilintervall I’ C I mit ¢(t) € J fiir
alle t’ € I ist unter diesen Voraussetzungen genau dann eine Losung von F(x, y, y’) = 0, wenn sie eine Losung von
¥’ = f(x,y) ist. Wir werden uns in der Vorlesung aber fast ausschlieflich mit expliziten DGLs befassen.

Definition 1.3 Man bezeichnet eine Losung ¢ : I — R der DGL y’ = f(x,y) als maximal,
wenn keine Losung v : J — R mit J 2 I und v|; = ¢ existiert.

Wir definieren nun zwei wichtige geometrische Merkmale einer expliziten DGL.

Definition 1.4 Seiy’ = f(x,y) eine explizite DGL erster Ordnung wie oben. Dann nennt man
die Funktion f : D — R? gegeben durch

fooy) = ;( ! )
Y= VI+i0,y)2 \f(xy)

das normierte Richtungsvektorfeld der DGL. Ist ¢ : I — R eine Losung der DGL, dann bezeich-
net man den Graphen von ¢ gegeben durch y : I — R, t — (t, ¢(t)) auch als Lésungskurve der
DGL.

Fiir den weiteren Verlauf fithren wir die folgende Sprechweise ein: Wir sagen, eine Losung ¢ : I — R durchliuft
einen Punkt (x, y) des Definitionsbereichs D der DGL, wenn ein t € I mit y(t) = (t, ¢(t)) = (x, y) existiert.

Die Definitionen sind so gewahlt, dass fiir jedes t € I der Vektor ( f oy)(t) jeweils der normierte Tangentialvektor an
die Kurve y im Punkt y(t) ist. Denn der Tangentialvektor ohne Normierung ist jeweils gegeben durch y’(t), und es
gilt

e (1) 1 _ v1+f(t,s0(t))2( 1 ) _ (Fo
0 = (o) = Gesw) = e b)) = VIFTEROR Fonto




Sehen wir uns diese geometrischen Merkmale anhand einiger konkreter Beispiele an.

€8]

(2

(3

Die Differenzialgleichung y’ = % mit dem Definitionsbereich D = R* x R besitzt als Losungen die Funktio-
nen ¢, : RT — R, t — ct, wobei ¢ die reellen Zahlen durchléuft. Dies iiberpriift man unmittelbar durch
Differenziation der Funktion ¢,: Fiir alle t € R* gilt

ct pc(t)

/
t = = —_ =
v (t) c " ;

Die entsprechende Losungskurve ist gegeben durch y.(t) = (t,ct) fiir alle t € R*. Das normierte Richtungs-
vektorfeld der DGL ist gegeben durch

e = 25D - )
’ 1+ (22 \% X2 Hy?\Y
fiir alle (x, y) € D. Offenbar handelt es sich bei allen (. um maximale Losungen der DGL.

Die Differenzialgleichung y’ = —§ mit dem Definitionsbereich R x R* besitzt als Losungen die Funktionen
der Form
g I.—R , t—eVc—t2 ,

definiert jeweils auf dem offenen Intervall I, = ]—1/3, Jc [, wobei ¢ die positiven reellen Zahlen durchlauft.
Auch hier {iberpriift man die Losungseigenschaft unmittelbar durch Differenziation: Fiir alle c € R* und t € I,

gilt
@ - e
(pc ZVC—fz (pc(t)‘

Das normierte Richtungsvektorfeld ist in diesem Fall gegeben durch

X, y = —_— = _— = JE—
V1I+()? - VxXZryr\—3 Vxz+y2 \—x
fiir alle (x,y) € D. Auch hier ist klar, dass es sich bei allen ¢, um maximale Lésungen handeln muss. Denn
nehmen wir an, dass v : J — R eine Losung der DGL mit |, = ¢, ist, definiert auf einem offenen Intervall
J 2 I.. Dann gilt —4/c € J oder 4/c € J. Wir beschridnken uns auf den zweiten Fall, weil die Argumentation

im ersten Fall analog verlduft. Als Losung der DGL ist die Funktion ) auf I, differenzierbar, damit auch stetig,
und es folgt

PO = lmg) = lim () = nmf\/c—tz = V=2 = o

Aber dies stets im Widerspruch dazu, dass (t,1(t)) fiir alle t € J im Definitionsbereich D = R x R* der DGL
liegen muss.

Betrachten wir allgemein eine DGL der Form y’ = f(x) mit einer stetigen Funktion f : I — R auf einem
offenen Intervall I € R. Dann ist der Definitionsbereich der DGL durch D = I x R gegeben. Bezeichnet
F : 1 — R eine beliebige Stammfunktion von f, dann sind die Losungen der DGL genau die Funktionen der
Form ¢, : I — R gegeben durch ¢ (t) = F(t) + c. Dies folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung. Diesmal hat das Richtungsvektorfeld der DGL die Form

Fooy) = ;( 1)
YT AR )

Auch in diesem Beispiel sind alle angegebenen Losungen offenbar maximale Losungen.




Um ein Kriterium fiir die Eindeutigkeit von Losungen formulieren zu kénnen, bendtigen wir den folgenden Begriff.

Definition 1.5 Sei D CR?und f : D — R eine Funktion.

(i) Man sagt, die Funktion f geniigt einer Lipschitz-Bedingung, wenn eine Konstante L €
R* existiert, so dass | f (x, y)—f (x, y")| < L|y—y’| fiiralle x, y, y’ € Rmit (x, y),(x,y’) €
D erfiillt ist. Die Zahl L wird in diesem Zusammenhang eine Lipschitz-Konstante der
Funktion f genannt.

(i) Die Funktion f gentigt einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn fiir jeden Punkt (x,y) €
D eine Umgebung U existiert, so dass f |~y einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Wie wir spéter {iberpriifen werden, gentigt f zum Beispiel dann einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn f stetig und

die partielle Ableitung % nach der zweiten Variable y ebenfalls stetig ist. Fiir die definierenden Funktionen in den
drei Beispielen, gegeben durch f(x,y) = i—’, flx,y)= —§ bzw. (x,y) — f(x) ist dieses Kriterium offenbar erfiillt.

Die folgenden beiden Aussagen werden wir in einem spiteren Kapitel in einem allgemeineren Rahmen beweisen.

Satz 1.6 Sei y’ = f(x,y) eine explizite DGL erster Ordnung, gegeben durch eine Funktion f
auf einem Definitionsbereich D C R2.

(i) (Existenzsatz von Peano)
Ist f stetig, dann existiert fiir jeden Punkt (x, y) € D eine maximale, durch (x, y) verlau-
fende Losung der DGL.

(i) (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof)
Gentigt f dariiber hinaus einer lokalen Lipschitz-Bedingung, dann existiert fiir jeden
Punkt (x, y) € D eine eindeutig bestimmte maximale Losung durch (x, y).

Geometrisch lésst sich der Existenzsatz von Peano dahingehend interpretieren, dass die Losungskurven der DGL den
Definitionsbereich D der DGL iiberdecken, wobei es aber vorkommen kann, dass zwei Losungskurven zusammenlau-
fen oder sich iiberkreuzen. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof bedeutet, dass die Losungskur-
ven dariiber hinaus eine Zerlegung des Definitionsbereichs bilden.

Anhand der Beispiele (1) und (2) von oben wird ein Problem der expliziten DGLs in der Form y’ = f(x, y) deutlich:
Die definierende Funktion f : D — R besitzt hdufig Definitionsliicken, wodurch der Definitionsbereich von Losungen
unnotig eingeschrankt wird. So wire es wiinschenswert, die DGL im Beispiel (1) so umzuschreiben, dass die Losungen
p.(t) auf ganz R definiert sind. Ebenso wiirde man die DGL im Beispiel (2) gern in eine Form bringen, bei der die
Losungskurven vollstdndige Kreisbahnen darstellen, und nicht nur Halbkreise.

Insgesamt wird die Beschreibung von Losungen héufig vereinfacht, wenn man DGLs und Losungen einer etwas all-
gemeineren Form betrachtet. Unser néichstes Ziel besteht darin, eine solche Form zu definieren. Sie wird spiter im
Abschnitt {iber exakte DGLs Verwendung finden. Au3erdem liefert diese Fassung einen Ansatz, um DGLs auch auf
abstrakten Mannigfaltigkeiten zu definieren, ein wichtiges Thema im Rahmen der Differenzialgeometrie.




Definition 1.7  FEine Linearform auf einem R-Vektorraum V ist eine lineare Abbildung
V — R. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass diese linearen Abbildungen selbst einen
R-Vektorraum bilden, den wir als den Dualraum V* von V bezeichnen.

Wir interessieren uns im Folgenden nur fiir den Dualraum (IR?)*. Dieser enthilt zwei ausgezeichnete Elemente el
und e, die auf einem beliebigen Vektor v = (vy,v,) € R? durch e;(v) =v; und e;(v) = v, definiert sind.

Definition 1.8 Eine 1-Form auf einer Teilmenge D C R? ist eine Abbildung w : D — (R?)*.

Auf jeder Teilmenge D C R? gibt es zwei ausgezeichnete 1-Formen, die mit dx und dy bezeichnet werden und durch
die konstanten Werte dx(x, y) = e] bzw. dy(x, y) = e; fiir alle (x, y) € D gegeben sind. Weil es sich bei (e}, e;) um
eine geordnete Basis des Dualraus (IR?)* handelt, gibt es fiir jede 1-Form w auf D eindeutig bestimmte Funktionen
f,g:D— R, sodass

wlx,y) = fle,y)ey+g(x,y)e;
fiir alle (x, y) € D erfiillt ist. Dies bedeutet, dass w stets in der Form w = f dx + g dy dargestellt werden kann, mit

geeigneten Funktionen f und g auf D. Man bezeichnet die 1-Form w als stetig, differenzierbar, stetig differenzierbar,
wenn f und g auf D stetige, differenzierbare bzw. stetig differenzierbare Funktionen sind.

Definition 1.9 Sei D C R?, und seien w und 7 zwei auf D definierte 1-Formen. Dann bezeich-
nen wir die Gleichung

wlx,y) = n(x,y)

als eine DGL in symmetrischer Form. Eine differenzierbare Funktion y : I — R? auf einem
offenen Intervall I € R wird eine Lésung der DGL genannt, wenn y(t) € D und

w(r(OF(©) = k() (1)

fir alle t € I erfiillt ist.

Auch den DGLs in symmetrischer Form kdnnen wir normierte Richtungsvektorfelder zuordnen, die aber im Allge-
meinen nicht mehr eindeutig bestimmt sind. Ist v = (v;,v,) € R? ein beliebiger Vektor, dann bezeichnen wir mit

[lvIl = 4/vZ + v2 seine euklidische Norm.

Definition 1.10 Sei D C R?, und seien w und 1 zwei auf D definierte 1-Formen. Wir be-
zeichnen eine Abbildung f : D — R? als normiertes Richtungsvektorfeld der DGL w(x,y) =
n(x, y), wenn fiir alle (x, y) € D jeweils

IFGeNI=1  und (e, Y)F(x,¥) = 90, y)Fx,y))

erfillt ist.




Dieser Typ von Differenzialgleichungen steht zu den oben definierten, expliziten DGLs der Form y’ = f (x, y), gegeben
durch eine Funktion f : D — R, in folgendem Zusammenhang: Seien w und 7 die 1-Formen auf D gegeben durch
w = dy und 1 = fdx. Dann ist durch dy = f(x,y) dx also eine DGL in symmetrischer Form gegeben. Eine
differenzierbare Funktion ¢ : I — R, definiert auf einem offenen Intervall I C R, ist genau dann eine Losung von
¥’ = f(x,y), wenn die zugehorige Losungskurve y : I — R?, t — (t,¢(t)) eine Losung von dy = f(x,y) dx ist.
Weil namlich fiir alle ¢t € I sowohl

oY) = (') = eLe'(t) = ¢'(0)

als auch

Ny () = flee)ef(Le (1) = flte)1 = f(t ),
gilt, ist Letzteres dquivalent zur Gleichung ¢’(t) = f(t, ¢(t)) fiiralle t € I.

An Stelle der DGLs (1) und (2) von oben kénnen wir nun die folgenden DGLs in symmetrischer Form mit erweitertem
Definitionsbereich betrachten.

(1I’) Wir betrachten auf D = R? die DGL gegebeben durch x dy = y dx. Dann st fiir jedes c € R durchy, : R — R,
t — (t,ct) eine Losung dieser DGL gegeben. Setzen wir ndmlich w = x dy und n = y dx, dann gilt fiir
alle t € R jeweils w(y (0))(y.(t)) = w(t,ct)(1,c) = t-ej(1,c) = t-c = ct, und ebenso n(y (t))(y.(t)) =
n(t,ct)(1,c) =ct-ej(1,c) = ct -1 = ct. Ein Richtungsvektorfeld der DGL ist durch

o 1 be
flx,y) = —]mm— ( ) firalle (x,y)€R?\{(0,0)}
Vx2+y2 \Y
und £(0,0) = (1,0) gegeben. Im Fall (x, y) # (0, 0) gilt ndmlich w(x, y)(f (x, ¥)) = (x2+y2)/2x -eb(x,y) =
(x2 + y2)2xy, und ebenso n(x, y)(f(x,y)) = (x> + ¥y 2yer(x,y) = (x* + y2)2xy. AuRerdem ist
«(0,0)(1,0) = 0 = 7n(0,0)(1,0). (Fir den Wert f(O, 0) kann in der Tat ein beliebiger normierter Vektor
gewihlt werden, weil die DGL x dy = y dx im Punkt (0, 0) ,entartet“.)

(2) Auf D = R?\ {(0,0)} betrachten wir die DGL y dy = —x dx. Dann erhalten wir fiir jedes ¢ € R durch
7. : R — R2, t — (ccos(t),csin(t)) eine Losung der DGL. Definieren wir ndmlich & =y dy und n = —x dx,
dann gilt fiir alle t € R einerseits

oy (ON.(t)) = wl(ccos(t),csin(t)) (_C sin(t)) = csin(t)e; (—c sin(t)) = c2cos(t)sin(t)
¢ c cos(t) ccos(t)
andererseits aber auch
A = atecostesinn S} = ecoston - ()
= —(ccos(t))-(—csin(t)) = c2cos(t)sin(t).

Man iiberpriift ohne Schwierigkeiten, dass durch f : D — R2, (x,y) — (x%+ y2)"/2(y,—x) ein Richtungs-
vektorfeld der DGL definiert ist.




§2. Elementare Losungsmethoden

Zusammenfassung. In diesem Kapitel behandeln wir eine Reihe von elementaren Losungsmethoden fiir
gewohnliche DGLs erster Ordnung von spezieller Form, im Einzelnen

* Losung von DGLs mit getrennten Variablen
* Losung linearer DGLs durch Variation der Konstanten
* Riickfithrung auf bekannte Typen durch Substitution

* Losung exakter durch Bestimmung einer Stammfunktion bzw. eines integrierenden Faktors

2.1 Differengzialgleichungen mit getrennten Variablen

In diesem Abschnitt betrachten wir DGLs der folgenden Form.

Definition 2.1 Seien I,J C R offene Intervalle und f : I — R, g : J — R stetige Funktionen.
Dann nennt man y’ = f(x)g(y) eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium fiir die Eindeutigkeit der Losung durch einen Punkt und liefert zugleich ein
Verfahren fiir die Bestimmung der Losung.

Satz 2.2 Seien f, g wie oben definiert und aulerdem (a, b) € I xJ mit g(b) # 0. SeiJ’ C J ein
Intervall mit b € J’ und g(y) # 0 fiir alle y € J’, und seien F : I - R und G : J' — R definiert

durch
y

F(x)=f f(t)dt und G(y)=f g(t)tdt.

b
Dann besitzt G eine Umkehrfunktion H : G(J') — J’, und es existiert ein offenes Intervall I’ C I
mita € I’ und F(I') € G(J’). Dariiber hinaus ist die Funktion ¢ : I’ — IR gegeben durch ¢ = HoF
die einzige durch (a, b) verlaufende Lésung der DGL auf I'.

Beweis: Zunichst bemerken wir, dass ein offenes Intervall J’ mit der angegebenen Eigenschaft existiert, denn wegen
g(b) # 0 und der Stetigkeit von g gilt g(y) # O fiir alle y in einem hinreichend kleinen offenen Teilintervlal J’ C J,
das b enthélt. Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dass im Fall g(b) > 0 auch g(y) > 0 fiir alle y € J’ gilt, und g(y) <0
fiir alle y € J’ im Fall g(b) < 0. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung gilt G'(y) = g(y)™!
fiir alle y € J’. Dies zeigt, dass G im Fall g(b) > 0 streng monoton wachsend und im Fall g(b) < 0 streng monoton
fallend auf J’ ist. Daraus wiederum folgt die Existenz der Umkehrfunktion H von G.




Nach Definition gilt F(a) = G(b) = 0, also ist G(J') eine offene Intervallumgebung von F(a). Auf Grund der Stetigkeit
von F existiert somit eine offene Intervallumgebung I’ C I von a mit F(I") € G(J'). Daraus wiederum folgt, dass
¢ = HoF auf dem gesamten Intervall I’ definiert ist. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechung gilt
F'(x) = f(x) fiir alle x € I und G’(y) = g(y)~* fiir alle y € J’. Weil G die Umkehrfunktion von H ist, gilt Go p = F
auf dem gesamten Intervall I’, und fiir alle t € I’ gilt auf Grund der Kettenregel

f = F(©) = (Gop)() = Gey'(0) = gle(®)¢'(0)

was zu ¢’(t) = f(t)g(p(t)) umgeformt werden kann. Wegen G(b) = 0 gilt auBerdem H(0) = b und somit ¢(a) =
(HoF)(a) =H(0) = b. Ingesamt ist damit gezeigt, dass ¢ tatséchlich eine durch (a, b) verlaufende Losung der DGL
ist.

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei ¢ : I’ — R eine beliebige Lésung der DGL durch (a, b). Dann folgt ’(t) =
f()g((r)) fiiralle t € I'. Da goap stetig ist, und wegen g(v(a)) = g(b) # 0, existiert eine offene Intervallumgebung
I” C I’ von a mit(t) C J’. Es folgt dann g(v(t)) # O fiir alle t € I”. Die Gleichung kann dann zu g(v(t))*’(t) =
f(t) umgestellt werden. Es gilt also G'(x(t))y’(t) = F'(t) fiir alle t € I”, und Anwendung des Integrals fax auf
beiden Seiten liefert (G o ¢)(x) = F(x) fiir alle x € I”. Die Gleichung G o1 = F kann zu v = H o F umgestellt
werden; dies zeigt, dass v auf I’ mit ¢ {ibereinstimmt.

Nehmen wir nun an, dass ein Punkt x € I’ mit p(x) # 1 (x) existiert. O.B.d.A. nehmen wir an, dass x > a ist; im
Fall x < a verlduft die Argumentation analog. Definieren wir x, = sup{x € I' | ¢| ] = Yl[qx}, dann gilt x5 > a
und x, € I. Auf Grund der Stetigkeit von ¢ und 1) gilt auRerdem ¢(x,) = v(x,). Dieselbe Uberlegung, angewendet
auf x, an Stelle von a, zeigt, dass ¢ in einer offenen Umgebung von x, mit v iibereinstimmt. Aber dies steht zur
Definition von x, im Widerspruch. Also miissen ¢ und v auf ganz I’ iibereinstimmen. m|

Um das Losungsverfahren zu illustrieren, bestimmen wir fiir jedes ¢ € R* eine Losung ¢, der Differenzialgleichung

y o= ¥y mit  @(0)=c

im Definitionsbereich D = R x R*. Dazu betrachten wir die Funktionen f : R > R, x—1und g: R* > R, y — y2.
Die zugehdrigen Funktionen F und G sind dann definiert durch

x y

1
F(x) = J;dt = Xx und Gly) = Jc% = -7
1

fiirallex € Rund y € R*. Wegen G ( ]0,+00[ ) = ]—oo, %[ konnen wir I’ = ]—oo, ;[ wiahlen; dies ist das maximale
offene Intervall mit F(I') =1’ € G( ]0,+o0[ ). Die Umkehrfunktion H von G erhilt man durch die Umformung

11 11 1 ¢
x=6) o x=1-1 o 11 . o o1 .
¢ y Y c E—X 1—cx

die gesuchte Funktion ist also y = H(x). Fiir alle x € I’ gilt H(F(x)) = H(x) = —. Durch ¢.(x) = — ist also

1—cx* 1—cx

eine Losung ¢, : I’ = R der DGL mit ¢,(0) = ¢ definiert. Tatséchlich gilt

C2

el(x) = (ADEDA—cx)? = =2 (

c

)2 = g

1—cx

firallex €I'.




Im Fall g(b) = 0 konnen durch den Punkt (a, b) unendlich viele verschiedene Losungen verlaufen. Als Beispiel
betrachten wir die DGL y’ = 4/|y| mit dem Definitionsbereich D = R?. Hier erhilt man fiir alle a € R jeweils
unendlich viele Losungen durch den Punkt (a,0), sogar in jeder beliebig kleinen Umgebung von (a, 0). Sind némlich
b,c € R mit b < a < ¢, dann ist zum Beispiel die Funktion ¢;, : R — R gegeben durch

—2(t—b)? firt<b
Ppc(t) = 0 firb<t<c

(t—c)y  firt>c

eine Losung. Denn fiir t < b ist @ (t) = —%(t — b) und ebenso /|, (t)] = 4/ }}(t—b)2 = %lt —b| = —%(t —b)

wegen t—b < 0. Auch fiir t > c ist die DGL wegen ¢; (t) = %(t—c) und /| (t) = 4/ %(t —c)2 = %lt—cl = %(t—c)
erfiillt. Fiir b < t < c gilt offenbar ¢; (t) = 0 = 4/[p,(t)|. Durch Vergleich der links- und rechtsseitigen Ableitung
zeigt man, dass diese Gleichungen auch in den Punkten b und c erfiillt sind.

Im Fall g(b) = 0 ist auf jeden Fall ¢ : [ - R, t — b eine Losung von y’ = f(x)g(y) durch den Punkt (a, b). Wir
formulieren noch ein hinreichendes Kriterium, dass die Eindeutigkeit auch in dieser Situation sicherstellt.

Proposition 2.3 Seien die Bezeichnungen wie in Satz gewihlt. Ist g(b) =0 und a € R*
mit der Eigenschaft, dass g(y) > O fiir alle y € ]b, b + a] gilt und das uneigentliche Integral

J«bﬂxd_y
b g(y)

divergiert, dann gibt es keine Losung ¢ : I’ — R auf einem offenen Teilintervall I’ € mita € I’
und @(t)> b fireint €1’

Beweis: Nehmen wir an, dass die angegebene Bedingung erfiillt ist, aber dennoch eine Losung ¢ wie angegeben
existiert, wobei t; € I’ mit p(t;) > b sei. O.B.d.A. kénnen wir t; > a annehmen; im Fall t; < a verlduft die
Argumentation analog. Setzen wir t, = sup{t € [a, t;[ | ¢(t) = b}, dann gilt t, < t;, ¢(t,) = b (auf Grund der
Stetigkeit von ¢) und ¢(t) > b fiir alle t € ]t,, t;], denn nach Definition des Supremums ist p(t) = b fiir diese
t ausgeschlossen, und auch ¢(t) < b wiirde auf Grund des Zwischenwertsatzes einen Widerspruch zur Definition
liefern. Durch eventuelle Verkleinerung von t; kénnen wir erreichen, dass ¢(t) € 1b, b + ] fiir alle t € ¢y, t;] gilt.
Es folgt dann g(¢(t)) > O fiir all diese t.

Weil ¢ eine Losung der DGL ist, gilt auRerdem jeweils ¢’(t) = f(t)g(¢(t)). Sei x € ]ty, t;]. Division durch g(¢(t))
und Integration tiber [x, t;] auf beiden Seiten liefert

t ‘Pl(t) t
dt = (t)dt ,
L EI0) f d
was durch Anwendung der Substitutionsregel auf die Form
w(t1) 4
f & f f(de
w(x) g(s) x

gebracht werden kann. Lassen wir nun x innerhalb des Intervalls ]t,, t;] gegen t, laufen, dann lauft ¢(x) gegen
p(ty) = b, und auf Grund unserer Voraussetzung divergiert das Integral auf der linken Seite der Gleichung. Die




rechte Seite dagegen ist fiir x — t, konvergent auf Grund der Stetigkeit von f. Die Annahme der Existenz einer
solchen Losung hat also zu einem Widerspruch gefiihrt. m|

Genauso zeigt man: Ist g(b) = 0 und a € R* mit der Eigenschaft, dass g(y) < O fiir alle y € [b— a, b[ gilt und das
uneigentliche Integral fbb_a g(y) ! dy divergiert, dann gibt es keine Losung ¢ : I’ — R auf einem offenen Teilintervall
I’ CImita€l’und ¢(t) < b fiirein t € I'. Sind beide Bedingungen zugleich erfiillt, dann ist die konstante Funktion
mit dem Wert b also tatsdchlich die einzige Losung auf I durch den Punkt (a, b).

2.2 Lineare Differenzialgleichungen

Definition 2.4 Seil C R ein offenes Intervall, und seien f, g : I — IR stetige Funktionen. Dann

nennt man
/

yoo= fx)y+gk)

eine lineare DGL erster Ordnung. Ist g(x) = O fiir alle x € I, dann spricht man von einer
homogenen, ansonsten von einer inhomogenen Differenzialgleichung.

Folgende allgemeine Aussagen lassen sich iiber die Losungsmenge linearer DGL formulieren.

Proposition 2.5

(i) Fiir jedes Paar (a,b) € I x R existiert eine eindeutig bestimmte Losung ¢ : I — R der
homogenen linearen DGL y’ = f(x)y durch (a, b). Diese ist gegeben durch ¢(t) = be®

mit der Stammfunktion F : I — R, x — f; f(t)dtvon f.

(i) Sind ¢, @, Losungen der homogenen linearen DGL, und ist A € R, dann sind auch ¢+,
und Ap; Losungen dieser DGL.

(iii) Sei, eine Losung der inhomogenen DGL. Dann sind die Lésungen dieser DGL insgesamt
die Funktionen der Form 1 = 1, + ¢, wobei ¢ die Losungen der homogenen linearen
DGL durchlauft.

Beweis: zu (i) Auf Grund des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung gilt F'(x) = f(x) fiir alle
x € I, und mit der Kettenregel erhalten wir ¢’(t) = bef OF/(t) = beF O f () = f(t)(t) auf Grund der Kettenregel,
fiir beliebiges t € I. AuBerdem gilt F(a) = 0 und somit ¢(a) = bef@ = be® = b. Die Losung ist nach Satz
(ii) eindeutig bestimmt, weil die DGL einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt: Auf Grund der Stetigkeit von f
existiert eine offene Umgebung I’ C I von a und eine konstante L, so dass |f (x)| < L fiir alle x € I’ gilt. Fiir alle
(x,¥),(x,2) €I’ x R erhalten wir dann |f (x)y — f (x)z| = |f (x)||ly —z| < L|y —z|.

zu (ii) Beide Gleichungen kénnen direkt nachgerechnet werden: Fiir alle t € I gilt (¢ + ¢,)'(t) = @[ (t) + @ (t) =
F®)p1()+f ()pa(t) = f(t)(p1+w2)(t), und ebenso erhalt man (A1) (t) = Ap](t) = Af ()1 (t) = f(t)(Ap1)(2).

zu (iii) Auch diese Aquivalenz iiberpriift man durch reines Einsetzen. Ist ¢ eine Losung der homogenen und v,
eine Losung der inhomogenen DGL, dann ist 1 = 14+ ¢ ebenfalls eine Losung der inhomogenen DGL, denn fiir alle
t €1 gilt jeweils '(t) = () + () = f(O)Yo(t) + g(6) + £ () (t) = f () (o + ©)() + g(£) = f()p(t) + g(8).
Ist umgekehrt 2 eine beliebige Losung der inhomogenen DGL und definieren wir ¢ = 4 — 1), dann gilt offenbar
Y =1+ ¢, und ¢ ist eine Losung der homogenen DGL, denn es gilt ¢’(t) = ¥'(t) —y(t) = f(tp(t) + g(t) —
F(@Oo(t) —g(t) = fF()( —1po)(t) = f()p(t). O




Satz 2.6 (Variation der Konstanten)

Sei (a,b) € I x R vorgegeben und ¢ : I — R eine Losung der homogenen linearen DGL y’ =
f(x)y durch (a,1). Seiu : I — R definiert durch

t
u(t) = b+f &ds furalle tel.
. P(s)

Dann ist Y = up die eindeutig bestimmte Losung der inhomogenen linearen DGL y’ = f(x)y +
g(x) durch den Punkt (a, b).

Beweis: Dass es sich bei ¢ um eine beliebige Losung der inhomogenen DGL handelt, ist 4quivalent zu

YO =fOP()+g(t) < u®)e'(O)+u'()p(t)=f(OuB)p(t) +g(t) <
(t)
u(Of (e +u'(De) =u()f (De()+g(t) < u(e(M)=gt) < u()= % :
jeweils fiir alle t € I. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung adquivalent dazu, dass u(t) =
b’ + f at % ds mit einer Konstanten b’ € R gilt. Die Lésung v = uy lauft genau dann durch den Punkt (a, b), wenn
b’ = u(a) = u(a)p(1) = b gilt. Die Losung ist nach Satz (ii) eindeutig bestimmt, weil auch die inhomogene
DGL einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt: Wiederum kénnen wir eine offene Umgebung I’ € I von a und
eine Konstante L wihlen, so dass |f(x)| < L fiir alle x € I’ gilt. Fiir alle (x, y),(x,z) € I’ x R erhalten wir dann

I(f )y + () = (f )z + g () = |f (lly —z| < Lly —=|. m
Zur Illustration bestimmen wir fiir jedes b € R eine Losung v, : R — R der DGL

/

y = 2xy+x® mit ,(0)=b.

Diese inhomogene lineare DGL ist aus den Funktionen f,g : R — R gegeben durch f(x) = 2x und g(x) = x3
aufgebaut. Die zugehorige Funktion F erhalten wir durch

F(x) = Jf(t)dt = fztdt = t?
0 0

Somitist p :R— R, t — e’ eine Losung der homogenen linearen DGL y’ = 2xy mit ¢(0) = 1. Um die inhomo-
gene lineare DGL zu l9sen, bestimmen wir die Hilfsfunktion u. Mit Hilfe der Substitutionsregel und durch partielle
Integration erhalten wir

t t 3 t
u(t) = b+f %ds = b+f S—st = b+%f (23)526752 ds =
o P 0o € 0
2 p 2 ;
b+%J se¥ds = b—%[se‘s]o +%f etds = b—[%se‘s+%e_s]0 =
0 0
b—ie2e Ll 41 = pyl_l(241)e
2 2 2 272 .

Durch ¢ (t) = @(t)u(t) = (b + %)e‘2 - %(t2 + 1) ist also eine Losung mit v, (0) = b gegeben.




2.3 Modifikation einer DGL durch Substitution

Satz 2.7 Seil C R ein offenes Intervall, V € I x R ein Gebiet und f : V — R eine ste-
tige Funktion. Es sei ¢ : V — R eine stetig differenzierbare Abbildung derart, dass fiir jedes
x €lImitV, ={y €R|(x,y) € V} # @ die Abbildung ¢, : V, - R, y — ¢(x,y) ein
C!-Diffeomorphismus auf ihre Bildmenge ¢, (V, ) ist. Fiir jedes offene Intervall J C I und jede
Funktion ¢ : J — R sind dann dquivalent:

(i) Die Funktion ¢ ist Losung der DGL y’ = f(x, y).
(ii) Die Funktion n:J — R, t — ¢ (¢, ¢(t)) ist eine Losung von

Y= GO0+ 220,900,

Beweis: (i) = (i)“ Auf Grund der Voraussetzung gilt ¢’(t) = f(t, (t)) fiir alle t € J. Die Ableitung von t —
(t,¢(t)) ist gegeben durch t — (1, ¢’(t)) und die totale Ableitung von ¢ durch

cy) = (2y) Zeyn) = (2 o.0)).

Durch Anwendung der mehrdimensionalen Kettenregel erhalten wir somit

O = YOO+ S0 = Ple 6 p)+ S2 0 e

Die Gleichung n(t) = ¢(t, p(t)) = ¢.(p(t)) kann zu p(t) = ¢t_1(n(t)) umgeformt werden. Die Ableitung von
¢ 0 ¢t =idy (v liefert die Gleichung (¢; o ¢, 1) - (¢; ") =1, was zu ((¢,')) " = $; o ¢, dquivalent ist. Setzen
wir dies ein, so erhalten wir

n'(t) = ¢§(¢Z1(n(t)))f(t,¢Z1(n(t)))+Z—f(t,qﬁfl(n(t)))

= (¢t_1)’(n(t))_1f(t,¢t_1(n(t)))+g—i}(t@{l(n(t)))-

Dies zeigt, dass 7 eine Losung der DGL y’ = (¢ 1) (y) ' f(x, ¢ (¥)) + g—f(x, ¢ (y)) ist.

,(i1) = (1)“ Die Gleichung von oben

W0 = e O+ 320
X
liefert durch Umstellen nach ¢’(t) die Identitét
0
SO = o) (n’(t) -2, @(t)))-

Auf Grund der Voraussetzung gilt n(t) = (¢, ) (n(£)) 7' £ (¢, ¢ (n(t))) + %(t, ¢, ' (n(t))). Setzen wir dies ein, so
erhalten wir

o) = ¢;(<p(r))-l((qb;l)’(n(t))—lf(t,¢:1(n(t)))+%w:l(n(tn)—%(t,cp(r))).
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Durch Einsetzen der Identitédt p(t) = qbt_l('r;(t)) vereinfacht sich dies zu

o) = ¢{(<p(t))‘1((¢Z1)’(n(t))‘1f(t,<p(t))+%(t,w(t))—%(t,w(t))) -

¢/ (PO (D) () f (£, (1))

Einsetzen von 7(t) in die Gleichung (((j)t_l)’)_1 =¢;o qbt_l von oben ergibt wegen ¢(t) = qbt_l(n(t)) die Identitat
(7Y ()™ = ¢/(¢(1))). Setzen wir dies ein, so erhalten wir

() = Pe) P (P(f(t,p(0)) = f(t, (1))

Dies zeigt, dass ¢ eine Losung von y’' = f(x, y) ist. |

Wir demonstrieren die Anwendung von Satz 2.7 anhand zweier Beispiele.

(1) Esseien a,f,y € Rmit f >0 und f : R — R eine stetige Funktion. Um die Differenzialgleichung

y' = flax+By+y)

zu vereinfachen, betrachten wir die Substitutionsfunktion ¢ : R? — R, (x,y) — ax + By + y. Offenbar ist

¢, :R >R, y— ax + By +7 fiir jedes x € R ein C'-Diffeomorphismus, deren Umkehrfunktion cp;l(z) =

%z — x —  man durch die Umformung

1 a Y
z=ax+fy+y & z—ax—y=fy & y=—-z——=x—=—
BB B
erhalt. Nach Satzfijhrt dies wegen (qb;l)’(z) = %, %(x,y) = a und
flax+Bo M +1) = flax+B(gy—fgx—F)+1) = fO)

auf die modifizierte DGL z’ = a + £ (). Es handelt sich um eine DGL mit getrennten Variablen, die mit den
Methoden aus Abschnitt 2.1 geldst werden kann. Ist  : J — R eine Losung der modifzierten DGL, dann ist
¢ :J — R gegeben durch ¢(t) = ¢:1(n(t)) = %n(t) - %t - % eine Losung der urspriinglichen DGL.

(2) Essei V C R? eine offene Teilmenge, welche die y-Achse nicht schneidet, und es sei f : V — R eine stetige
Funktion mit der Eigenschaft f(ox,0y) = f(x,y) fir alle (x,y) € V und o € R\ {0}. Wir betrachten
die DGL y’ = f(x,y) mit dem Definitionsbereich V und wenden auf diese die Transformationsfunktion ¢ :
V > R, (x,y) — 2 an. Definieren wir V, und ¢, wie im Satz, dann ist die Funktion ¢, : V, > R, y — %
ist wiederum fiir jedes x mit V, # @ ein C!-Diffeomorphismus auf ihr Bild, mit der Umkehrfunktion qb;l :
$.(V.) = R, y = xy. Wegen (¢;"Y(y) = x, £(x,¢;'(3)) = f(e,xy) = f(Ly) und $(x,y) = 2 fidhrt
die Transformationsfunktion auf die modifizierte DGL mit getrennten Variablen

fz) xz  _ f(l,2)—z
x x2 x )

Jo_ fan a9
X

ax

fz) | 3¢
x| ox

(x,¢:'(z) = (x,xz) =

Ist  : J — R eine Losung dieser DGL, dann ist durch ¢ : J — R mit ¢(t) = qbt_l(n(t)) = tn(t) eine Losung
der urspriinglichen DGL definiert.




2.4 Exakte Differenzialgleichungen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Losbarkeit symmetrischer DGLs. Entscheidend ist dabei folgende Ei-
genschaft der einer solche DGL zu Grunde liegenden 1-Form.

Definition 2.8 Ist U C R? eine offene Teilmenge und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion, dann bezeichnet man die 1-Form

if = P o

d
dx dy 7

als dulere Ableitung von f . Eine 1-Form w auf U wird exakt genannt, wenn eine partiell diffe-
renzierbare Funktion g : U — R mit dg = w existiert. Die Funktion g bezeichnet man in diesem
Fall als Stammfunktion von w.

Differenzialgleichungen in symmetrischer Form, die durch eine exakte 1-Form definiert sind, lassen sich oft auf ein-
fachere Weise 16sen.

Satz 2.9 Sei U C R? offen, w eine stetige exakte 1-Form auf U und F : U — R eine Stamm-
funktion von w. Fiir eine stetig differenzierbare Kurve y : I — U definiert auf einem offenen
Intervall I C R sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Kurve 7 ist eine Losung der DGL w(x,y) = 0.

(ii) Die Funktion F oy ist auf I konstant.

Beweis: ,(ii) = (i)“ Fiir alle t €I gilt

w(y(ENF(1) = g—i(Y(t))dX(Y(t))(Y’(t)Hg—i(y(t))dy(}’(t))()f’(t)) =

d . 0 d d
SLOOEG O+ 5 HOEEO) = SO + SO

Auf Grund der mehrdimensionale Kettenregel gilt

/ / / F F Y/(t) JoF / OF /
(FoyY(t) = FQ@®)r(@®) = (i—x(y(t)) %(Y(t)))'(yi(t)) = E(Y(t)))fl(f)"'5(}’(1‘-))}’2(1‘-)-

Weil F o y nach Vorausetzung konstant ist, gilt jeweils (F o y)(t) = 0 und somit auch w(y(t))(y’(t)) = 0. Also ist v
tatsdchlich eine Losung der DGL.

,() = (i)“ Wie die Rechnung im ersten Teil des Beweises zeigt, ist die Voraussetzung dquivalent zu (F o y)'(t) =0
fiir alle t € I. Daraus folgt, dass F o y auf dem Intervall I konstant ist. O

Der dargestellte Sachverhalt l4sst sich auch ohne den Begriff der Differenzialform formulieren.
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Definition 2.10 Sei U C R? eine offene Teilmenge, und seien f, g : U — R stetige Funktionen.
Man bezeichnet die Differenzialgleichung

fO,)+gx,y)y’ = 0

als exakt, wenn eine C!-Funktion F : U — R existiert, deren Gradient VF mit (f) iiberein-
g

stimmt. Man bezeichnet F dann als Stammfunktion der DGL.

Es sei daran erinnert, dass der Gradient einer Funktion F : U — R auf einer offenen Teilmenge U C R" die Funktion
VF : U — R" mit den Komponenten (VF); = ;—fk fiir 1 < k < n ist. Nach Definition ist F : U — R also genau dann
eine Stammfunktion der DGL f (x, y)+ g(x, y)y’ =0, wenn &, F = f und J,F = g ist. Dies wiederum ist genau dann
der Fall, wenn F eine Stammfunktion der 1-Form w = f dx + g dy ist.

Folgerung 2.11 Sei U C R? ein Gebiet, und seien f,g : U — R stetige Funktionen. Sei
f(x,y)+ glx,y)y’ = 0 eine exakte DGL und F : U — R eine zugehorige Stammfunktion.
Fiir eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : I — R auf einem offenen Intervall I € R sind dann
folgende Aussagen dquivalent.

(i) Die Funktion ¢ ist Losung der DGL.
(ii) Die Funktion ¢ : I — R, t — F(t, ¢(t)) ist konstant.

Beweis: Sei w = fdx +gdy, und sei y : I — R? definiert durch y(t) = (t, ¢(t)). Wie in § 1 gezeigt wurde, ist
genau dann eine Losung der angegebenen DGL, wenn y eine Losung der symmetrischen DGL w(x,y) = 0 ist, mit
der 1-Form w = f dx + gdy. Wie oben angemerkt, ist die Funktion F zugleich eine Stammfunktion von w. Nach
Satz [2.9|ist y genau dann eine Losung der symmetrischen DGL, wenn F o y konstant ist. Wegen F o y = ¢ ist dies
gleichbedeutend damit, dass (¢ konstant ist. m|

Wir zeigen anhand eines konkreten Beispiel, wie man die Losungen einer exakten DGL bestimmt und betrachten
dazu die Gleichung
2xy+eX)+x%y’ = 0.

Diese DGL ist exakt, denn F(x, y) = e + x2y ist eine Stammfunktion; es ist g—i(x,y) =2xy+e* und g—i(x, y) =x2.

Fiir jede Losung ¢ : I — R der DGL auf einem offenen Intervall I € R existiert nach Folgerung eine Konstante
c € R, so dass
el +t2p(t) = ¢ firalletel

erfiillt ist. Wenn wir nun beispielsweise eine Losung ¢ durch den Punkt (1,0) suchen, dann muss ¢ = e gewdahlt
werden, denn es ist ¢ (1) = 0 und somit ¢ = e! + 12 - 0 = e. Durch Umformung der Gleichung e’ + t2¢(t) = e finden
wir die Losung

et = —3

Sie ist definiert auf dem offenen Intervall I = ]0,+oo[.




Zumindest die lokale Existenz von Losungen wird durch folgendes Kriterium sichergestellt.

Satz 2.12 Seien f, g stetige reellwertige Funktionen auf einem Gebiet U C R?, die eine exakte
Differenzialgleichung

fO,)+gl,y)y = 0 definieren.

Sei auBerdem (a,b) € U ein Punkt mit g(a,b) # 0. Dann existiert eine auf einem offenen
Intervall I definierte Losung ¢ : I — IR durch den Punkt (a, b), und dies ist auf dem Intervall T
die einzige Losung durch diesen Punkt.

Beweis: Sei F : U — R eine Stammfunktion der DGL, wobei wir (nach eventueller Anderung von F durch eine Kon-
stante) F(a, b) = 0 annehmen diirfen. Es gilt dann g—i(a, b) = g(a, b) # 0. Nach dem Satz tiber implizite Funktionen
aus der Analysis mehrerer Variablen gibt es offene Intervalle I,J € R mita € I, b € J, I xJ € U und eine stetig

differenzierbare Funktion ¢ : I — R der Eigenschaft, dass fiir alle (x, y) € I x J die Aquivalenz
Fx,y)=0 & y=¢(x)

erfiillt ist. Insbesondere gilt dann also F(t, ¢(t)) = O fiir alle t € I, und dies ist nach Folgerung dquivalent dazu,
dass ¢ eine Losung der DGL darstellt. Wegen F(a, b) = 0 gilt insbesondere ¢ (a) = b.

Nehmen wir nun an, dass ¢ : I — R eine weitere Losung der DGL durch diesen Punkt ist. Dann nimmt die Funktion
t — F(t,y(t)) auf dem Intervall I einen konstanten Wert ¢ € R an, wiederum auf Grund von Folgerung Dabei
ist c =F(a,(a)) = F(a,b) = 0. Somit gilt F(t,(t)) =0 fiir alle t € I. Weil I x J offen und t — (t,(t)) stetig ist,
und weil (a,v(a)) = (a,b) in I x J liegt, gibt es ein offenes Teilintervall I’ C I mit a € I’ und (t,vy(t)) € I’ x J fiir
alle t € I’. Die Aquivalenz F(x,y) < y = ¢(x) ist erst recht fiir alle (x,y) € I’ x J giiltig. Aus F(t,(t)) = O fiir
alle t € I’ folgt somit 1 (t) = p(t) fiiralle t € I'.

Um zu zeigen, dass diese Gleichung sogar fiir alle t € I erfiillt ist, setzen wir t; = sup{t € I | Y] = Pa1}-
Nehmen wir an, dass t; nicht mit dem rechten Randpunkt von I iibereinstimmt. Wegen der Stetigkeit von ¢ und
1 muss ¢(t;) = Y (t;) € J gelten, und weil J offen ist, existiert ein ¢ € R™ mit 4(t) € J fiir alle t € [ty,t; + &[.
Dann zeigt aber dasselbe Argument wie oben, dass (t) = 1)(t) auch noch fiir alle t € [tq, t; + ¢[ erfiillt ist, im
Widerspruch zur Definition von t,. Genauso zeigt man, dass v(t) = ¢(t) fiir alle t links von a erfiillt ist. O

Die vorhergenden Sitze zeigen, dass es eine wichtige Aufgabe ist, die Exaktheit einer 1-Form zu iiberpriifen. Um
hierfiir ein geeignetes Kriterium zu formulieren, wiederholen wir einen wichtigen Grundbegriff aus der Topologie.
Sei X ein topologischer Raum, und seien y, 6 : [a, b] — X stetige Funktionen, definiert auf einem kompakten Intervall
[a, b]. Eine Homotopie zwischen y und & ist eine stetige Abbildung H : [a, b] x [0,1] — X mit H(s,0) = y(s) und
H(s,1) = 6(s) fiir alle s € [a, b]. Gilt zusétzlich H(a, t) = y(a) = 6(a) und H(b, t) = y(b) = 6(b) fiir alle t € [0,1],
dann spricht man von einer Homotopie relativ zu den Endpunkten.

Eine geschlossene Kurve y : [a, b] — X, also eine Kurve mit y(a) = y(b), wird nullhomotop oder zusammenziehbar
genannt, wenn eine Homotopie zwischen y und der konstanten Abbildung c : [a,b] — X, t — y(a) relativ zu den
Endpunkte existiert. Der topologische Raum X wird als einfach zusammenhéngend bezeichnet, wenn er zusammen-
héngend und jede geschlossene Kurve in X nullhomotop ist. Es ist zum Beispiel leicht zu zeigen, dass sternférmige
und insbesondere konvexe Gebiete im R" einfach zusammenhéngend sind.
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Satz 2.13 Sei U C R? offen und w eine 1-Form auf U, w = f dx + g dy mit stetig differen-
zierbaren Funktionen f,g : U — R. Ist w exakt, dann gilt % = g—i auf ganz U. Ist U einfach
zusammenhéngend, dann gilt auch die Umkehrung.

Beweis: Setzen wir voraus, dass w exakt und F eine Stammfunktion von « ist. Dann gilt g—i = f und g—i = g. Daraus
folgt
2%F  Of 0%F  Og

M = E und M =3
Die zweifach partiellen Ableitungen von F sind auf Grund unserer Voraussetzungen also stetig. Nach dem Satz von
Schwarz aus der Analysis mehrerer Variablen stimmen sie also iiberein. Daraus folgt % = g—i.
Einen elementaren Beweis der Umkehrung fiir sternférmige Gebiete findet man zum Beispiel bei [Heu08]] im Ab-
schnitt 182 (wo er nicht fiir 1-Formen, sondern fiir Vektorfelder formuliert ist, was aber auf dasselbe hinauslauft).
Die Voraussetzung an die Funktionen f und g ist gleichbedeutend mit der Feststellung, dass es sich bei w um eine
geschlossene 1-Form handelt. Die Aussage fiir einfach zusammenhéngende Teilmengen ist somit ein Spezialfall des
Poincaré-Lemmas, welches besagt, dass jede geschlossene 1-Form auf einer einfach zusammenhéngenden Teilmenge
U € R" exakt ist. Der Beweis dieses Lemmas erfordert einige Hilfsmittel aus der Algebraischen Topologie, die wir
hier aus Zeitgriinden nicht bereitstellen konnen, die aber in jedem einschldgigen Lehrbuch zu finden sind.

Deshalb soll hier nur die grobe Beweisskizze angegeben werden. Die Aussage ist 4quivalent zu der Feststellung, dass
die erste de Rham-Kohomologie H;R(U), also der Faktorraum der geschlossenen modulo der exakten 1-Formen, gleich
null ist. Nun ist sogar fiir jede beliebige orientierbare Mannigfaltigkeit M, erst recht also fiir Gebiete im R", bekannt,
dass HéR(M ) kanonisch isomorph zum Dualraum von H; (M, R) = H;(M)®R, der ersten reellen singuldren Homolo-
gie von M, ist. Es geniigt also zu zeigen, dass die erste singulare Homologiegruppe H,(U) von U verschwindet. Dass
das Gebiet U einfach zusammenhéangend ist, ist gleichbedeutend mit der Trivialitdt 7t,(U) der ersten Fundamental-
gruppe. Als Gebiet im R" ist U wegzusammenhéngend, und fiir jeden wegzusammenhéngenden topologischen Raum
X ist die singulire Kohomologie H,(X) kanonisch isomorph zu 7, (X)®, der maximalen abelschen Faktorgruppe der
Fundamentalgruppe 7;(X). Es ist also tatséchlich H,(U) = {0}. O

Ist w wie im Satz angegeben und existiert eine Stammfunktion F auf U, dann kann diese zumindest lokal durch
folgendes Verfahren ermittelt werden: Zunéchst wéhlt man einen beliebigen Punkt (a, b) € U und offene Intervalle
I,J C Rmita € I und b € J. O.B.d.A. diirfen wir F(a,b) = 0 annehmen; ansonsten dndern wir F durch eine
Konstante ab. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung gilt fiir alle x € I dann

X F X
F(x,b) = f a—(t, b)dt = f f(t,b)dt.
a ax a
Ebenso erhalten wir fiir beliebige y € J dann
F(x,y) = F(x,b)+J a—(x,t)dt = F(x,b)+J g(x, t)dt.
b 7Y b

Natiirlich kann auch in umgekehrter Reihenfolge vorgegangen werden, d.h. man berechnet zuerst F(a, y) fiir alle
y €J und dann F(x, y) fir alle (x,y) €I x J.




Als Beispiel betrachten wir auf dem R? die 1-Form
w = (¥ +3x%y)dx + (3 +(1+xy)e)dy.

Setzen wir f(x,y) = y?e* +3x%y und g(x,y) = x®+ (1 + xy)e*”, dann gilt also w = f dx + g dy. Die Uberein-
stimmung der partiellen Ableitungen

af

d
—0,y) = (xy*+2y)e” +3x*> = —g(x,y)
dy dx

zeigt nach Satz[2.13] dass w exakt ist. Wir berechnen die eindeutig bestimmte Stammfunktion F von ¢« mit F(0,0) =
0. Wir erhalten zunéchst F(x,0) = f; f(t,0)dt = f; 0dt = 0 und dann im Fall x # 0 durch partielle Integration

y y y y
F(x,y) = f g(x,t)dt = f(x3+(1+xt)e“)dt = x3y+J e’“dt+xJ te*tdt
0 0 0 0

e —1 (xy—1)e +1 e —1+xye —eV+1
+( y—1) = xX’y+ J = xX’y+ye".
x X x

= xX’y+

Man iiberpriift nun unmittelbar, dass F(x,y) = x>y + ye*” auf dem gesamten R? eine Stammfunktion von c ist.

Leider sind die meisten 1-Formen nicht exakt. Hiufig kann eine 1-Form aber durch Multiplikation mit einer geeigneten
Funktion zu einer exakten 1-Form gemacht werden.

Definition 2.14 Sei U C R? offen und w = f dx + gdy eine 1-Form auf U, mit stetigen
Funktionen f und g. Eine stetige Funktion m : U — R\ {0} wird integrierender Faktor fiir &
genannt, wenn meo eine exakte 1-Form ist.

Fiir die Losung einer durch « definierten symmetrischen DGL kann auch die 1-Form mew genutzt werden, denn

offenbar ist jede Kurve y genau dann eine Losung von w(x, y) = 0, wenn sie eine Losung von m(x, y)w(x,y) = O ist.

a(mf) _ 9(mg)

Aus Satz folgt, dass eine Funktion m : U — R\ {0} genau dann ein integrierender Faktor ist, wenn = S = Tox

erfiillt ist. Auf Grund der Produktregel ist dies genau dann der Fall, wenn auf U die Gleichung

0 0
N TR e mEe e (e y) = gl GGy +mie ) SE (x,y)
Yy dy Jx dx

gilt. Die Losung dieser partiellen Differenzialgleichung ist aber im Allgemeinen keine leichte Aufgabe. Man kann aber
versuchen, einen integrierenden Faktor m(x) zu finden, der nur von x (oder auch nur von y) abhéngt. In diesem
vereinfacht sich die zu 16sende Gleichung zu

5} 0
m(X)%(x,y) = g(x,y)m’(X)er(X)a—i(x,y)

was umgestellt werden kann zu

L (9,28 o)
g(X,y)(ay(X’y) ax(X,J’)) m(x) (In om)'(x).
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Als Beispiel betrachten wir die 1-Form
w = (2x*+2xy*+1)ydx+(3y*+x)dy.
Diese ist nicht exakt. Setzen wir aber f(x,y) = (2x2 +2xy?+ 1)y und g(x,y) = 3y? + x, dann gilt
1 af og ) 1 B 5 B
—(x,y)—=—(x, = —(@xy"+2x"+2xy“+1)—1
g(x,y)(ay( N=5,0) 3szrx(( y Y +1)-1)

= 1 (6xy?+2x?) = 2x.
3y2+x
Ist m(x) ein integrierender Faktor, dann gilt also (In om)’(x) = 2x. Dies ist erfiillt, wenn In(m(x)) = x2 und
m(x) = ex” gilt. Tatséchlich iiberpriift man leicht, dass e’ w eine exakte 1-Form ist, mit F(x,y) = (x + _yz)ye"2
als Stammfunktion. Eine Kurve y(t) = (y,(t), y2(t)) ist also genau dann eine Losung von w(x,y) = 0, wenn die
Funktion
t = (1100 +72(0)?)yy(D)e" D" konstant ist.




§ 3. Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof

Zusammenfassung. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir den Begriff der Differenzialgleichung, in dem
wir nun nicht mehr nur einzelne DGLs erster Ordnung, sondern Systeme von DGLs beliebiger Ordnung, mit
Werten in R oder C, betrachten. Wir zeigen, dass die Losung eines Systems k-ter Ordnung immer auf ein
System erster Ordnung zuriickgefiihrt werden kann. Ebenso verallgemeinern wir den Begriff der Lipschitz-
Bedingung und beweisen die Existenz- und Eindeutigkeit von Losungen unter dieser Bedingung. Wichtiges
Hilfsmittel dabei wird der Banachsche Fixpunktsatz sein. Systeme mit linear beschrénkter rechter Seite haben
den Vorteil, dass die Existenz von Losungen auf Intervallen einer bestimmten Linge garantiert werden kann.
Zum Schluss untersuchen wir noch das Verhalten von Losungen an den Réndern des Definitionsbereichs.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sditze

— K-wertiges System von DGLs k-ter Ordnung — Umformung eines IK-wertigen Systems von DGLs k-
ter Ordnung bestehend aus n Gleichungen in ein Sy-

— Anfangswertprobleme und ihre Losungen, stem erster Ordnung bestehend aus nk Gleichungen

maximale Losung
— Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-

- globale und lokale Lipschitz-Bedingung, Lindelof, lokale und globale Version

Lipschitz-Konstante

. . . — Satz iiber das Randverhalten von Losungen
— Kontraktion auf einem metrischen Raum

— Existenz von Losungen bei linear beschrankter rech-

— Picard-Iteration ter Seite

— linear beschrankte rechte Seite einer DGL

Im weiteren Verlauf der Vorlesung, besonders im Hinblick auf die linearen Systeme von DGLs, wird es sich als sinnvoll
erweisen, auch DGLs zu betrachten, die durch C-wertige Funktionen definiert sind und entsprechend auch C-wertige
Losungen besitzen. Im gesamten weiteren Skript bezeichnet IK stets einen der beiden Koérper R oder C.

Definition 3.1 Seien n,k € N, U C R x IK"X eine beliebige Teilmenge und f : U — K" eine
Funktion. Dann bezeichen wir eine Gleichung der Form

®

y fOy,y e y® )

als (explizites) KK-wertiges System von n Differenzialgleichungen der Ordnung k. Dabei wird
U wie in § 1 der Definitionsbereich des Systems genannt.

In der gesamten Theorie geht es in erster Linie um die Existenz, die Eindeutigkeit, die rechnerische Bestimmung und
die qualitative Untersuchung von Losungen durch einen vorgegebenen Punkt des Definitionsbereichs.




Definition 3.2  Ein Anfangswertproblem besteht aus der Angabe eines IK-wertigen Sy-
stems von n Differenzialgleichung wie in Definition ﬂ und eines Punktes (a,b) € U mit
a € R und b € K. Eine Losung dieses Anfangswertproblems ist eine (mindestens) k-mal
differenzierbare Funktion ¢ : I — IK", definiert auf einem offenen Intervall I, mit a € I,
(¢(a), p'(@), ..., p*V(a)) = b und der Eigenschaft, dass

(6,000, 9 (6),, e* V() €U und  99(e) = £(t, (1), 9" (1), ., e* V(1))

fir 1 < j <nund alle t €I erfiillt ist. Eine solche Losung wird als maximal bezeichnet, wenn
keine Losung 1) : J — K" des Anfangswertproblems mit J 2 I und 1)|; = ¢ existiert.

Als Losung eines IK-wertigen Systems y®) = f(x,y,y’,..., y*) von n Differenzialgleichungen bezeichnen wir die
Losung eines Anfangswertproblems, dass durch das System und einen beliebig gewahlen Punkt (a, b) € U im Defini-
tionsbereich definiert ist. Wie bei den DGLs erster Ordung kann jeder Losung ¢ : I — K" eine im Definitionsbereich
D verlaufende Losungskurve ¢ : I — D, t — (t, p(t)) zugeordnet werden.

Jedem System von n Differenzialgleichungen k-ter Ordnung wie oben kann auf folgende Weise ein System y’ =
g(x,y) von kn Differenzialgleichungen zugeordnet werden: Aus Griinden der Ubersichtlichkeit numerieren wir die
Komponenten der Vektoren v € IK* nicht wie iiblich mit v, v,, ..., Vj,,, sondern mit vimit0<i<k—lund1<j<n.
Man definiert nun eine Funktion g : D — K*" durch

g j(x,y) = Yy fir0<i<k—2,1<j<n
gk*l,j(x’y) = f](X;J’) fur]-s]sn

Das System y’ = g(x,y) besteht dann in ausgeschriebener Form aus n Sitzen von Gleichungen, die fir 1 < j <n
gegeben sind durch

/. ’r / _ / —
yO,j - yl,j: yl’j - yz,j’ [R3) .yk_z’j - ykfl,j und yk—l,j _fj(x9y0,j""’yk72,j)'

Es besteht nun eine natiirliche bijektive Zuordnung zwischen den Losungen dieser Systeme.

Satz 3.3 Sei y® = f(x,y,y’,...,y* V) ein n-elementiges System von DGLs k-ter Ordnung
der oben angegebenen Form und y’ = g(x, y) das zugeordnente kn-elementige System.

@) Ist ¢ : I = K" eine Losung des n-elementigen Systems, dann ist die Abbildung ¢ : I —
Kk gegeben durch v (t) = (¢(t), ¢’(t), ..., ek~ D(¢)) fiir t € I, in ausgeschriebener Form
Y i(t)= (,oﬁl)(t) 0<i<k—1und1<j<n, eine Losung des kn-elementigen Systems.

(i) Ist umgekehrt v : I — KK eine Losung des nk-elementigen Systems, dann ist durch
¢;(t) =g ;(t) fiir 1 < j < n eine Lésung des n-elementigen Systems gegeben.




Beweis: zu (i) Seit eI, und seieni,j € Ny mit0<i<k—1und 1 <j<n.Zu zeigen ist Q,b;j(t) = g;,;(t,y(1)).
ImFall i <k—2ist g; ;(x,¥) = Y1), ¥ j(t) = cp](i)(t) und ¢4 ;(t) = Lp](.i+1)(t). Daraus folgt

P = @) = o) = Y = g nye).

Im Fall i = k — 1 dagegen ist g;_ ;(x,y) = fij(x,y) und ¢ ;(t) = <pj(.k_1)(t). Weil ¢ eine Losung von y® =
fOe,y, Y, ., y* D) ist, erhalten wir

P (0 = @Y = o) = [, 90, 0 V) = g (6P(0).

zu (ii) Seit € Iund j € Ny mit 1 < j < n. Zu zeigen ist np](k)(t) = fi(t, (1), @'(t), ..., 7 D(1)), was nach Definition
gj(t) = f;(t,4(t)). Weil ¢ eine Lésung von y' = g(x,y)ist, und weil fir 0 <i < k—2
jeweils y;,q ; = g; j(x, ¥) gilt, erhalten wir fiir 0 < i < k—2 jeweils qu,j(t) = g;j(t,(t)) = ;44,;(t), insgesamt also

8D = i1 ;(6). Wegen gy (x, ¥) = f;(x, ¥) ist auBerdem

von ¢ aquivalent ist zu 1

Y, (O = gty = fey@).

Insgesamt erhalten wir also ngj(t) = (wgfj_l))’(t) = wi_u(t) = f;(t,2(t)), wie gewtiinscht. O

Als konkretes Beispiel betrachten wir das System bestehend aus den Gleichungen y;" = y,, y," = y; mit dem Defi-
nitionsbereich D = R x R*. In kompakter Form hat das System die Darstellung y” = f(x,y,y’) mit der Funktion
f : R x R* - R? gegeben durch (x, Yo0.1, Y02, Y11, Y1.2) = (Y02, ¥0,1)- Das zugeordnete System erster Ordnung hat
die Form y’ = g(x, y) mit der Funktion

go,l(X,y) Y11 Y11
g(x,y) = go,z(X,)’) _ Y12 _ V1,2
81,1(X:J’) filx,y) Yo,2
g1,2(X:J’) falx,¥) Yo,1

Die Funktion ¢ : R — R? gegeben durch ¢(t) = (sin(t), —sin(t)) ist eine Lésung des Systems y” = f(x, y), denn es
gilt

@] (t) =sin"(t) = —sin(t) = po(t) und 7 (t) =—sin"(t) = sin(t) = ¢, ().
Definieren wir 1 : R — R* durch Po1(t) = @1(t) = sin(t), Y, 1(t) = @7(t) = cos(t), Y o(t) = p,(t) = —sin(t) und
Y15 = y(t) = —cos(t), dann ist dies eine Losung des Systems y = g(x, y), denn es gilt

Yo, (1) sin’(t) cos(t) P11(6) go1(t, (1))

/ _ Ql)z),z(f) _ —sin’(t) _ —cos(t) _ Pq2(t) _ go2(t, (1)) _

YO = o] T wso | T s | T oo | T | st | T ECHO
12(6) —cos'(t) sin(t) Yo,(t) 81.2(t, (1))

Auf Grund von Satz[3.3|werden wir uns im weiteren Verlauf dieses Kapitels auf die Untersuchung von Systemen erster
Ordnung beschrénken. Unser Hauptziel besteht darin, ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz und Eindeutigkeit
von Losungen herzuleiten.

Dazu verallgemeinern wir als erstes die Definition der Lipschitz-Bedingung aus § 1. Vorweg erinnern wir an den Begriff
des Banachraums aus der Analysis mehrerer Variablen. Dabei handelt es sich um einen normierten Vektorraum
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(V, ]| - ID, der beziiglich der Norm || - || vollsténdig ist, d.h. jede Cauchyfolge beziiglich || - || ist konvergent, besitzt
also einen Grenzwert. In dieser Vorlesung wurde auch gezeigt, dass jeder endlich-dimensionale R-Vektorraum V
mit einer beliebig gewahlten Norm auf V ein Banachraum ist. Beispielsweise ist I{" mit der durch ||(x1, ..., x,)|| =
max{|x;|,...,|x,|} ein Banachraum, wobei | - | den reellen oder komplexen Absolutbetrag bezeichnet, je nachdem, ob
K =R oder KK = C ist (wobei wir C" als 2n-dimensionalen R-Vektorraum betrachten).

Definition 3.4 Seien V,W Banachrdume, m € N, D C R™ x V und f : D — W eine Funktion.
Wir sagen, die Funktion f gentigt

(i) einer Lipschitz-Bedingung, wenn eine Konstante L € R* existiert, so dass ||f (x,y) —
fCe, y)Il £ L|ly — y’|| fiir alle x € R™ und y, y’ € V mit (x, y), (x, y") € D erfiillt ist und

(ii) einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn fiir jeden Punkt (x,y) € D eine Umgebung
U C R™ x V existiert, so dass f |pny eine Lipschitz-Bedingung gentigt.

Auch hier wird eine Zahl L mit der unter (i) beschriebenen Eigenschaft als Lipschitz-Konstante bezeichnet. Eine
Funktion mit der Eigenschaft (i) wird auch eine beziiglich der y-Komponente Lipschitz-stetige, eine Funktion mit
der Eigenschaft (ii) eine beziiglich der y-Komponente lokal Lipschitz-stetige Funktion genannt.

Im Hinblick auf konkrete Beispiele ist es giinstig, ein leicht zu iiberpriifendes, hinreichendes Kriterium fiir die Lip-
schitz-Stetigkeit zur Verfligung zu haben. Hierfiir benétigen wir ein weiteres Hilfsmittel aus der Analysis mehrerer
Variablen, den Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen. Wir erinnern kurz an dessen Formulierung: Sei U eine offene
Teilmenge eines endlich-dimensionalen, normierten R-Vektorraums V und f : U — R eine Funktion. Es seien p,q € U
zwei Punkte mit der Eigenschaft, dass die Verbinungsstrecke [p, q] zwischen p und g in U enthalten ist und dass fiir
den Vektor v = g—p € V auf ganz U die Richtungsableitung J,f von f beziiglich v existiert. Dann existiert ein Punkt

r € Jp,q[ mit 3,1 (r) = f(q) — f (p).

Proposition 3.5 Sei D € R™ x K" offen und f : D — K", (x,y) — f(x,y) eine stetige
Funktion mit stetiger (reeller) Ableitung beziiglich der y-Komponente. Dann geniigt f einer
lokalen Lipschitz-Bedingung.

Beweis: Da wir beziiglich der y-Komponente nur reelle stetige Differenzierbarkeit (und nicht etwa komplexe Dif-
ferenzierbarkeit, also Holomorphie) vorausgesetzt haben, diirfen wir gegebenenfalls C" mit dem R?" identifizieren
und uns beim Beweis auf den Fall I = R beschrédnken. Fiir jedes x € R™ definieren wir auf der offenen Teilmenge
D, ={y € R"|(x,y) € D} von K" jeweils eine Funktion f, : D, — R" durch f,(y) = f(x, y). Aus den Vorausset-
zungen folgt, dass die partiellen Ableitungen J;(f,); der Komponentenfunktionen (f);, ..., (f,), jeweils auf ganz D,
existieren, und dass die Funktionen (x, y) — 9;(f,);(y) auf ganz D stetig sind, fir 1 <i,j <n.

Sei nun (a, b) € D vorgegeben und U C D eine kompakte, konvexe Umgebung von (a, b). Dann gibt es auf Grund
der Stetigkeit und des Maximumsprinzips eine Konstante ¢ € R* mit |9;(f,);(y)| < ¢ fiir alle (x,y) € U und 1 <
i,j < n. Seien nun (x,y),(x,y’) € U vorgegeben, mit x € R™ und y,y’ € R", und sei v = y’ — y. Auf Grund
des Mittelwertsatzes fiir Richtungsableitung existiert fiir 1 < i < n jeweils ein Punkt p; € ]y’, y[ mit 3,(f,);(p;) =
(f)i)—(f):(¥). Wie aus der Analysis mehrerer Variablen bekannt ist, hangt die Richtungsableitung 9, (£, ); mit den




partiellen Ableitungen J;(f,); durch die Gleichung 3,(f,); = Z;l:l v;0;(f,); zusammen. Fiir die Differenz f(x,y)—
f(x,y") unter der Maximumsnorm || - ||, auf dem R" folgt daraus

FGN=F @Y Moo = max{|(FX)—(FAONI1<i<n} = max{|d,(f)(p)l I 1<i<n}
< D imax{g(Fp)l11<i<n} < Dvle = cvle = cly=yIl
j=1 j=1

Da auf dem R" je zwei Normen aquivalent sind, folgt daraus die Existenz einer Konstanten L € R* mit der Eigen-
schaft, dass ||f (x,y)— f(x, y)| < L||ly — y’|| fiir alle (x, y), (x,y”) € U erfiillt ist, wobei || - || die vorgegebene Norm
auf dem R" bezeichnet. |

Um die weitere Darstellung zu vereinfachen, fiihren wir die folgende Notation ein: Ist g : [a, b] — R" eine stetige,
vektorwertige Funktion, dann setzen wir

b b b
fg(x)dx = (J gl(x)dx,...,f gn(x)dx) ,

wobei g4, .., &, die Komponentenfunktionen von g bezeichnen.

Satz 3.6 (Eindeutigkeitssatz)

Sei D € R x K", (a,b) € D, und sei f : D — R" eine Funktion, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt. Sind ¢, : I — R" beides Losungen des durch y’ = f(x,y) und (a, b)
definierten Anfangswertproblems auf einem offenen Intervall I € R, dann stimmen sie auf ganz
I iberein. Desweiteren besitzt das Anfangswertproblem hochstens eine maximale Losung.

Beweis: Auch bei diesem Beweis konnen wir uns auf den Fall IX = R beschrénken, indem wir gegebenenfalls den
R-Vektorraum C" mit dem R*" identifizieren. Zunichst zeigen wir, dass zumindest ein ¢ € R* mit Ola—e.ate[ =
Y |ja—e ate[ €Xistiert. Nach Voraussetzung gilt p(a) = b = v(a). Durch komponentenweise Integration der Gleichun-
gen ’(t) = f(t,p(t)) und Y’(t) = f(t,(t)) erhalten wir fiir alle t € I mit dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung die Gleichung

t
e(t)—y(t) = f (f (s, (s)) = f (5,2(s))) ds.
Auf Grund der lokalen Lipschitz-Bedingung und der Stetigkeit der beiden Funktionen ¢ und v auf I gibtes L, ¢, €

R* mit [|f(t, (t)) — f(t, Y ()l < Lll@(t) —Y(t)||oo fiir alle t € I mit |t —a| < &,. Sei nun ¢ € ]0,¢;] und
t € [a—e¢,a+ ¢]. Dann gilt auf Grund der Vorbemerkung von oben

lor() —i(0)] < fIfk(s,¢(5)—fk(s,¢(8))|ds < fI|f(s,<P(S))—f(s,1/J(5))lloods
< LJ llo(s) =2 (s)lloo ds

fir 1 < k < n, und somit |[¢(t) —YP(t)]eo < Lf; [[o(s) — P (s)]loo ds. Setzen wir m(e) = sup{ || (t) — Y (t)|loo |
|t —a| < €}, dann erhalten wir fiir |t —a| < € die Abschitzung [|¢(t) =Y (t)|leo < L|t —alm(e) < Lem(e). Bilden wir
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auf der linken Seite das Maximum tiber alle t € [a — ¢, a + €], dann folgt m(e) < Lem(¢). Sei nun ¢ € ]0, &;] so klein
gewdhlt, dass Le < 1 ist. Dann muss m(e) = 0 gelten. Wir erhalten p(t) =p(t) fiir alle t mit [t —a| < €.

Damit ist die lokale Eindeutigkeit bewiesen. Nun zeigen wir, dass sich die Eindeutigkeit der Losung im Rahmen des
Definitionsbereichs beliebig weit nach rechts fortsetzen lasst, dass also ¢ (t) = (t) fiir alle t € I mit t > a gilt. Dazu
definieren wir

a; = sup{te€l|plgg="Ylal}

Ist a; = +00 oder das rechte Intervallende von I, dann sind wir fertig. Ansonsten gibt es ein 6 € R* mit [a;,a;+6] C
I, und es gilt ¢ (t) =p(t) fiir alle t mit a < t < a;. Weil ¢ und v stetig sind, gilt auch ¢(a;) = Y (a;). Wenden wir
nun die im ersten Teil bewiesene Aussage auf den Anfangspunkt a; an, so erhalten wir ein ¢ € R mit ¢(t) = ¢(t)
fiir alle t € I mit |t —a;| < &, im Widerspruch zur Definition von a;. Also muss p(t) = (t) fiir alle t € I mit t > a
gelten. Genauso beweist man, dass p(t) = (¢t) fir alle t € I mit t < a erfiillt ist.

Daraus ergibt sich nun auch direkt die Eindeutigkeit der maximalen Losungen. Nehmen wir ndmlich an, dass es sich
bei ¢ : I - R" und ¢ : J — R" um zwei maximale Losungen handelt, wobei I,J C R offene Intervalle bezeichnen,
die a enthalten. Sei ¢ = sup I und d = sup J (wobei auch +oco als Wert moglich ist). Nehmen wir nun an, es ist
¢ < d. Auf Grund des bereits Gezeigten stimmen ¢ und v auf [a,c[ liberein. Die Losung ¢ kann also durch 1 auf
IU[c,d[ fortgesetzt werden, im Widerspruch zur Maximalitét. Genauso ist der Fall ¢ > d ausgeschlossen, und ebenso
zeigt man, dass die linken Intervallgrenzen inf I und inf J iibereinstimmen. |

Nach der Eindeutigkeit beschéftigen wir uns nun mit der Existenz von Losungen einer DGL. Das wesentliche Hilfs-
mittel hierbei ist der (ebenfalls aus der Analysis mehrerer Variablen kannte) Banachsche Fixpunktsatz: Ist (X, d)
ein vollstdndiger metrischer Raum und ¢ : X — X eine Kontraktion, dann besitzt ¢ in X einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt, also ein a € X mit ¢ (a) = a. Wir erinnern daran, dass eine Abbildung ¢ als Kontraktion bezeichnet wird,
wenn es eine Konstante vy € [0, 1[ gibt, so dass

d(p(x),¢(y)) < vd(x,y) firalle x,y €X erfiillt ist.

Die Konstante y wird in diesem Zusammenhang auch als Kontraktionskonstante bezeichnet.

Lemma 3.7 Seil = [a,b] € R ein endliches, abgeschlossenes Intervall, und sei V ein Ba-
nachraum. Sei aullerdem C(I, V') der R-Vektorraum der stetigen Funktionen f : I — V. Dann ist
C(I,V) mit der Norm ||f || oo = sup{||f (x)|| | x € I} ein Banachraum.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass durch || - || o, eine Norm auf C(I, V) gegeben ist. Sei dazu f € C(I, V) vorgegeben.
Ist f die Nullfunktion, dann gilt ||f (x)|| = 0y, fiir alle x € I, und es folgt ||f || .c = 0. Setzen wir umgekehrt ||f ||, =0
voraus, dann folgt ||f (x)|| = 0 und auf Grund der Normeigenschaft von || - || auch f(x) = 0, fiir alle x € I. Also ist
in diesem Fall f der Nullvektor in C(I,V).

Ist f €C(I,V) und 0 # A € R, dann gilt fiir alle x € I die Abschitzung [|[Af (x)]| = [Al]lf GOl < [AlIf lleo und somit
auch ||Af|loo < IAIf lloo- Setzen wir g = Af, dann erhalten wir ebenso
1

Aflleo
ks

Iflle = Nzglle < I7lllglloo

also |Al]lf |leo < IAf |loo und insgesamt Gleichheit. Fiir A = 0 ist die Gleichung ||Af || oo = |A|lIf |leo Offenbar ebenfalls
erfiillt. Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien f, g € C(I,V) vorgegeben. Fiir alle x € I gilt die Abschiatzung
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I+ )N = IIf (x) + gQAIl < [1F GOl + 18N < 1f lloo + llglloo, also auch |If + glloo < [Ifloo + 18]loo- Damit
sind die Normeigenschaften nachgewiesen.

Sei nun (f,,)men €ine Cauchyfolge in C(I,V) beziiglich || - ||oo. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R* ein K € I, so dass
[lfi — finlloo < € fiir alle k, m > K erfiillt ist. Es folgt ||f;,(x) — f,,(2)|| < € fiir alle x € I und k,m > K, d.h. die Folge
(fn(3))men ist fiir jedes x € I eine Cauchyfolge in V. Da es sich bei V um einen Banachraum handelt, konvergiert die
Folge (f,,(x))men gegen einen Vektor f(x) € V. Zu zeigen ist, dass die auf diese Weise definierte Funktion f : I — V
stetig und ein Grenzwert der Folge (f,,)men in C(I, V) ist.

Wir beweisen die Stetigkeit von f mit Hilfe des £-5-Kriteriums. Seien ¢ € I und ¢ € R* vorgegeben. Dann existiert
ein K € N mit ||f, — finlloo < %s fiir alle k, m > K. Auf Grund der Stetigkeit der Normfunktion auf V gilt

IfcG)=fQII = lim ()= fruCOl < lim lifc—fallo < 3¢

fiir alle x € I. Weil die Funktion fi im Punkt c stetig ist, gibt es ein § € R* mit ||fx(x) — fx(c)ll < %8 fur alle x € I
mit |x —c| < 6. Es folgt

IFE)=FOI < IfC) =@+ () = N +Ifx ()= FOI < Fe+zet+ze = ¢

fiir alle x € I mit |x —c| < §. Damit ist die Stetigkeit von f bewiesen. Wir wenden nun die Cauchyfolgen-Eigenschaft
noch einmal an, um zu zeigen, dass f der Grenzwert der Folge (f,,)men in C(I,V) ist. Fiir jedes ¢ € R* gibt es ein
K € N mit || f, — fiull < & fiir alle k,m = K, also || f;.(x)— f,(x)|| < ¢ fiir alle x € I und k, m > K. Durch Grenziibergang
m — oo erhalten wir ||fi.(x)—f (x)|| < ¢ flir alle x € I und k = K, also ||fi,—f ||eo < € fiir k > K. Also ist f tatséchlich
der Grenzwert der Folge (f,,)men im R-Vektorraum C(I, V). O

Lemma 3.8 Seil =[a,b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall, V ein Banachraum und
B C V eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist die Menge der Funktionen C(I, B) abgeschlossen
im Banachraum C(I, V). Also ist C(I, B) beziiglich der Metrik d(f, g) = ||f —g|| €in vollstindiger
metrischer Raum.

Beweis:  Sei (f,,)men €ine Folge in C(I, B), die in C(I,V) einen Grenzwert f besitzt. Zu zeigen ist, dass f € C(I,B)
gilt. Ist x € I ein beliebiger Punkt, dann bilden die Vektoren f,,(x) eine Folge in V, die wegen

dim [Ifp()=fI < lim [Ify—flle = 0

gegen f(x) konvergiert. Weil B in V abgeschlossen ist und alle Vektoren in f,,(x) in B liegen, gilt dasselbe auch fiir
den Grenzwert f (x). Damit haben wir gezeigt, dass f eine Funktion I — B ist. m|

Satz 3.9 (lokaler Existenzsatz)

Sei D € R x K" offen, (a,b) € D und f : D — K" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt. Dann gibt es ein & € R* und eine Losung ¢ : Ja—6,a + 6[ — K" des durch
y' = f(x,y) und (a, b) definierten Anfangswertproblems.




Beweis: Auch hier konnen wir uns beim Beweis auf den Fall IK = R beschranken. Unser Ziel besteht darin, den
Banachschen Fixpunktsatz auf einen vollstdndigen metrischen Raum der Gestalt anzuwenden, wie er in Lemma (3.3
beschrieben wird. Die Rolle der Kontraktion fallt dabei dem Operator zu, der einer Funktion ¢ die vektorwertige Inte-
gralfunktion t — b+ f; f (s, p(s))ds zuordnet. Ein Fixpunkt ¢ der Kontraktion ist eine Losung des Systems, denn auf
Grund des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung ist die Gleichung ¢(t) = b + fat f(s,¢(s))ds gleich-
bedeutend mit ¢’(t) = f(t, p(t)). Der Hauptaufwand besteht darin, alles so einzurichten, dass der beschriebene
Operator tatsichlich eine Kontraktion darstellt, so dass der Banachsche Fixpunktsatz angewendet werden kann.

Sei I C R ein hinreichend kleines kompaktes Intervall mit a in seinem Inneren und ¢ € R*, so dass die Menge
X =1xB,(b) in D enthalten ist und f auf X eine Lipschitz-Bedingung mit einer Lipschitz-Konstanten L € R* geniigt,
wobei B,(b) = {y € R" | ||y — bl < €}, die abgeschlossene Kugel um b vom Radius ¢ im R", bezeichnet. Weil X
kompakt und f stetig ist, gibt es ein m € R, mit ||f (¢, y)|| < m fiir alle (t,y) € X. Weiter wihlen wir § € R" so
klein, dass das Intervall J = [a—&,a+ 6] in I enthalten ist und die Ungleichungen L5 < 1 sowie mé < ¢ gelten. Wir
definieren nun auf dem in Lemma [3.7) beschriebenen Banachraum V = C(J,R") die Abbildung ® : V — V gegeben
durch

2(p)(t) = b+J fGs,(s))ds

sowie die Teilmenge Y = C(J,B,.(b)) von V. Dann ist ¥ nach Lemma mit der Abstandsfunktion d(p,y) =
[l¢ — |0 ein vollstdndiger metrischer Raum. Fiir alle ¢ € Y und t € J gilt

[2(p)()=bll < ff(s,tp(S))ds < mé < €,

also ist auch ®(¢) in Y enthalten, und folglich ist ¢ eine Abbildung Y — Y.

Wir zeigen nun, dass es sich bei ¢ dariiber hinaus um eine Kontraktion auf Y handelt. Seien ¢, € Y vorgegeben.
Fiir jedes t € J gilt nach Voraussetzung ¢(t),4(t) € B,(b), und auf Grund der Lipschitz-Bedingung gilt || f (t, ¢(t))—
Ft, () < Llle(t) —p(t)||. Wir erhalten somit

J (f (s, 0()) = f(s,%(s))) ds

8(p) =2l = sup

< stlgf lf (s, p(s)) = f (s, (s)llds < i‘éjp't_a|'L'I|(P_1/)|loo = 6Ll —Ylleo-

Wegen 6L < 1 ist die Kontraktionseigenschaft damit nachgewiesen. Auf Grund des Banachschen Fixpunktsatzes
existiert also ein Fixpunkt ¢ € Y von ®. Aus () = ¢ folgt dann ¢(t) = b+ fat f(s,p(s))ds fiir alle t € I, und damit
auch ¢’(t) = f(t,p(t)) firalle t €J. O

Satz 3.10 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf)

Sei D € R x K" offen, f : D — K" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung
geniigt, und (a, b) € D. Dann besitzt das durch y’ = f(x, y) und (a, b) definierte Anfangswert-
problem eine eindeutige maximale Losung.




Beweis: Auf Grund des Eindeutigkeitssatzes, Satz[3.6] geniigt es zu zeigen, dass eine maximale Losung existiert. Auf
Grund des lokalen Existenzsatzes gibt es zumindest ein § € R*, so dass auf dem offenen Intervall Is = Ja— &,a + [
eine Losung ¢ des Anfangswertproblems existiert. Sei nun ¢ das Infimum aller a; € R mit der Eigenschaft, dass das
Anfangswertproblem auf ]a;,a + 6[ eine Losung besitzt, und es sei d das Supremum aller a, € R mit der Eigenschaft,
dass eine Losung des Anfangswertproblems auf Ja — &, a,[ existiert. Dann gilt c < a— &6 < a+ & < d. Auf folgende
Weise erhalten wir nun eine Losung 1 : ]Jc,d[ — K" des Anfangswertproblems, die auf Grund der Definition von ¢ und
d maximal ist: Fiir jedes t € R mit ¢ < t < a existiert ein a, € R mit a, < t und eine Lésung ¢, : la,,a + 6[ — K"
des Anfangswertproblems, und wir definieren (t) = ¢,(t). Ebenso gehen wir vor, um v (t) fiir alle t € R mit
a <t < d zu definieren. Dann ist v tatsdchlich eine Losung auf dem gesamten Intervall ]c,d[. Denn fiir jedes
¢ € RY mit ¢ + ¢ < a existiert nach Definition von ¢ eine Lésung v, auf ]Jc +¢,a + 5[, und wegen Satz gilt
dann y(t) = ,(t) fiir alle t € Jc + ¢,a + §[. Ebenso existiert fiir jedes ¢ € R* mit d — ¢ > a eine Losung 1, auf
Ja—6,d —¢[, die mit v|y,_5 4 libereinstimmt. O

Kommen wir nun zur Untersuchung des Randverhaltens von Losungen. Wir erinnnern daran, dass eine Teilmenge
A C X ein einem topologischen Raum (X, 7") als relativ kompakt bezeichnet wird, wenn ihr topologischer Abschluss
A kompakt ist. Ist D eine Teilmenge vom K" fiir ein n € IN, aufgefasst als topologischer Raum mit der von K"
induzierten Topologie, so ist eine Teilmenge A C D in diesem topologischen Raum genau dann relativ kompakt,
wenn ihr topologischer Abschluss A in IK" (1) in D enthalten und beschrénkt ist.

Um dies zu iiberpriifen, bemerken wir zunéchst, dass eine Teilmenge B € D genau dann kompakt in D ist, wenn
sie kompakt in K" ist, nach dem Satz von Heine-Borel also genau dann, wenn sie beschrankt und abgeschlossen
ist. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass ein System (U;);c; von Teilmengen U; € D genau dann eine offene
Uberdeckung von A in D ist, wenn fiir jedes i € I eine offene Teilmenge V; C K" existiert, so dass U; = V; N D fiir
alle i € I gilt und (V;),; eine offene Uberdeckung von A in K" ist. Diese Aussage wiederum ergibt sich direkt aus
der Definition der auf D induzierten Topologie. Setzen wir also A C D und die Beschrinktheit voraus, dann ist A in D
kompakt, und A in D relativ kompakt.

Setzen wir umgekehrt voraus, dass A in D relativ kompakt ist. Dann ist der topologische Abschluss A”) von A in D
kompakt. Nehmen wir nun an, dass der Abschluss A von A in K" nicht in D enthalten ist. Dann ist A”) eine echte
Teilmenge von A, die Menge A®®) also nicht abgeschlossen, und damit erst recht in IK" nicht kompakt. Die Feststellung
von oben, angewendet auf B = A”), zeigt dann, dass A?) in D nicht kompakt ist, im Widerspruch zur Annahme. Also
gilt A=A® C D, und als kompakte Teilmenge von D ist A auch kompakt im K", insbesondere also beschrankt.

Definition 3.11 Sei y’ = f(x,y) ein System von n DGLs erster Ordnung mit einem Defini-
tionsbereich D C R x K", sei (a,b) € D, und sei ¢ : I — K" eine Losung des entsprechenden
Anfangswertproblems. Wir sagen, die Losung ¢ verlisst nach rechts jedes Kompaktum, wenn
der rechts von a liegende Graph

I.(¢) = {(t,e(t))€Dl|t=a}

in D nicht relativ kompakt ist. Entsprechend sagen wir, ¢ verlésst nach links jedes Kompaktum,
wenn I'_(¢) = {(t, p(t)) € D | t < a} in D nicht relativ kompakt ist. Man sagt, jedes Kompaktum
wird in beiden Richtungen verlassen, wenn die Mengen I, (¢) beide in D nicht relativ kompakt
sind.




Unser Ziel besteht darin, diese Eigenschaft von ¢ konkreter und anschaulicher zu beschreiben. Ist p € K" und A € K"
eine beliebige Teilmenge, dann definieren wir den Abstand von p und A durch d(p,A) = inf{||p —a||, | a € A}. Man
kann leicht zeigen, dass die Abstandsfunktion in Abhangigkeit von p stetig ist. (Eventuell behandeln wir das in den
Ubungen.) Natiirlich lasst sich dieses Abstandskonzept problemlos auf beliebige metrische Rdume iibertragen.

Proposition 3.12 Seien die Bezeichnungen wie in der vorherigen Definition gewahlt, wobei
wir aber voraussetzen, dass die Teilmenge D offen in R x IK" ist. Sei I = Ja, B[ das Definitions-
intervall von ¢, mit @ € RU{—oc0o}, = RU{+00} und a < . Genau dann verlasst ¢ nach
rechts jedes Kompaktum, wenn mindestens eine der folgenden drei Bedingungen erfiillt ist.

(i p=+o0
(i) B € R undlimsup,_g[l¢(t)lleo =+00
(iii) B €R, D # @ und lim,_,zd((t,¢(t)),0D)=0

(Die erste Bedingung sagt, dass I unendlich nach rechts ausgedehnt ist, die zweite, dass p(t)
fiir t — 3 unbeschrénkt ist, und die dritte, dass ¢ nach rechts dem Rand des Definitionsbereichs
beliebig nahe kommt.)

Beweis: ,=“ Nehmen wir an, ¢ verldsst nach rechts jedes Kompaktum, es gilt f € R, und der Grenzwert unter
(ii) ist endlich. Dann ist T, (¢) beschrankt, und auf Grund der Stetigkeit von ¢ gilt dasselbe fiir den Abschluss I, (¢)

in R x KK". Als beschrénkte und abgeschlossene Teilmenge ist I', () nach dem Satz von Heine-Borel kompakt. Weil
aber T', () laut Voraussetzung nicht relativ kompakt in D ist, muss I (@) € D gelten. Die Punkte in T', () \ T',(¢)
sind dann zwangslaufig Randpunkte von D, insbesondere gilt also D # @.

Zu zeigen ist nun, dass der Abstand d((t, p(t)),dD) fiir t — B gegen null konvergiert. Nehmen wir an, dies ist nicht
der Fall. Dann gibt es ein € € R* und eine Folge (t,) e in [a, B[ mit lim, t, = B und d((t,, ¢(t,)), D) = ¢ fiir alle
n > N. Als Folge im Kompaktum m besitzt (¢,, p(t,))wen eine konvergente Teilfolge (¢, , ¢(t,, ))ren- Definieren
wir yg = lim; ¢(t,, ), dann gilt offenbar (f, yg) € 9D, und somit d((f3, yz), D) = 0. Andererseits muss auf Grund
der Stetigkeit der Abstandsfunktion aber

d((B.yp),0D) = lim d((ty,0(t,)),0D) = ¢
gelten. Der Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch und die Aussage (iii) erfiillt ist.

»& Nun setzen wir voraus, dass I', () relativ kompakt ist. Wie bereits oben festgestellt, ist m dann beschréankt
und abgeschlossen. Dies zeigt, dass die Bedingungen (i) und (ii) nicht erfiillt sein konnen. Nehmen wir nun an, es gilt
9D # @ und lim,_,5 d((t, ¢(t)), D) = 0. Dann gibt es eine Folge (t,,) e mit lim, d((t,, p(t,)),dD) = 0. Wie oben
zeigt man, dass eine konvergente Teilfolge (¢, , ¢(t,, ))en existiert, dessen Grenzwert (3, y4) in m enthalten ist.
Dieser Punkt hat dann von d D den Abstand 0 und muss deshalb (auf Grund der Abgeschlossenheit von & D) selbst in
oD liegen. Aber wegen m C D und der Offenheit von D ist dies zugleich ein innerer Punkt von V, im Widerspruch
zu (B, yp) € 0D. Dies zeigt, dass auch Bedingung (iii) nicht erfiillt ist. m|

Lemma 3.13 Sei D € Rx K" offen, f : D — K" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, und (a, b) € D. Sei ¢ : Ja, B[ — K" eine Losung des durch y’ = f(x, y) und
(a, b) definierten Anfangswertproblems. Ist I () in D relativ kompakt, dann ist ¢ nach rechts
fortsetzbar, d.h. es gibt ein ¢ € R* und eine Fortsetzung ¢ : ]Ja, § + e[ — K" von ¢.




Beweis: Auf Grund der Voraussetzung ist die rechte Intervallgrenze f endlich, und auf Grund des Maximumsprinzips
ist die Funktion f auf T',(f) beschrénkt durch eine Konstante K € R*. Es gilt dann

sup [l9'(Dllc = sup lIf (6, 9Ol < sup{llf(t,V)lleo | (£, ) ET(F)} < K.

tefa,pl tefa,pl

Wie im Beweis von Proposition 3.5 kann daraus mit dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen gefolgert werden,
dass ||¢(s) — @ (t)|lee < K|s—t]| fir alle s, t € [a, B[ gilt.

Wir zeigen nun, dass der Grenzwert lim,_, 5 ((t) existiert. Sei (t,,),cny eine Folge in [a, B[ mit lim, t, = 3. Weil die Fol-

ge (t,, p(t;))nen in der kompakten Menge I, (¢) enthalten ist, existiert eine konvergente Teilfolge (¢, , ¢(t,, )rens
deren Grenzwert wir mit (f3, yg) bezeichnen. Dariiber hinaus ist (t,, ¢(t,)),en eine Cauchyfolge. Ist ndmlich ¢ € R*
vorgegeben, dann existiert auf Grund der Konvergenz von (t,),en €in N € IN, so dass fiir alle m,n > N jeweils
t,, — t,| < % erfiillt ist. Auf Grund unserer Beobachtung von oben folgt daraus ||¢(t,,) — ¢(t,)llcc <K - % = ¢, und
somit auch [|(t,,, (t,))— (t,, (t)|leo < €, fiir alle m,n > N. Aber dies wiederum bedeutet, dass lim,(¢t,, p(t,)) =
(B, yp) gilt, und damit ist insgesamt lim,_,5 ¢(t) = (8, y3) nachgewiesen.

Wir kénnen ¢ also auf das Intervall ]a, 8] stetig fortsetzen, indem wir p(f8) = yp definieren. Die (vektorwertige)
Integralgleichung p(t) = b+ f a[ £ (s, p(s))ds ist dann auf Grund der Stetigkeit nicht nur auf ]a, B[, sondern auf dem
gesamten Intervall Ja, 3] erfiillt. Dies wiederum bedeutet, dass die Funktion ¢ im Punkt 3 linksseitig differenzierbar
ist, mit f(f3, yp) als linksseitiger Ableitung. Andererseits hat das Anfangswertproblem gegeben durch y' = f(x,y)
und (3, y5) nach Satz auf einem hinreichend kleinen offenen Interval 18 — ¢, 8 + €[ eine Losung ). Nach even-
tueller Verkleinerung von ¢ konnen wir 3 —& > a annehmen. Definieren wir nun eine weitere Funktion ¢ durch

p(t) fira<t<p
Y(t) furp<t<pP+e

so ist dies ebenfalls eine Losung des Anfangswertproblems gegeben durch y’ = f(x, y) und den Punkt (a, b) € D;
im Punkt 3 ist ¢ differenzierbar mit ¢’(8) = f (B, ), weil links- und rechtsseitige Ableitung im Punkt f3 existieren,
mit (3, yp) als jeweiligem Wert. Damit haben wir die Losung ¢ auf das Intervall Ja, 8 + ¢[ fortgesetzt. O

Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich auch fiir I_(¢) und die Fortsetzbarkeit nach links.

Satz 3.14 (Randverhalten von Losungen)

Sei D € R x K" offen, f : D — IK" eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung
geniigt, und (a,b) € D. Sei ¢ : ]a, [ — K" eine Losung des durch y’ = f(x,y) und (a, b)
definierten Anfangswertproblems. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(i) Die Losung ¢ ist maximal.

(i) Die Losung ¢ verldsst in beide Richtungen jedes Kompaktum.

Beweis: ,,(i) = (i)“ Ist T, (¢) oder I'_(¢) in D relativ kompakt, dann ist ¢ auf Grund des Lemmas nach links oder
rechts fortsetzbar, die Losung ¢ also nicht maximal.




,(ii) = (1)“ Setzen wir 0.B.d.A. voraus, dass die Losung ¢ nach rechts fortsetzbar ist. Bezeichnet ¢ : ]&, /3 [ — K" die
maximale Losung des Anfangswertproblems, dann gilt also § > f3. AuBerdem ist m ={(t,g(t)) |t €[a,B]}, und
somit ist m in [a, B] x ¢([a, B]) enthalten. Dies zeigt, dass m in R x K" kompakt ist. Anhand der Inklusion
[, (¢) CST(@) € D ist zu erkennen, dass I, () dariiber hinaus in D relativ kompakt ist. |

Wir sehen uns das Randverhalten von Losungen anhand einiger konkreter Beispiele an.

@

(i)

(iii)

Das Anfangswertproblem gegeben durch die DGL y’ = xy? mit dem Definitionsbereich D = R? und den
Punkt (0,2) € D besitzt die Losung ¢ : 1-1,1[ = R, t — —2

1. Diese ist wegen lim,_,_; [¢(t)| = +00 und
lim,_,; | (t)| = +00 maximal.

Die Funktion ¢_ : ]—00,—1[ = R, t — 1,2tz

durch y’ = xy? auf D = R? und den Punkt (—2,—%), weil die linke Intervallgrenze gleich —oo ist und

2

lim,_,_; |¢(t)| = + oo gilt. Betrachten wir statt dessen den Punkt (2,—%), dannistp, : ]1,+00[ = R, t = =5

ist eine maximale Losung des Anfangswertproblems gegeben

eine maximale Losung.

Wir betrachten das Anfangswertproblem gegeben durch y’ = m —1lauf D = {(x,y) € R? | —%7‘6 <
x+y < 37t} und den Punkt (0, 0) € D. Durch Trennung der Variablen findet man die Losung ¢ : ]-1,1[ — R,
27} und den Punkt (0,0) € D. Durch T der Variablen find die L 1,1 >R

t — arcsin(t) — t. Auch diese Losung ist maximal. Denn der Rand von D ist gegeben durch
oD = {(x,y)eR*|x+y=—3m}U{(x,y) R |x+y=3m} ,
und es gilt lim,_, ; p(t)=1— %n und lim,_,; p(t) = %ﬂ?— 1. Die Losung erfiillt also lim,_,_;(t + ¢(t)) = —%77:

und lim,_,;(t + ¢(t)) = %n, was zeigt, dass sie sich dem Rand des Definitionsbereichs auf beiden Seiten
annahert.

(iv) Aus demselben Grund erhilt man fiir das Anfangswertproblem gegeben y’ = —# cos(%) auf D =R" xR und

den Punkt (%, 0)durchp :R* >R, t— sin(%) eine maximale Losung.

In vielen Anwendungen ist man daran interessiert, ein Intervall, auf dem eine Losung eines Anfangswertproblems

existiert, konkret anzugeben. Diesem Problem wenden wir uns nun als néchstes zu.

Satz 3.15 (Gronwall-Lemma)

Sei I € R ein Intervall, a € I, a,y € R, beliebige Konstanten und ¢ : I — R, eine stetige
Funktion mit der Eigenschaft

t
p(t) < a+yf p(s)ds firalletel.
a

Dann gilt ¢(t) < aexp(y|t —al) fiir alle t € I.

Beweis: Sei a; € R, mit a; > a, und sei ¢ : R — R die Funktion 4(t) = a; exp(y(t —a)). Dann ist ¢ eine Losung

des Anfangswertproblems gegeben durch y’ = yy auf D = R? und (a,a;) € R?. Nehmen wir an, es existiert ein




t; € I mit t; > a und p(t;) = YP(t;). Wegen ¢(a) < a < a; =y (a) liegt die Zahl t, = min{t € [a, t;] | ¢(t) = Y(t)}
im Intervall ]a, t; ]. Andererseits gilt aber

p(ty) < a+yJ p(s)ds < a1+}ff Y(s)ds = YP(ty).

Der Widerspruch zeigt, dass ¢(t) < ¢ (t) = a, exp(y|t —al) fiir alle t € I N [a, +oo[ erfiillt ist. Da @; > a beliebig
gewdhlt war, folgt ¢(t) < aexp(y|t —al) fiir alle t € I mit t > a. Fiir die Punkte t € [ mit t < a verlauft die
Argumentation vollkommen analog. a

Satz 3.16 (Existengintervall bei linear beschrdnkter rechter Seite)

Es sei I = Ja, B[ ein (endliches oder unendliches) offenes Intervall, D =1 x IK" und f : D — K"
eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt und linear beschrénkt ist,
was bedeuten soll, dass stetige Funktionen p,o : I — R, mit

If N eo <= POl lleo +0(x)

fiir alle (x, y) € D existieren. Dann existiert fiir jeden Punkt (a, b) die Losung des Anfangswert-
problems y’ = f(x, y) auf dem gesamten Intervall I.

Beweis: SeiJ =]ay, [ €I und ¢ :J — K" die maximale Losung des Anfangswertproblems. Nehmen wir an, dass
J echt kleiner als I und 0.B.d.A. a € R und f3; < 8 ist. Fiir alle t € [a, ;[ gilt

le(lles = w(a)+j f(s,(s))ds < ||b||oo+f 115 (s, p(s)lloo ds

[ee]

< ||b||oo+f (a(s)+pBlle)llos) ds < (“b”oo'i'f 0(8)d5)+mj ()l ds

mit m = max{p(s) | s € [a, #;,]}. Anwendung des Gronwall-Lemmas auf ||¢||o, ergibt dann die Abschatzung

B
le(Ollee < (I|b||oo+f a(s)ds)emu_ﬂ_

Insbesondere ist also der Grenzwert limsup,_g |l¢(t)llco nicht unendlich, und im Fall § < +o0 ist offenbar fiir
alle t € [a, ;[ der Abstand zwischen ¢(t) und 0D = {a} x K" U {f} x K" wegen a < a <t < f3; < 8 durch
min{a—a, B — B;} nach unten beschréankt. Nach Proposition[3.12]ist T', (¢) also in D relativ kompakt, und nach Satz
steht das im Widerspruch zur Maximalitit von . m|

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir die Differenzialgleichung
3,3
/ XY . 2 x 2
= —=—sin(xy*)+e* cos(x“y).

y 11,2 (xy®) +e* cos(x“y)
auf dem Definitionsbereich D = R?. Fiir jeden Punkt (a, b) € R? besitzt das entsprechende Anfangswertproblem eine
Losung auf ganz R, denn die Abschidtzungen I#I < |y| und | sin(xy?)|,|cos(x2y)| < 1 zeigen, dass der Ausdruck
auf der rechten Seite der DGL linear beschrinkt ist, durch die Funktionen p(x) = |x|® und o(x) = e*.

— 34 —



§4. Der Existenzsatz von Peano

Zusammenfassung. Der Existenzsatz von Peano stellt, ebenso wie der Satz von Picard-Lindelof, die Losbarkeit
von Systemen von Differenzialgleichungen sicher, gilt aber unter deutlich schwécheren Voraussetzungen: Es
wird lediglich die Stetigkeit der definierenden Funktionen benétigt, aber keine lokale Lipschitz-Bedingung.
Dafiir sind die Losungen andererseits nicht mehr eindeutig, im Allgemeinen nicht einmal lokal. Aufferdem
werden fiir den Beweis des Existenzsatzes anspruchsvollere Hilfsmittel aus der Topologie und Analysis benotigt
als im letzten Kapitel.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Sdtze
- Fixpunkteigenschaft eines topologischen Raums — Stone-Weierstral3-Theorem
- gleichgradige Stetigkeit einer Menge von Abbildungen — Fixpunktsitze von Brouwer und Schauder

zwischen metrischen Rdumen .
— Existenzsatz von Peano

— Satz von Arzela-Ascoli

Unser Ziel in diesem Kapitel ist der Beweis der folgenden Aussage.

Satz 4.1 (Existengsatz von Peano)

Sei D € R x K" eine offene Teilmenge, (a,b) € D und f : D — IK" eine stetige Funktion. Dann
existiert fiir das durch y’ = f(x, y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem (mindestens) eine
Losung, die jedes Kompaktum in beide Richtungen verlasst.

Fiir den gesamten Rest dieses Kapitels bezeichnet || - || die euklidische Norm auf dem R" (auch 2-Norm genannt),
aullerdem B" = {x € R" | ||x|| < 1} die abgeschlossene Einheitskugel und S™! = 9B" = {x € R" | ||x|| = 1} die

Einheitssphire. Mit B" = B" \ "' bezeichnen wir die offene Einheitskugel.

Definition 4.2 Man sagt, ein topologischer Raum X besitzt die Fixpunkteigenschaft, wenn
jede stetige Abbildung ¢ : X — X mindestens einen Fixpunkt hat, also ¢ (x) = x fiir mindestens
ein x € X erfiillt ist.

Der folgende Satz stellt ein zentrales Resultat aus der Topologie dar. Er besitzt eine Vielzahl unterschiedlicher Be-
weise, basierend u.a. auf Resulaten der algebraischen Topolgie, auf dem Satz von Stokes oder der Kombinatorik von

Triangulierungen. Wir folgen hier im Wesentlichen der Darstellung in [[Rog80]].




Satz 4.3 (Brouwerscher Fixpunktsatz)
Die Einheitskugel B" besitzt die Fixpunkteigenschaft.

Nehmen wir an, es gibt eine stetige Abbildung ¢ : B" — B" ohne Fixpunkt. Dann kénnen wir eine Abbildung 1) : B® —
S™1 definieren, indem wir fiir jedes x € B" die Punkte x und ¢ (x) durch die Gerade ¢, = x + Rv, mit v, = ¢(x)—x
verbinden und x den eindeutig bestimmten Schnittpunkt von £, mit S"! als Bildpunkt v)(x) zuordnen, der dem
Punkt x der Geraden néher ist. Diese Abbildung ist stetig, weil der Ortsvektor x und der Richtungsvektor v, stetig von
x abhingen und die Koordinaten von v(x) somit Losungen einer quadratischen Gleichung sind, deren Koeffizienten
von x stetig abhéngig sind. Wir haben auf diese Weise eine stetige Abbildung v : B" — S"! mit ¢ |gi1 = idgu
konstruiert. Damit ist der Beweis der Brouwerschen Fixpunktsatzes reduziert auf die Aussage

Proposition 4.4 Es gibt keine stetige Abbildung ) : B" — ™! mit 1)|gi1 = idgn1.

Wir teilen den Beweis dieser Aussage in zwei Einzelschritte auf. Fiir den ersten Einzelschritt machen wir von einem
bekannten Hilfsmittel aus der Analysis Gebrauch. Wir erinnern daran, dass es sich bei einer R-Algebra um einen
R-Vektorraum A mit einer zusdtzlichen R-bilinearen Verkniipfung - : A x A — A handelt, die A zusammen mit der
Vektoraddition zu einem Ring macht (im Allgemein nicht-kommutativ und ohne Einselement). Ein Untervektorraum
von A, der zusétzlich abgeschlossen unter - ist, wird als Unteralgebra bezeichnet.

Satz 4.5 (Stone-Weierstraf3-Theorem)

Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und A eine Unteralgebra von C(X,R), der IR-Algebra der
stetigen reellwertigen Funktionen auf X, die die konstanten Funktionen auf X als Untervektor-
raum enthalt. Auferdem setzen wir voraus: Die R-Algebra A trennt Punkte, d.h. fiiralle x, y € X
mit x # y gibt es ein f € A mit f(x) # f(y). Dann ist A in C(X, R) eine dichte Teilmenge. Dies
bedeutet: Fiir jedes ¢ € R* und g € C(X, R) gibt es ein f € A mit der Eigenschaft, dass

|g(x)— f(x)| < € fiir alle x € X erfiillt ist.

Den Beweis dieser Aussage verschieben wir in einen Anhang zu diesem Kapitel. Eine wichtiger Spezialfall ist der

Folgerung 4.6 (Approximationssatz von Weierstrafs)

Sei[a, b] € R ein endliches abgeschlossenes Intervall und g : [a, b] — R eine stetige Funktion.
Dann gibt es fiir jedes ¢ € R* ein Polynom p € R[x], so dass |g(x)—p(x)| < ¢ fiir alle x € [a, b]
erfiillt ist.




Damit konnen wir nun die erste Beweisetappe in Angriff nehmen.

Lemma 4.7 Wenn eine stetige Abbildung v : B® — S™! mit 1)|g.1 = idg.1 existiert, dann
gibt es auch eine stetig differenzierbare Abbildung mit dieser Eigenschaft.

Beweis: Die Abbildung x — 1(x)—x ist auf B" stetig, auf S ! gleich null, und es gilt ||}y (x)—x|| < 2 fiir alle x € B™.
Nach dem Satz von Heine (bekannt aus der Analysis mehrerer Variablen) ist jede reellwertige stetige Funktion auf
einem kompakten metrischen Raum auch gleichméaRig stetig. Daraus folgt, dass ein 6 € ]%, 1[ existiert, so dass
Y (x)—x]|| < % fiir alle x € R" mit 8 < ||x|| < 1 erfiillt ist. (Die gleichméRige Stetigkeit, angewendet auf ¢ = %,
liefert ein 6 € R, wobei wir § < % annehmen diirfen. AnschliefSend setzt man 6 auf einen Wert mit 1 —6 < 6 < 1.
Zu beachten ist, dass unter der Bedingung ||x|| > 6 jeweils ein Punkt y € S ! mit ||y — x|| < 1— 0 existiert. )

Seien ey, ..., e, € R" die Einheitsvektoren. Es ist leicht zu sehen, dass die R-Algebra R[xy, ..., x,,] der reellen multiva-
riaten Polynome, aufgefasst als Algebra von stetigen Funktionen auf B", die Voraussetzungen des Stone-Weierstrass-
Theorems erfiillt. Daraus folgt, dass die reellwertigen Komponenten der Funktion x — v(x)—x beliebig genau durch
Polynomfunktionen approximiert werden konnen. Insbesondere gibt es Polynome p, ..., p, € R[x1, ..., x,,] mit

< % fiir alle x € B".

D piCrr, e xa)e; — (Y(x) = x)
i=1

Durch Approximation einer stiickweise linearen Funktion finden wir auerdem ein Polynom g € R[x] mit % <q(t) <
1fiir 0 <t < 62und|q(t)] <1 fiir 62 < t < 1. Durch Multiplikation dieses Polynoms mit 1 — t™ fiir hinreichend
grofses m € IN konnen wir aufSerdem erreichen, dass (1) = 0 gilt, wobei die anderen beiden Abschitzungen erhalten
bleiben. Fiir alle r € [0, 6] gilt dann % <q(r*)<1,und |q(r?)| <1 firr €[0,1].

Wir definieren nun p(x) = Y., p;(x1, ..., X, )e;, g(x) = x + q(||x||*)p(x). Fiir alle x € B" ! mit 0 < ||x|| < 6 gilt

lgCall = llx+qlxIPpCll =
|1 Ge) +q(Uxl)p () = qCUIxlP)ep (o) +qCllcl?)x +qCUll)p () = () = qllxlP)x + x| =
|1 () +q(UIx1?) (p(x) = 3 (x) + ) + (qllx[*) = 1)(3p(x) — )|
> [ COll=IgUlxIP) - Ip() = 4 () + xll = 11 = q(Ulx )l () — x|

> 1-1-2-12.2 = L
Fiir 6 < ||x|| < 1 erhalten wir die Abschitzung
gl = llx+qUxIPpCIl =[x +qCllxI*) (p(x) = (x) + x) +q(llx|*) (o (x) — x)
> lxl = lqUxI®IApG) =) +xll +lp () —x[) = 6-1-(GG+3) = -3 = 1.

Es gilt also ||g(x)|| = % fiir alle x € B" und g(x) = x fiir alle x € S"!; insbesondere wird die Funktion nirgends
auf B" gleich null. Die Funktion h(x) = ||g(x)|| " g(x) bildet die Einheitskugel B" auf S™ ! ab und hat ebenfalls die
Eigenschaft h(x) = x fiir alle x € S !. AuRerdem erkennt man anhand der Definition unmittelbar, dass es sich bei
h um eine stetig differenzierbare Abbildung handelt. m|




Damit haben wir nun den Beweis von Proposition[4.4] und ebenso den Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes, auf
die folgende Aussage zuriickgefiihrt.

Lemma 4.8 Es gibt keine stetig differenzierbare Abbildung 1) : B® — ™! mit 1 |gu1 = idgn-1.

Beweis: Nehmen wir an, 4 ist eine Abbildung mit diesen Eigenschaften. Wir definieren ¢(x) = ¥ (x) — x und
aullerdem Y, (x) = x + tp(x) = (1 —t)x + tp(x) fiir t € [0, 1]; es ist dann 1, = idz. und 1, = 1. Dariliber hinaus
ist die Bedingung ;|1 = idg.1 fiir alle ¢ € [0, 1] erfiillt.

Mit ¢ ist auch ¢ stetig differenzierbar. Insbesondere sind damit alle partiellen Ableitungen J;¢; der Komponenten-
funktionen ¢; von ¢ stetig, auf Grund des Maximumsprinzips also auf B" beschrankt. Ahnlich wie beim Beweis von
Propositionkann aus dem Mittelwertsatz fiir Richtungsableitungen gefolgert werden, dass eine Konstante y € R*
mit ||p(y) — p ()|l < ylly — x| fiir alle x, y € B" existiert. Fiir alle t € [O, }/‘1[ folgt aus Y, (x) = ¢, (y) jeweils

ly=xll = lly—x=9 M+ = lt¢g()—tdWI = tllo(x)=p(Il < etrlly—xIl ,

ty <1lalso ||y —x|| =0 und x = y. Fiir alle t in diesem Bereich ist die Abbildung 1), also injektiv. Wegen ¥} (x) =
idg» + t¢’(x) kénnen wir t, € ]0, y’l[ so wihlen, dass die totale Ableitung 4} (x) fiir alle t € [0, t,] und alle x € B"
invertierbar ist.

Aus dem Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit aus der Analysis mehrerer Variablen folgt nun, dass v, fiir alle t €
[0, to] die offene Einheitskugel B" bijektiv auf eine offene Teilmenge G, C B" abbildet. Wir zeigen, dass G, mit B"
iibereinstimmt und ), die abgeschlossene Einheitskugel somit bijektiv auf sich selbst abbildet. Nehmen wir an, dies
ist nicht der Fall, und sei ¢ € B"\ G, beliebig gewihlt. Sei p € G, und p’ ein beliebiger Punkt der Schnittmenge
0 G, mit der Verbindungsstrecke [p,q]. Weil die Bildmenge ) ,(B") kompakt und somit insbesondere abgeschlossen
ist, sind alle Randpunkte von 4G, in 1),(B") enthalten. Inbesondere gibt es also ein x € B" mit v, (x) = p’. Auf
Grund der Offenheit von G, gilt p’ ¢ G,, wegen der Injektivitit von 1), also x ¢ B". Es folgt x € S" ! und damit
p’ =,(x) =idg.1(x) = x, also p’ € S™. Weil der Punkt p in G, C B" liegt, ist p’ € S" ! auf Grund der Konvexitit
von B" nur moglich, wenn auch q in S"! liegt. Aber wenn jeder Punkt g aus B" \ G, in S"! liegt, muss G, = B"
gelten. Also ist durch 1), tatséchlich eine Bijektion B" — B" gegeben, fiir jedes t € [0, t,].

Wir betrachten nun fiir alle t € [0, 1] jeweils das Integral

I(t) = f det(x)dx.

B

Offenbar gibt es stetige, reellwertige Funktionen ay, ..., a,, auf B, so dass
detyi(x) = det (ian + t¢'(x)) = a,()t"+...+a;(x)t +ay(x)

fiir alle x € R" erfiillt ist. Durch Integration erhalten wir I(t) = A,t" + ... + A;t + Ay mit A, = an ap(x)dx fir
0 < k < n. Die Funktion t — I(t) ist also eine Polynomfunktion. Fiir alle t € [0, t,] gilt auf Grund der Bijektivitit von
4, und der Transformationsformel aus der mehrdimensionalen Integralrechnung und gilt fiir alle t € [0, t,] jeweils

I(t) = Jdetw’t(x)dx = f 1dx = vol,(f,(B") = vol,(B").
Bn P (B")

B
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Die Funktion t > I(t) ist auf dem Intervall [0, t,] also konstant, wobei der konstante Wert das Volumen vol,,(B") =
2/ I'(5 + 1) der n-dimensionalen Einheitskugel ist (mit der Gammafunktion im Nenner). Da es sich um eine Po-
lynomfunktion handelt, muss die Funktion sogar auf dem gesamten Einheitsintervall [0, 1] konstant sein, wobei die
Konstante ein positiver Wert ist.

Wir fithren dies nun zu einem Widerspruch, indem wir zeigen, dass I(1) = 0 gelten muss. Weil ¢ = 1), auf die
Einheitssphire S"! abbildet, ist die Funktion x — (3(x),v(x)) auf B" konstant gleich 1, woraus unmittelbar folgt,
dass die Funktionen x — (g—;fj(x), (x)) auf B" fiir 1 < j < n konstant null sind. In jedem Punkt x € B" befinden sich
die Vektoren g—}fj(x) also im Orthogonalraum 1(x)*. Weil dieser Orthogonalraum nur (n — 1)-dimensional ist, sind
die Vektoren g—i(x) stets linear abhiingig, und weil diese gerade die Spaltenvektoren der totalen Ableitung v'(x)

sind, ist deren Determinante konstant null. Daraus folgt I(1) = f 5 det YP’(x)dx = 0. m|

Unser nédchstes Ziel besteht darin, den Brouwerschen Fixpunktsatz auf kompakte konvexe Teilmengen des R" zu
verallgemeinern.

Satz 4.9 SeiAC R" eine nichtleere, abgeschlossene konvexe Teilmenge. Dann wird fiir jedes
x € R" das Minimum der Funktion A — R, a — ||x —a||, in einem eindeutig bestimmten Punkt
von A angenommen. Bezeichnen wir diesen jeweils mit 7,(x), dann ist 7, : R™ — A eine stetige
Funktion.

Beweis: Fiir jeden Punkt x € R" sei y, = inf{||x —a|| | a € A}. Eine Folge (a,)men in A mit lim,, ||x — a,,|| = 7,
bezeichnen wir als Minimalfolge fiir x. Einen Punkt a € A, in dem die Funktion A - R, a — ||x — a|| ihr Minimum
annimmt (sofern dieser existiert), nennen wir eine Bestapproximation.

Sei nun x € R" vorgegeben und (a,,) e €ine Minimalfolge fiir x. Als erstes zeigen wird, dass (a,,),en €ine Cauchy-

folge ist. Bekanntlich erfiillt || - || als euklidische Norm auf dem IR" die sog. Parallelogrammgleichung
lu+vIP+llu—vI® = 2lul®+2lv]* ,
die sich unmittelbar aus der Tatsache ergibt, dass die euklidische Norm || - || iiber die Gleichung ||u||*> = (u,u) mit

dem euklidischen Skalarprodukt (-,-) zusammenhéngt. Seien nun m,k € IN beliebig vorgegeben, und setzen wir
U=X—0ay,, V=X—a. Danngiltu+v =2(x— %(am +a;)) und u —v = q; — a,,, und die Parallelogrammgleichung
liefert

lax—anl® = 2llx—ayl* +2lx —apll* = 4llx — 3(a, + a)l*.

Weil A konvex ist, liegt der Punkt 3(a,, + ;) jeweils in A, und nach Definition von y, folgt |la, — a,l* < 2|lx —
apll? + 2[lx — aill* — 4y%. Wegen lim,, ||x — a,,||* = y? existiert fiir vorgegebenes ¢ € R* jeweils ein N € IN mit
llx — apll*—y? < 3¢ fiir alle m > N. Fir m,k > N ist dann |la, — q;[|* < 2[lx — a, > + 2llx — a|> — 4y% <

2(}/)2( + %}s) + 2()/)2( + %e) —4}/)2( = ¢. Dies zeigt, dass durch (a,,) e tatsdchlich eine Cauchyfolge gegeben ist.

Auf Grund der Vollstandigkeit von R" konvergiert die Folge gegen einen Punkt a € R", und weil A abgeschlossen
ist, ist dieser in A enthalten. Wegen v, = lim,, ||x — a,,|| = ||x — a|| nimmt die Funktion A — R, a — ||x —a|| also
in der Tat ihr Minimum in einem a € A an, d.h. fiir unseren Punkt x existiert eine Bestapproximation. Aus dem
Bisherigen ergibt sich unmittelbar die Eindeutigkeit der Bestapproximation. Ist ndmlich a’ € A ein weiterer Punkt




mit ||x —d’|| = y,, dann ist die Folge (a,,),ex gegeben durch a,, = a fiir m ungerade und a,, = d’ fiir n gerade auf
Grund der Ausfithrungen von oben eine Cauchyfolge; dies ist aber nur fiir a = a’ méglich.

Wir bezeichnen nun fiir jeden Punkt x € R" mit 7,(x) die eindeutig bestimmte Bestapproximation und zeigen, dass
die so definierte Abbildung 7, : R" — A stetig ist. Fiir einen beliebig vorgebenen Punkt x € R" sei (x,,)men €ine
Folge in R" mit lim,, x,,, = x; zu zeigen ist dann lim,, 7,(x,,,) = T4(x). Seinun ¢ € R" und N € IN mit ||x — x,,|| < ¢
fiir alle m > N. Fiir jedes m € IN sei jeweils y,, =y, . Dann gilt fiir alle m > N einerseits

Ym = inf{llx,—dalllacAl < inf{llx—alllacAt+|lx—x,ll = rvet+llx—x,l < 7rv.+e ,

und andererseits auch v, < |Jx—m (3, )| < Nl —x ]l + 1% —Ta(O )l < €47, insgesamt also v, < |[x — w4, )l <
v, +2¢. Weil ¢ € R beliebig vorgegeben war, ist damit lim,,, ||x — 7t4(x,,)|l = v, nachgewiesen. Dies bedeutet, dass
(7tA(x))men €ine Minimalfolge fiir x ist. Wie oben gezeigt, existiert somit ein a’ € A mit lim,,, 7,(x,,,) = a’, und dieser
Punkt ist eine Bestapproximation von x. Auf Grund der Eindeutigkeit der Bestapproximation erhalten wir schlieRlich
lim,, 4(x,,) = @’ = mu(x). O

Lemma 4.10 Seien X und Y homdomorphe topologische Raume. Besitzt X die Fixpunkteigen-
schaft, dann gilt dasselbe fiir Y.

Beweis: Sei ¢ : Y — Y eine stetige Abbildung und a : X — Y ein Homdomorphismus. Dann ist a ™! o ¢ o a eine
stetige Abbildung X — X, und weil X die Fixpunkteigenschaft besitzt, existiert ein x € X mit (¢! o ¢ o a)(x) = x.
Setzen wir y = a(x), dann gilt y € Y und (a0 ¢)(y) = x, also ¢(y) = y. m|

Folgerung 4.11 Jede nichtleere kompakte konvexe Teilmenge A € R" besitzt die Fixpunktei-
genschaft.

Beweis: Sei B C R" eine abgeschlossene Kugel mit B 2 A. Da B zur Einheitskugel B® homdomorph ist, besitzt B nach
Lemma [4.10] die Fixpunkteigenschaft. Sei nun ¢ : A — A eine stetige Abbildung, und sei 7, : R" — A die Abbildung
aus Satz Dann ist ¢ o 71,|; eine stetige Abbildung B — B, es gibt also ein b € B mit (¢ o t,)(b) = b. Aber weil ¢
nach A abbildet, ist b in A enthalten. Nach Definition der Abbildung 7, gilt m,(a) = a fiir alle a € A, denn offenbar
nimmt die Funktion A —» R, a’ = |la—d’|| in @’ = a jeweils ihr Minimum O an. Insbesondere gilt also 7,(b) = b,
und wir erhalten insgesamt ¢ (b) = b. O

Wir werden nun den Fixpunktsatz fiir konvexe kompakte Teilmengen des R" verwenden, um einen weiteren Fix-
punktsatz {iber Funktionen herzuleiten. Um die Verbindung herzustellen, benétigen wir den folgenden Begriff: Sei
(V, ]| - |]) ein normierter R-Vektorraum. Ist F = {p;,...,p,} € V eine beliebige endliche Teilmenge, dann bezeichnet

conv(F) = {Ztipi

i=1

man

n
fiZOfﬁrlﬁiSn,Zti=1}

i=1

als konvexe Hiille der Menge F.

Proposition 4.12 Sei (V, || - ||) ein normierter R-Vektorraum und K C V eine nichtleere, kom-
pakte Teilmenge. Dann gibt es fiir jedes ¢ € R" eine endliche Teilmenge F C K und eine stetige
Abbildung 7 : K — conv(F) mit ||(x) — x|| < ¢ fiir alle x € K.

— 40 —



Beweis: Da K kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge F = {p4, ..., p,,} von K mit K C U?=1 B.(p;), wobei jeweils
B.(p;) = {x € V||x — p;|| < €} ist, die offene Kugel vom Radius € um den Punkt p;. Fiir 1 < i < n definieren wir
jeweils eine Abbildung ¢; : K — [0, €] durch

0 sonst.

bl - {e—nx—pin falls x € B, (p;)

Dann ist ¢ = Z?zl ¢; offenbar stetig, und weil K von den offenen Kugel B,(p;) tiberdeckt wird, gilt ¢(x) > O fiir
alle x € K. Wir erhalten dann durch
S i(x)
) = S E,

£ g ()

eine stetige Abbildung 7 : K — F, und fiir alle x € K gilt aullerdem
of (X) S i), So(x) e <
Z o) & )' 21 pory Pl < 21 s T P&

Dabei wurde im dritten Schritt verwendet, dass ¢;(x) nur dann ungleich 0 ist, wenn ||p; — x|| < ¢ erfiillt ist, fiir alle
x€eKund1<i<n. m|

ll7e(x) — x|l

Die Abbildung 7t : K — conv(F) aus Proposition wird als Schauder-Projektion bezeichnet.

Lemma 4.13 Sei V ein normierter R-Vektorraum und A C V eine nichtleere abgeschlossene
Teilmenge. Sei ¢ : A — A eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dass ¢ (A) relativ kompakt
ist. Fiir jedes ¢ € R™ existiere ein a € A mit ||¢p(a) — a|| < €. Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt.

Beweis: Auf Grund der Voraussetzung existiert in A eine Folge (a,,) e mit lim,, ||¢(a,)—a,|| = 0. Weil ¢ (A) kompakt
ist, gibt es eine Teilfolge (a,, )ren mit der Eigenschaft, dass (¢ (a,, )ken einen Grenzwert a € ¢(A) besitzt. Wegen
limy [|¢(a,, ) —ay,, || = 0 gilt auch

Jim a, = lma,+0 = lma,+lim(¢(a,)—a,) = lime(a,) = a,
und auf Grund der Stetigkeit von ¢ erhalten wir ¢(a) = lim ¢(a,, ) =a. O

Satz 4.14 (Fixpunktsatz von Schauder)

Sei (V,|| - ||) ein normierter R-Vektorraum und A € V eine nichtleere konvexe abgeschlossene
Teilmenge. Sei ¢ : A — A eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dass ¢ (A) relativ kompakt
ist. Dann besitzt ¢ einen Fixpunkt.

Beweis: Sei K = m und ¢ € R* vorgegeben. Sei m : K — conv(F) eine nach Proposition zu ¢ passende
Schauder-Projektion, mit F € K C A. Weil A konvex ist, gilt conv(F) C conv(A) = A. Durch ¢ = 7 0 ¢ | ny(r) erhalten
wir somit eine stetige Abbildung conv(F) — conv(F). Weil die Menge F endlich ist, erzeugt sie in V einen endlich-
dimensionalen Untervektorraum U = (F)y. Da je zwei Normen auf jedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum
dquivalent sind, existiert ein linearer Homéomorphismus a : U — R".

— 41 —



Auf Grund der Linearitat ist nun C = a(conv(F)) eine konvexe Teilmenge des R", und wegen der Homémorphismus-
Eigenschaft ist mit conv(F) auch C beschrénkt und abgeschlossen, also kompakt. Nach Folgerung besitzt die
stetige Abbildung a o) oa™! : C — C einen Fixpunkt; also existiert auch ein Fixpunkt x € conv(F) von 1. Nach
Definition der Schauder-Projektion gilt ||x — ¢ (x)|| = [ (x) — P ()| = ||m(p(x)) — P (x)|| < €. Somit kann Lemma

angewendet werden, und auf Grund des Lemmas besitzt auch ¢ einen Fixpunkt. m|

Sind (X, dy) und (Y, dy ) metrische Rdume, dann bezeichnen wir mit C(X,Y) die Menge der stetigen und mit Cp,(X,Y)
die Menge der beschrdnkten stetigen Abbildungen X — Y. Ist X kompakt, dann stimmen diese beiden Mengen iibe-
rein.

Proposition 4.15 Seien (X, dy) und (Y, dy ) metrische Rdume. Dann ist auf der Menge Cp,(X,Y)
durch d (f, g) = sup{dy (f (x), g(x)) | x € X} eine Metrik definiert. Sie wird als Supremums-
metrik bezeichnet.

Beweis: Die drei Eigenschaften einer Metrik lassen sich unmittelbar {iberpriifen. Seien f, g € C;,(X,Y) vorgegeben.
Aus f = g folgt offenbar d.,(f,g) = 0. Setzen wir dies umgekehrt voraus, dann ist O eine obere Schranke der
Menge {dy(f(x),g(x)) | x € X}. Es gilt also dy (f(x), g(x)) = 0 und somit f(x) = g(x) fir alle x € X, woraus
f = g folgt. Die Gleichung d, (f, g) = doo(g, f) ist offensichtlich erfiillt. Zum Beweis der Dreiecksungleichung seien
f,8, heCy(X,Y). Fiir alle x € X gilt dann

dy(f(x),h(x)) < dy(f(x),8(x)) +dy(g(x),h(x)) < doo(f,8)+deo(gh).

Dies zeigt, dass d (f, g)+do (g, h) eine obere Schranke der Menge {dy (f (x), h(x)) | x € X} ist, und nach Definition
des Supremums folgt daraus do.(f,h) < deo(f, &) + doo (g, h). |

Definition 4.16 Seien (X, dy) und (Y, dy) metrische Raume und M C C(X,Y). Man bezeichnet
M als gleichgradig stetig, wenn fiir jedes ¢ € R" jeweils ein & € R* existiert, so dass fiir alle
x,x’ € X und alle f € M aus dy(x,x") < & jeweils dy (f (x), f (x)) < € folgt.

Das folgende Lemma zeigt, dass der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit mit der Topologie des metrischen Raums
C(X,Y) in enger Verbindung steht.

Lemma 4.17 Sei (X, dy) ein kompakter und (Y, dy ) ein beliebiger metrischer Raum. Sei (f,) en
eine beziiglich d ., konvergente Folge in C(X,Y). Dann ist die Menge M = {f,, | n € IN} gleich-
gradig stetig.

Beweis: Sei ¢ € R vorgegeben, und sei f € C(X,Y) der Grenzwert der Folge. Dann existiert ein N € IN mit
doo (f, fr) < %s fiir alle n > N. Weil X kompakt ist, sind alle Folgenglieder gleichméal3ig stetig. Fiir 1 < n < N existiert
deshalb jeweils ein &, € R*, so dass die Implikation dy (x, x") < &, = dy (f,,(x), fo(x")) < € fiir alle x, x’ € X erfiillt
ist. Ebenso finden wir ein 6" € R*, so dass dy(x,x") < &’ = dy (f(x), f(x)) < %8 fiir x, x’ € X gilt. Sei nun

5 = min{6/, 61, 52,..., 6N—1}‘




Wir zeigen, dass fiir alle g € M die Implikation dy(x,x’) < § = dy(g(x), g(x")) < ¢ erfiillt ist, woraus sich die
gleichgradige Stetigkeit der Menge M ergibt. Sei g € M, also g = f, fiir ein n € IN. Im Fall n < N ist die Implikation
offenbar erfiillt, denn sind x,x’ € X mit dy(x,x’) < 6 vorgegeben, dann gilt erst recht dy(x,x’) < §, und somit

Sy (f(x), f(x)) <e.

Setzen wir nun n > N voraus, und seien erneut x,x’ € X mit dy(x,x") < & vorgegeben. Wegen dy (x,x’) < &’ gilt

dann dy (f (x), f(x")) < 3&. Wegen do, (f, f,) < 3¢ gilt auBerdem dy (f (x), f,(x)) < 3& und dy (f (x'), f(x")) < 3e.
Insgesamt erhalten wir damit auch hier

dy (foa(), fu(x)) = dy(fu0) O +dy (F G, N +dy (f (), fo(x) < ze+ze+3e = e O

Fiir den nachfolgenden Satz benétigen wir noch eine Aussage, die als Verallgemeinerung des Satzes von Heine-Borel
auf metrische Rdiume angesehen werden kann. Sie basiert auf dem folgenden Begriff.

Definition 4.18 FEine Teilmenge A eines metrischen Raums (X, d) bezeichnet man als total
beschréinkt, wenn fiir jedes ¢ € R* jeweils ein n € IN und Punkte x,, ..., x, € A existieren, so
dass A von den endlich vielen offenen Béllen B,(x;) = {x € X | d(x;,x) < &} tiberdeckt wird,
also AC [ Ji_, B.(x;) gilt.

Jede Teilmenge B C A einer total beschrinkten Menge ist wiederum total beschrankt. Sei ndmlich ¢ € R* vorgegeben,
und seien n € IN und x, ..., x, € Amit U?:l B%E(xj) 2 A. Dann ist diese Vereinigung auch eine Obermenge von B. Wir
finden somit auch ein m € N und y, ..., ¥,, € A mit Ukm=1 B%s(yk) D Bund B%E(yk)ﬂB # @. Wihlen wir nun fiir jedes
k einen Punkt 2, € B %e(yk) N B, dann gilt auch U;nzl B.(2) 2 B, was zeigt, dass B total beschréankt ist. Ist ndmlich
y € B beliebig vorgegeben, dann gilt y € B%E(yk) fiirein k € {1, ...,m}. Es folgt dann d(z, y) < d(2x, i) +d(yx, ¥) <
%e + %s = ¢ und somit y € B,.(z).

Das Analogon des Satzes von Heine-Borel lautet nun

Satz 4.19 Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann kompakt, wenn er vollstindig und total
beschrankt ist.

Beweis: ,<“ Nehmen wir an, dass X vollstdndig und total beschrénkt, aber nicht kompakt ist. Dann gibt es eine
offene Uberdeckung (U;);c; von X ohne endliche Teiliiberdeckung. Wir zeigen, dass eine Folge ()< in X existiert
mit der Eigenschaft, dass die abgeschlossene Kugel B,-.(y,) vom Radius 2" jeweils nicht von endlich vielen U,
iiberdeckt werden kann.

Auf Grund der totalen Beschréinktheit existieren einm € N und x, ..., x,, € X mitX = J;_, Bo1(x) = (i, Bo1 ().
Wiirde fiir jede der abgeschlossenen Kugeln B, 1(x;) eine endliche Teilmenge J; € I mit | J, 5 Ui 2 By-1(x;) existie-
ren, dann wére (U;);e; mit J = J; U... UJ; eine endliche Teiliiberdeckung der gesamten Menge X, im Widerspruch
zur Voraussetzung. So aber existiert ein k mit der Eigenschaft, dass B,-.(x;) nicht von endlich vielen U; iiberdeckt
werden kann, und wir kénnen y; = x; setzen.




Nehmen wir nun an, dass y;, ..., y, bereits konstruiert sind. Mit X ist auch der Teilraum B,-.(y,) total beschrénkt.
Wir finden somit ein (neues) m € IN und (neue) xy, ..., X, € By-(¥,,), so dass

m m
UBrwnG) 2 [JBrwn(x) 2 Byna(3)-
k=1 k=1

Wiirde fiir 1 < k < m jeweils eine endliche Teilmenge J, € I mit | J;, U; 2 By (x;) existieren, dann wire (U;);es
mit J = J; U ... UJ, insgesamt eine endliche Uberdeckung von B,-.(y,), was der Definition von y, widerspricht.
Besitzt By-w1) (X)) nun keine Uberdeckung durch endlich viele U;, dann kénnen wir wiederum y,,,; = x; definieren.

Die Konstruktion der Folge (y,) e ist damit abgeschlossen. Fiir alle n € IN gilt nach Definition jeweils y,,; € By-(y,,)
und somit d(y,, ¥n+1) < 27". Fiir alle n,k € IN gilt somit

k—1 k=1
d(yn: yn+k) < Zd(.yn+j: yn+j+1) < Z27(n+1) = 2™ 2™/ < 217’1.
j=0 =0 j

Dies zeigt, dass es sich bei (y,) ey um eine Cauchyfolge in X handelt, und auf Grund der Vollstdndigkeit existiert
ein Grenzwert y = lim, y,, € X. Auf Grund der Uberdeckungseigenschaft gilt y € U, fiir ein i € I,. Weil U;, offen
ist, gilt Bs(y) € U;, fiir ein 6 € R*. Sei nun n € IN so gro gewahlt, dass 27" < %5 und d(y, y,) < %5 erfiillt sind.
Dann gilt B,-.(y,) € U, denn fiir jedes z € By-u(y,) ist d(y,,2) < 27" < 168, damit d(y,z) < d(y, y,) + d(yn,2) <
%6 + %6 = 6 und damit z € B5(y) € U;,. Aber die Inklusion U; 2 By (y,) steht im Widerspruch zur Aussage, dass
die abgeschlossene Kugel B, .(y,) nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann.

,=“ Setzen wir voraus, dass X kompakt ist, und beweisen wir zunichst die totale Beschrinktheit. Sei ¢ € R*
vorgegeben. Dann handelt es sich bei (B,(x)),cx um eine offene Uberdeckung von X, und auf Grund der Kompaktheit
gibt es ein n € N und xy, ..., X, € X mit X = Ji_, B (x;).

Zum Beweis der Vollstéandigkeit sei (x,),en eine Cauchyfolge in X. Auf Grund der Kompaktheit existiert eine kon-
vergente Teilfolge (x,, ),, - Der Grenzwert x = lim; x,, ist zugleich Grenzwert der Folge (x,)ne- Ist nédmlich ¢ € R*
vorgegeben, dann existieren ein K € IN mit d(x, x,,, ) < %8 fiir alle k > K und auf Grund der Cauchyfolgen-Eigenschaft
ein N; € IN mit d(x,,, x,) < %e fiir alle m,n > N;. Sei nun k > K so gewéhlt, dass n, > N, erfiillt ist, und sei n > Nj.
Dann gilt einerseits n, n, > N; und somit d(x,,, x,) < %s und andererseits k > K und somit d(x, x,, ) < %s, insgesamt
also d(x,x,) <d(x,x, )+ d(x,,,x,) < %é‘ + %s = ¢. Dies zeigt, dass tatséchlich lim,, x, = x gilt. O

Satz 4.20 (Satz von Argela-Ascoli)

Es sei (X,dy) ein kompakter und (Y, dy) ein vollstindiger metrischer Raum. Eine Teilmenge
M C C(X,Y) ist genau dann kompakt beziiglich der Supremumsmetrik d.,, wenn folgende drei
Bedingungen erfiillt sind.
(i) Fiir alle x € X ist M(x) = {f(x) | f € M} C Y relativ kompakt.
(ii) Die Menge M ist gleichgradig stetig.
(iii) Die Menge M ist abgeschlossen.

Beweis: ,<“ Sei M C C(X,Y) eine abgeschlossene, gleichgradig stetige Teilmenge mit der zusétzlichen Eigenschaft,
dass die Menge M (x) fiir alle x € X relativ kompakt ist. Nach Satz geniigt es zu zeigen, dass M vollstdndig und
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total beschrankt ist. Fiir die Vollstdndigkeit geniigt es zu zeigen, dass der metrische Raum C(X,Y’) vollstindig ist,
denn auf Grund der Abgeschlossenheit von M folgt daraus auch die Vollstédndigkeit von M.

Der Nachweis der Vollstandigkeit von C(X,Y) lauft vollkommen analog zum Beweis von Lemma Sei (f)men
eine Cauchyfolge in C(X,Y). Dann gibt es fiir jedes e € R* ein N € IN, so dass doo (f,,, f,) < € fiir alle m,n > N erfiillt
ist. Es folgt dy (f,,(x), f,(x)) < € fiir alle x € X und alle m,n = N, d.h. die Folge (f,,(x)),en ist fiir jedes x € I eine
Cauchyfolge in Y. Da der metrische Raum Y nach Voraussetzung vollstdndig ist, konvergiert die Folge (f,,(x))pen
gegen einen Punkt f(x) € Y. Zu zeigen ist, dass die auf diese Weise definierte Funktion f : X — Y stetig und ein
Grenzwert der Folge (f,)en in C(X,Y) ist.

Wir beweisen die Stetigkeit von f mit Hilfe des &-5-Kriteriums. Seien x, € X und ¢ € R* vorgegeben. Dann existiert
ein N € IN mit do, (f;, f1) < %e fiir alle m,n > N. Auf Grund der Stetigkeit von dy gilt fiir alle x € X jeweils

dy(fu(x), f(x)) = lim dy(fy(x), fu(x)) < lim deo(fy, fu) < 3€-

Weil die Funktion fy im Punkt x, stetig ist, existiert ein § € R*, so dass dy (fy(xo), fy (x)) < %s fiir alle x € X mit
dx(xg,x) < & erfiillt ist. Fiir alle x € X mit dieser Eigenschaft erhalten wir dann

dy(f(x0), F(x)) < dy(f (xo), fiv (o)) +dy (fiy (x0), iy () +dy (fy(x), f(x)) < ze+3ze+ze = ¢ ,

wodurch die Stetigkeit von f nachgewiesen ist. Wir wenden nun die Cauchyfolgen-Eigenschaft noch einmal an, um zu
zeigen, dass f der Grenzwert der Folge (f,,) e in C(X,Y) ist. Fiir jedes ¢ € R* gibt es ein N € IN mit doo (f,, f) < €
fiir alle m,n > N. Fiir alle x € X und alle m,n > N gilt also dy(f,,(x), f,,(x)) < &. Durch Grenziiberang n — oo
erhalten wir jeweils dy(f,,,(x), f(x)) < ¢ fir alle x € X. Es gilt also do,(f, f,) < € fiir alle m > N. Somit ist f
tatsdchlich der Grenzwert der Folge (f,,)men i C(X,Y). Der Nachweis der Vollstindigkeit des metrischen Raums
C(X,Y) ist damit abgeschlossen.

Nun zeigen wir, dass M eine total beschrinkte Teilmenge von C(X,Y) ist. Sei ¢ € R* vorgegeben. Auf Grund der
gleichgradigen Stetigkeit gibt es fiir jedes x € X ein &, € R", so dass fiir alle f € M und fiir alle x’ € X jeweils die
Implikation dy (x,x’) < &, = dy(f (x), f(x")) < %s erfiillt ist. Da es sich bei (B _(x))yex um eine offene Uberdeckung
von X handelt, existieren auf Grund der Kompaktheit ein r € IN und Punkte x;,...,x, € X mit X = U;zl B5XJ_ (x;).

Nach Voraussetzung ist M(x;) € Y relativ kompakt, fir 1 < j < r. Damit ist K);, = U;zlm eine kompakte
Teilmenge von Y. Wir kénnen aus der offenen Uberdeckung (B 1 ¢(¥))yek, eine endliche Teiliiberdeckung wéhlen
und erhalten somit ein s € IN und Punkte y,, ..., ¥, € K, mit U?(:l B%E(yk) D K. Fiir jede Abbildung ¢ : {1,...,r} —
{1,...s} betrachten wir nun die Teilmenge M,, € M gegeben durch

M, = {feM]|f(x; )eBlg(yw(J)) firl<j<r}.

Wir zeigen nun, dass fiir beliebige f, g € M,, jeweils do (f,g) < z 5¢€ gilt. Sei dazu x € X vorgegeben und j € {1,...,r}
mit x € B§ (x;). Aus dy(x;,x) < O, folgen dy (f (x;), f(x)) < s und dy (g(x;), g(x)) < e Wegen f,g € M, smd

f(x ) und g(x ) beide in B1 (Vo) enthalten Daraus folgt dY(f(x ), &(x;)) < dy(¥y(j)s f(x )+ dy(yq;(]),g(x ) <
88 +3 s = 48. Insgesamt erhalten wir

dy(f(x),8(x)) < dy(F(x), f(x)) +dy(f(x;), g(x;)) +dy(g(x)), g(x)) < ge+zetge = j3e

Weil x € X beliebig vorgegeben war, gilt nach Definition der Supremumsmetrik also do,(f,g) < %8 < g. Wihlen
wir nun ein beliebiges f, € M,,, dann gilt also M, < B.(f,). AuBerdem gilt M = Uw M,. Ist ndmlich f € M
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beliebig vorgegeben, dann liegt f (x;) fiir 1 < j < r jeweils in M(x;) S Ky, es gibt also jeweils ein k; € {1,...,s} mit
f(xj)e Bég(ykj). Definieren wir die Funktion ¢ durch ¢(j) = k; fiir 1 < j < r, dann st f also in M,, enthalten. Damit
ist gezeigt, dass M durch die Menge U¢ B,(f,) vollstindig tiberdeckt wird. Weil nur endliche viele Abbildungen ¢
existieren, ist damit die totale Beschrénktheit von M nachgewiesen.

»,= Als metrischer Raum ist C(X,Y) insbesondere hausdorffsch. Aus der Kompaktheit von M folgt somit die Abge-
schlossenheit; die Bedingung (iii) ist also erfiillt. Die Bedingung (ii) zeigen wir durch einen Widerspruchsbeweis.
Nehmen wir an, dass M nicht gleichgradig stetig ist. Dann existieren ein € € R* sowie Folgen (x,),cn und (¥,)nen
in X und (f,)pen in M, so dass dy(x,,y,) < ,ll und dy (f,(x,), f(y,)) = ¢ fiir alle n € IN erfiillt ist. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstral? besitzt (f,)nen eine in C(X,Y) konvergente Teilfolge (f,, Jcen- Wegen Lemma ist die
Menge {f,, | k € N} dann gleichgradig stetig; es gibt also ein & € R™, so dass fiir alle x, y € X und alle k € IN die
Implikation dy(x,y) < 6 = dy(f,, (x), fn, (¥)) < € erfiillt ist. Sei nun k € IN so gro} gewéhlt, dass nl—k < 6 ist. Dann
gilt einerseits dx(x,,, ¥, ) < n—lk < 0, andererseits aber dy(f,,, (x,,), fy, (¥5,)) = ¢. Die Implikation ist fiir das Paar
(X, > ¥n, ) also nicht erfiillt. Der Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war und (ii) somit erfiillt ist.

Kommen wir nun zum Nachweis der Bedingung (i). Sei dazu x € X vorgegeben. Wegen Satz geniigt es zu
zeigen, dass M (x) total beschrénkt ist, denn als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen metrischen Raums Y
ist M(x) auf jeden Fall vollstindig. Sei dazu ¢ € R* vorgegeben. Auf Grund der totalen Beschrinktheit von M gibt
es ein r € IN und Funktionen fi,...,f, € C(X,Y) mit U;le%g(fj) > M, wobei B%E(fj) jeweils den offenen Ball
um f; beziiglich d,, vom Radius %s bezeichnet. Wie man leicht iiberpriift, gilt dann M(x) C U;zl B%g( f;(x)), wobei
B,(fj(x)) diesmal fiir den offenen Ball beziiglich dy steht. Ist ndmlich y € M(x) vorgegeben, dann existiert ein f € M
mit f(x) = y. Desweiteren gibt es ein j € {1,...,r} mit f € B%E(fj). Es gilt dann dy (f;(x),y) = dy(f;(x), f(x)) =
doo(fj, f) < %e und somit y € B%g( f;(x)). Aus der soeben bewiesenen Inklusion folgt, dass M(x) in der Vereinigung
U;=1 B%S( fj(x)) der abgeschlossenen Bélle vom Radius %8 liegt, und erst recht M(x) € U;=1 B,(fj(x)). Damit ist die

totale Beschranktheit von M (x) nachgewiesen. m|

Satz 4.21 (Existenzsatz von Peano, lokale Version)

Sei D C R x K" eine offene Teilmenge, (a,b) € D und f : D — IK" eine stetige Funktion. Dann
existiert fiir das durch y’ = f(x, y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem ein § € R* und
eine Losung ¢ : Ja—6,a+ 6[ — K".

Beweis: Wie zuvor beschridnken wir uns auf den Fall K = R. Auf Grund der Offenheit von D gibt es p,o € R*
mit [a — p,a + p] x B,(b) € D, wobei B,(b) € K" die abgeschlossene Kugel vom Radius ¢ beziiglich der || - || oo-
Norm bezeichnet. Ist die Einschrinkung von f auf [a—p,a+ p] x B, (b) gleich null, dann ist die konstante Funktion
¢ : Ja—p,a+p[ — R" gegeben durch ¢(a) = b eine Losung. Ansonsten ist k = sup{ ||f (3, ¥)|loo| (x,¥) € [a —
p,a+p]xB,(b)} eine positive reelle Konstante. Sei § = min{p, 1, I=[a—§&,a+6]und

A = {pec@R|llg—blle <0} ,

wobei wir b mit der konstanten Funktion I — R”, t — b identifizieren. Es handelt sich im normierten R-Vektorraum
C(I,R™) um die abgeschlossene Kugel um den Punkt b vom Radius o, und als solche ist sie nichtleer, abgeschlossen
und konvex. Wir betrachten nun die Funktion G : A— C(I, R") gegeben durch

GO = b+ f £ 5. 0(5)) ds.
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Dass die Funktion G( ) jeweils wieder stetig ist, sogar stetig differenzierbar, folgt aus dem Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung. Dariiber hinaus liegt G(¢) fiir alle ¢ € A wiederum in A, denn es gilt jeweils

1G(¢)—blles < Sup{f ||f(S,<P(S))||oodS} < Sup{f KdS} < k6 =< o

Als Abbildung ist G : A — A stetig. Ist ndmlich (¢,),en eine Folge in A, die gegen ein Element ¢ € A konvergiert,
dann gilt fiir alle n € IN und alle t € I die Abschétzung

G () =G(e)(llew < J||f(S,<Pn(S))—f(8,<.0(S))||oodS < fZKdS < 2o

Wegen lim,, ||¢,, — ¢|leec = O gilt lim, ¢, (t) = ¢(t) und auf Grund der Stetigkeit von f auch lim, ||f (¢, ¢, (t)) —
f(t,o(t)llos = O fiir alle t € I. Nach dem Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz gilt also

nlircl‘)loj ||f(5790n(5))_f(5’ (,0(5))”00618 = 0,

und damit auch ||G(p,)(t) — G(¢)(t)|leo =0, also lim,, G(p,) = G(¢) in A.

Wir tiberpriifen nun die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli fiir die Teilmenge M = @ von C(I,R™).
Offenbar ist I kompakt und R" vollstindig. Die Teilmenge M ist abgeschlossen in C(I, R"), Bedingung (iii) also erfiillt.
Mit A ist auch G(A) in der abgeschlossenen Kugel vom Radius ¢ um b erhalten. Also gilt dasselbe fiir @ Fir alle
¢ € G(A) gilt somit || — b||e < . Es folgt M(t) = G(A)(t) € B, (b) fiir alle t € I. Dies zeigt, dass M(¢t) fiiralle t €
relativ kompakt, Bedingung (i) also ebenfalls erfiillt ist.

Kommen wir nun zur Uberpriifung von Bedingung (ii), der gleichgradigen Stetigkeit. Seien t,t’ € I mit t < t’
vorgegeben. Fiir alle ¢ € A gilt dann

1G(P)(O) =GP loo = ff(SAP(S))ds < des < k(=)

Setzen wir fiir vorgegebenes ¢ € R* jeweils §; = 5, dann ist [|G(¢)(t) — G(@)(t)lloo < %e < ¢ fiir alle t, t’ € I mit
|t —t'| < &, erfiillt. (Man kann also sogar von gleichgradiger Lipschitz-Stetigkeit sprechen.)

Insgesamt sind also die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, und die Teilmenge G(A) C C(I, R") ist relativ kom-
pakt. Der Schaudersche Fixpunktsatz, Satz liefert nun ein Element ¢ € C(I,R") mit G(¢) = ¢. Fiiralle t € I
gilt (t) =Db + fatf(s, p(s))ds. Es gilt also ¢(a) = b, und durch Differentiation erhilt man ¢’(t) = f(t, ¢(t)) fiir
alle t € I. Aus || — b|| oo < o folgt auBBerdem (t, p(t)) € I x B,(b) und somit (t, ¢(t)) € D fiir alle t € I. Damit ist
die Existenz einer Losung des AWP in D nachgewiesen. |

Um aus der lokalen Version des Existenzsatzes von Peano die globale Version zu erhalten, benttigen wir ein Hilfsmittel
aus der Mengenlehre. Ist (X, <) eine Halbordnung, so bezeichnen wir eine Teilmenge T C X als totalgeordnet, wenn
je zwei Elemente x, y € T miteinander vergleichbar sind, also jeweils x < y oder y X x gilt.

Satz 4.22 (Zornsches Lemma)

Sei (X, <) eine nichtleere halbgeordnete Menge mit der Eigenschaft, dass jede totalgeordnete
Teilmenge von X eine obere Schranke in X besitzt. Dann existiert in X ein maximales Element.




Mit Hilfe des Zornschen Lemmas zeigen wir nun

Satz 4.23 (Existengsatz von Peano, globale Version)

Sei D C R x K" eine offene Teilmenge, (a,b) € D und f : D — IK" eine stetige Funktion. Dann
existiert fiir das durch y’ = f(x,y) und (a, b) definierte Anfangswertproblem eine maximale
Losung.

Beweis: Sei £ die Menge aller Losungen des AWB also die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : I — K",
definiert auf einem offenen Intervall I € R mit a € I, mit p(a) = b und ¢’(t) = f(t, ¢(t)) fiir alle a € I. Auf Grund
des lokalen Existenzsatzes ist die Menge £ nichtleer. Wir definieren auf £ eine Relation <, indem wir festlegen, dass
fiir zwei Elemente ¢ : I — K" und v : J — K" aus £ genau dann ¢ =< ¢ gelten soll, wenn die Bedingungen I C J
und ¢ |; = g erfiillt sind. Um zu zeigen, dass < eine Halbordnung ist, seien ¢ und 1 wie angegeben und & : K — K"
ein weiteres Element aus £. Wegen I € I und ¢|; = ¢ gilt ¢ < ¢. Setzen wir ¢ <1 und ¢ < ¢ voraus, dann gilt
I CJundJ C1I,also I =J, und auBerdem 1) =|; =¢|; = ¢. Gilt ¢ <1 und ¢ < &, dann gilt K 2 J 2 I, und aus
Yl = ¢ und &|; = folgt £|; = (E],)I; = Y|, = ¢, insgesamt also ¢ <X &.

Sei nun 7 C £ eine totalgeordnete Teilmenge, deren Elemente wir durch eine Indexmenge Z kennzeichnen. Es sei
also 7 ={p,: I, > K" |z € Z}. Wirsetzen I = J,,
jedes t € I ein beliebiges z € Z mit t € I, wahlen und ¢(t) = ¢,(t) setzen. Diese Definition ist von der Wahl des

I, und definieren eine Funktion ¢ : I — K", indem wir fiir
Elements z unabhingig. Sei ndmlich 2z’ € Z ein weiteres Element mit t € I,,. Weil T totalgeordnet ist, gilt p, < ¢,
oder ¢, < ¢,. Im ersten Fall ist ¢/, = ¢,, im zweiten ¢,|;, = ¢,; wegen t € I, NI, erhalten wir in beiden Féllen
die Gleichung ¢,(t) = ¢,.(¢t).

Die Funktion ¢ ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig differenzierbar und stellt dort eine Losung des An-
fangswertproblems dar. Ist ndmlich t € I beliebig vorgegeben, dann existiert ein z € Z mit t € I,, und nach Kon-
struktion stimmen ¢ und ¢, auf I, tiberein. Die Funkton ¢, = ¢/, ist auf ganz I, differenzierbar, also insbesondere
im Punkt t, und sie erfiillt dort die Gleichung ¢’(t) = @/(t) = f(t, p,(t)) = f(t, ¢(t)). Das Intervall I, enthalt den
Punkt a, und es gilt p(a) = ¢,(a) = b. Dies zeigt, dass y in £ enthalten ist, und wegen ¢, = ¢|;_gilt ¢ > @,, fiir jedes
z € Z. Das Element ¢ ist also eine obere Schranke der Menge 7 in £. Insgesamt sind damit alle Voraussetzungen des
Zornschen Lemmas erfiillt. Es existiert also eine maximales Elemment in £, dies ist eine maximale Losung. m|

Die Aussage von Satz bleibt auch ohne die Annahme einer lokalen Lipschitz-Bedingung giiltig, denn beim Beweis
des zu Grunde liegenden Lemmas wurde lediglich der lokale Existenzsatz, Satz verwendet, der nun durch
Satz ersetzt werden kann. Auf diese Weise erhalten wir den Existenzsatz von Peano in der Formulierung von

Satz[4.1]

Das maximale Element, von dem im Zornschen Lemma die Rede ist, ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Es
kann mehrere maximale Elemente geben, die dann natiirlich nicht miteinander vergleichbar sind. Dementsprechend
ist auch die maximale Losung im Existenzsatz von Peano nicht eindeutig. Bereits in § 1 hatten wir die Differenzial-
gleichung y’ = 4/]y| betrachtet und dort festgestellt, dass fiir ein beliebig gewihltes a € R jeweils unendlich viele
Losungen ;. durch den Punkt (a, 0) gibt, die alle auf ganz R definiert sind. Beziiglich der Halbordnung =<, die im Be-
weis von Satz |4.23|verwendet wurde, sind diese Losungen alle maximal, aber je zwei verschiedene solche Losungen
sind nicht miteiander vergleichbar.




Anhang: Beweis des Satzes von Stone-Weierstrass

Lemma 4.24 Es existiert eine Folge (p,),en, reeller Polynomfunktionen, die auf [0, 1] gleich-
malig gegen die Wurzelfunktion x — +/x konvergiert.

Beweis: Wir definieren die Folge (p,,),en, rekursiv durch py(t) =0 und p,1(t) = %(t —pn(£)?) + p, (). Wir zeigen
nun durch vollstindige Induktion, dass 0 < p,,(t)+/t fiir alle n € IN und alle t € [0, 1] erfiillt ist. Fiir n = 0 ist die
Aussage offenbar erfiillt, und setzen wir sie fiir n voraus, dann folgt

VE—pua(t) = Vi—3(t—p(O+p,(t) = Vt—pu()A—3(Vt+p,(1))
> (Vt-p(t)(1—3-2-Vt) = 0 ,

wobei im letzten Schritt die Induktionsvoraussetzung verwenden wurde. Es folgt p,.,,(t) < +/t fiir alle t € [0,1],
und offenbar ist auch p,,,(t) = O fiir alle t € [0, 1] erfiillt. Dariiber hinaus gilt fiir alle t € [0,1] auch p,,,(t) =
pa(t)+ %(t —pa(£)?) = p,(t). Die Folge (Pn(t)nen, ist fiir alle t € [0, 1] also monoton wachsend, andererseits aber
durch +/t nach oben beschrinkt. Die Folge ist also jeweils konvergent. Bezeichnen wir den punktweisen Limes der
Folge (pylf0,11)new, mit p, dann gilt fiir alle ¢ € [0, 1] jeweils

p(6) = limp,(t) = limp,s(t) = lim (5(t—p()+pu(6)) = 3(e—p())+p(1) ,

was zu %(t —p(t)*) =0und p(t)? =t, also p(t) = +/t, umgeformt werden kann. Nach dem Satz von Dini impliziert
die punktweise Konvergenz einer monotonen Folge stetiger Funktionen auf der kompakten Teilmenge [0,1] C R
gegen eine stetige Grenzfunktion auch die gleichméaRige Konvergenz auf [0, 1]. O

Lemma 4.25 SeiA der topologische Abschluss von Ain C(X, R). Fiir beliebige Elemente f, g € A
sind die Funktionen |f|, min(f, g) und max(f, g) in A enthalten.

Beweis: Sei f € Avorgegeben. Nach dem Maximumsprinzip ist f auf der kompakten Menge X durch eine Konstante
y € R* beschréinkt, und es gilt 0 < y2f(x)* < 1 fiir alle x € X. Sei (p,),en, die Folge von Polynomfunktionen
aus Lemma Dann bilden die Elemente f,(x) = p,(y2f(x)?) eine Folge in A, die auf X gleichmiRig gegen
y7!|f| konvergiert. Die Folge (y funew, konvergiert damit gleichméRig gegen |f|. Damit ist |f| € A nachgewiesen.
Es ist leicht zu sehen, dass mit A auch die Elemente von A eine Unteralgebra von C(X, R) bilden. Mit |f| sind auch
min(f,g) = %(f +g—|f —gl|) und max(f, g) = %(f + g +|f —gl) in A enthalten. m|

Wir kénnen nun den Beweis des Approximationssatzes abschlief3en. Zunichst bemerken wir, dass aus der Punkte-
trennungs-Eigenschaft folgt, dass beliebige x;,x, € X mit x; # x, und fiir beliebige Werte c;,c, € R jeweils ein
g € Amit g(x;) = ¢; und g(x,) = ¢, existiert. Denn auf Grund der Eigenschaft gibt es zumindest ein h € A mit
h(x;) # h(x,). Die Funktion hy = (h(x,) —h(x;))! - h € A erfiillt dann hy(x;) = 0 und hy(x,) = 1. Das Element
g = ¢; +(cy —¢1)hg hat dann die gewiinschte Eigenschaft.

Seien nun ¢ € R* und f € A vorgegeben. Unser Ziel ist der Nachweis, dass ein g € A mit d.(f, g) < 2¢ existiert.
Zunéchst aber zeigen wir, dass zu jedem Punkt p € X eine offene Umgebung U, € X und ein f, € A mit

fr(x) < f(x) + e fir alle x € X und fr(x)> f(x)—e fiir alle x € U,




existieren. Sei dazu p € X vorgegeben. Wie soeben gezeigt, existiert fiir jedes q € X ein f, ;, € Amit f, ,(p) = f(p)
und f, ,(q) = f(q). Wir definieren nun

Upg=1{x€X | f,q(x)<f(x)+e} und Vyg=1{x€X|f,q,(x)> f(x)—e}.

Auf Grund der Stetigkeit von f, ; und f sind dies offene Teilmengen von X. Der Durchschnitt U, , NV, ; ist nicht leer,
weil er jeweils die Punkte p und q enthélt. Weil X kompakt ist und die Mengen {U, ,},cx eine offene Uberdeckung
von X bilden, existieren ein r € N und q;, ...,q, € X mit X = U]r‘=1 Upg,- Definieren wir f, = min{fp’qj |1<j<r}
dann gilt f,(x) < fp’qj(x) < f(x) + ¢ fiir jedes x € Up.g;s und somit f,(x) < f(x) + ¢ fiir alle x € X. Setzen wir
U, = ﬂ;zl Vo, dann gilt ebenso f,(x) > fp’qj(x) > f(x)—e¢ fur alle x € Vo, und 1 < j < r, insbesondere also

fp(x) > f(x)— ¢ fiir alle x € U,.

Im nichsten Schritt zeigen wir nun, dass ein h € A mit do,(f,h) < ¢ existiert. Die Mengen (Up)pex bilden eine
offene Uberdeckung von X. Es gibt also ein s € IN und Punkte py,...,p, € X mit Uj‘:l U, =X. Nach Lemma
isth = max{fpj | 1 < j < s} in A enthalten, und es gilt h(x) < f(x) + ¢ fir alle x € X. Fir 1 < j < s und
x € Uy gilt andererseits h(x) > fpj(x) > f(x)— ¢, insgesamt also h(x) > f(x)— ¢ fir alle x € X. Weil nun h
im Abschluss A von A liegt, existiert des Weiteren ein g € A mit d,(h, g) < ¢, und die Dreiecksungleichung liefert
doo(f,8) <dso(f,h)+dos(h,g) < e+e=2s.




§5. Lineare Systeme von Differenzialgleichungen

Zusammenfassung. Ein System linearer DGLS ist ein System, dass sich in der Form y’ = A(x)y + b(x) schrei-
ben lasst, wobei A eine matrix- und b eine vektorwertige Funktion auf einem offenen Intervall bezeichnet. Auch
die Losungen sind dann auf diesem Intervall definiert. Im Fall eines homogenen Systems (b = 0) bilden sie
einen Untervektorraum, sonst einen affinen Unterraum im IK-Vektorraum aller vektorwertigen Funktionen auf
I. Wir zeigen, dass der Loésungsraum im homogenen Fall endlich-dimensional ist und beweisen ein allgemeines
Kriterium, mit dem sich eine Basis des Losungsraums als solche erkennen ldsst. Wenn die matrixwertige Funk-
tion A auf dem Intervall I konstant ist, lassen sich die Losungen direkt in geschlossener Form angeben. Um die
Losungsformeln herzuleiten, miissen wir auf die Ergebnisse der Linearen Algebra zuriickgreifen, insbesondere
auf die Eigenwerttheorie und die Jordansche Normalform.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Ergenisse

— lineares System von Differenzialgleichun- — lineare Struktur der Losungsmengen homogener Systeme

en (1. Ordung, homogen, inhomogen . . .
gen ( & & gen) — affine Struktur der Losungsmenge inhomogener Systeme

— lineare Systeme von DGLs hoherer

Ordnung — Kriterien fiir Fundamentalsysteme von Losungen
— Fundamentalsystem von Lésungen — Variation der Konstanten im Mehrdimensionalen
— Wronski-Determinante — Berechnung der Losungsrdume von linearen Systemen mit

konstanten Koeffizienten
(diagonalisierbarer und nicht-diagonalisierbarer Fall)

Definition 5.1 Seil C R ein offenes Intervall und A : I — M, i eine stetige Abbildung von I
in den Raum der IK-wertigen n x n-Matrizen. Sei b : I — K" eine weitere stetige Funktion. Dann
nennt man

y' = Al)y+bx)

ein lineares System von Differenzialgleichungen erster Ordnung. Ist die Funktion b konstant
Null, dann spricht man von einem homogenen, sonst von einem inhomogenen System.

Fiir lineare Systeme von Differenzialgleichungen nimmt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz die folgende Form an.

Satz 5.2 Sei I C R ein offenes Intervall, a € I und ¢ € K". Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte Losung ¢ : I — K" des Systems y’ = A(x)y + b(x) mit ¢(a) =c.




Beweis: Wir legen auf dem R-Vektorraum IK" eine beliebige Norm zu Grunde. Sei die Funktion f : I x K" — K"
gegeben durch f(x,y) =A(x)y + b(x) auf I x K". Ist K C I ein kompaktes Teilintervall, dann ist L = sup{||A(x)]|] |
x € K} endlich, wobei ||A(x)|| die unserer gewéhlten Norm zugeordnete Operatornorm von A(x ) bezeichnet. Fiir alle
x €K und y,z € K" gilt dann

IfG,y)=flsal = A =2 < Llly—zl.

Also geniigt f einer lokalen Lipschitz-Bedingung, und somit gibt es nach Satz[3.10Jeine eindeutig bestimmte maximale
Losung ¢ : J — K" des durch y’ = f(x, y) und (a, c) gegebenen Anfangswertproblems, definiert auf einem offenen
Teilintervall J C I. Fiir alle (x, y) € RxIK" gilt jeweils || f (x, ¥)|| < |AC)|l||v ]|, und die Funktion I — R, x — ||A(x)||
ist auf Grund der Stetigkeit von A ebenfalls stetig. Die Funktion f (x,y) = A(x)y + b(x) ist also linear beschrénkt.
Aus Satz [3.16]folgt somit, dass die maximale Losung auf ganz I definiert ist, also J = I gilt. |

Satz 5.3 Seil C R ein nichtleeres offenes Intervall, A : I — M,  eine stetige Abbildung
und £"™ die Menge aller Losungen von y’ = A(x)y auf dem Intervall I. Dann ist £'°™ ein n-
dimensionaler IK-Vektorraum. Ist m € IN, dann sind fiir ein m-Tupel (¢, ..., ¢,,) von Losungen
die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktionen ¢y, ..., ¢,, sind linear unabhéngig.
(ii) Es gibt ein a €1, so dass ¢;(a), ..., ¢,,(a) in K" linear unabhéngig sind.

(iii) Fiir alle a € I sind die Vektoren ¢;(a), ..., ¢,,(a) in IK" linear unabhéingig.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass es sich bei £"°™ tatsichlich um einen IK-Vektorraum handelt. Die Nullfunktion
0 : I — K" erfiillt offensichtlich die Gleichung 0’ = A(x)0, also ist 0 in £"°™ enthalten. Seien nun ¢, € £°™ und
A € K vorgegeben. Dann liegen auch ¢ +1) und A¢p in £"°™, denn fiir alle x € I gilt

e+ (x) = ¢'C)+Y'(x) = A)e()+ACY(x) = AG)(p +)(x)

und (29)'(x) = 29" (x) = 2A(x) ¢ (x) = A(x)(Ap)(x).

Nun beweisen wir die Aquivalenz der Aussagen (i) bis (iii). Die Implikation “(iii) = (ii)“ ist offensichtlich. Zum
Beweis von “(ii) = (i)“ seien A4, ..., A, € K mit Zrzl A = 0 vorgegeben. Dann gilt insbesondere

dDhe@ = 0,
k=1

und auf Grund der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren ¢,(a), ..., p,,(a) folgt A; = ... = A, = 0. Damit ist die
lineare Unabhéngigkeit der Funktionen ¢, ..., ¢,, bewiesen. Nun zeigen wir noch “(i) = (iii)“. Angenommen, es gibt
ein a € I, so dass die Vektoren ¢, (a), ..., ¢,,(a) linear abhéngig sind. Dann gibt es Koeffizienten A4, ..., A,,, € K, nicht
alle gleich Null, mit

> pl@) = o
k=1




Seinun ¢ = ka:1 Ak @k € £M°™, Dann gilt ¢(a) = 0. Nach Satzbesitzt das System y’ = A(x)y nur eine Lésung )
mit ¢ (a) = 0, und das ist die Nullfunktion. Also folgt ¢ = 0, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass die Funktionen
©1,..., Py linear unabhéngig sind.

Es bleibt zu zeigen, dass dim £"°™ = n gilt. Seien dazu es,...,e, die Einheitsvektoren im K", und sei a € I beliebig
gewihlt. Fiir 1 < k < n sei ¢, € £"™ das eindeutig bestimmte Element des Losungsraums mit @, (a) = e;. Weil
die Vektoren ¢, (a), ..., ¢,(a) linear unabhéngig sind, gilt auf Grund der Implikation “(ii) = (i) dasselbe auch fiir
die Funktionen ¢4, ..., p,. Daraus folgt zunichst dim £"°™ > n. Nehmen wir nun an, dass dim £"°™ > n gilt. Dann
gibt es n+ 1 linear unabhéngige Funktionen 1)1, ..., 4,47 in £*°™. Wegen “(i) = (iii)“ wiren dann auch die Vektoren
YPq(a),...,P,1(a) € K" linear unabhéngig. Aber dies ist wegen dim K" = n unmoglich. O

Aus Satzfolgt, dass fiir jedes n-dimensionale lineare System y’ = A(x)y ein linear unabhingiges Tupel (¢, ..., p,,)
von Losungen existiert. Ein solches Tupel wird Fundamentalsystem genannt.

Tragt man die Elemente eines Tupels von Losungen als Spalten in eine Matrix ein, so erhilt man eine Funktion
® : I — M, k. Durch Vergleich der einzelnen Spalten sieht man, dass

() = A1) firalle tel

gilt, wobei die Matrix ’(t) durch Differentiation der einzelnen Eintréige von ®(t) zu Stande kommt. Sind die Spal-
ten von ®(t) fiir ein (und somit fiir alle) t € I linear unabhingig, so ist auch fiir die Funktion & die Bezeichung
y,2Fundamentalsystem* iiblich.

Definition 5.4 Sei y’ =A(x)y ein n-dimensionales lineares System von Differenzialgleichun-
gen, definiert auf einem offenen Intervall I € R, und (¢y, ..., ¢,) ein Tupel von Losungen. Sei
® : I - M, i die zugehdrige matrixwertige Funktion. Dann wird w : I — K, t — det®(t) die
Wronski-Determinante des Tupels genannt.

Aus Satz[5.3] ergibt sich unmittelbar

Folgerung 5.5 Sei y’ =A(x)y ein n-dimensionales lineares System von Differenzialgleichun-
gen, definiert auf einem offenen Intervall I € R, (¢4, ..., ¢,,) ein Tupel von Losungen und w die
zugehorige Wronski-Determinante. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) Das Tupel ist ein Fundamentalsystem von Losungen.
(ii) Esgilt w(t) # O fiir alle t € I.
(iii) Es gibt ein a € I mit w(a) # 0.

Als Beispiel betrachten wir fiir eine beliebige Konstante w € R* das lineare System von DGL gegeben durch die

Gleichungen y; = —wy, und y; = wy,. In Matrixschreibweise ist dies y’ = A(x)y mit der konstanten Funktion

0 —w
A:R— Myp , x-—>( )
’ w 0




Durch ¢,(t) = (cos(wt), sin(wt)) und @,(t) = (—sin(wt), cos(wt)) sind zwei spezielle Losungen des Systems gege-
ben. Denn einerseits gilt ¢ (t) = (—w sin(wt), w cos(wt)) und ¢ (t) = (—w cos(wt), —wsin(wt)), andererseits aber

(0 —w) (cos(wt)) (—a) sin(wt)) (0 —co) (— sin(cot)) (—w cos(cot))
. = und = .
w 0 sin(wt) wcos(wt) w 0 cos(wt) —wsin(wt)

Weiter ist .
8(1) = (cos(wt) —sm(cot))

auch

sin(wt)  cos(wt)

ein Fundamentalsystem von Lésungen, denn ®(0) ist die Einheitsmatrix mit det®(0) =1 # 0.

Gelegentlich ist es hilfreich, auch die Wronski-Determinante durch eine Differenzialgleichung zu beschreiben.

Proposition 5.6 Seiy’ =A(x)y ein n-dimensionales lineares System von Differenzialgleichun-
gen, definiert auf einem offenen Intervall I € R, ® ein Fundamentalsystem von Losungen und
w die zugehorige Wronski-Determinante. Fiir jedes a € I ist w die eindeutig bestimmte Losung
des Anfangswertproblems gegeben durch y’ = Tr(A(x))y und (a, w(a)), und somit

w(t) = w(a)exp (J Tr(A(s)) ds) fiir alle t € 1.

Die Wronski-Determinante 14sst sich also ohne Kenntnis von @ allein aus dem Anfangswert w(a)
berechnen.

Beweis: Bezeichnen wir die Zeilen von &(t) mit v;(t), ..., v, (t), dann liefert ®'(t) = A(t)®(t) zeilenweise betrachtet

die Gleichungen

() = Dlag(tv(t) , farl<i<n (5.1)

j=1

Durch Ableiten von det ®(t) und Anwendung der Produktregel der Differenziation erhalten

d d n n )
- (dete(e) = E(ngn(a)gvkﬁ(k)(r)) = Zsgn(a);]vk,a(k)(r)r[vj,g(j)(r)

o€S, o€S, j#k
vi(t) vi(t) vi(t)
= ZZSgH(G)V,QU(k)(t)l—[vj,a(j)(t) = dee| O | hdee| 2O |4 1 de| D
) : L
v, (6) va(t) v, (6)
v1(t)
= > lau(t)det V?Ff) —  Tr(A()w(t).
< Vv, (t)

Dabei wurde im vorletzten Schritt die Gleichung verwendet sowie die Tatsache, dass die Determinante in je-
der Zeile linear und alternierend ist. Dass die angegebene Funktion diese Differenzialgleichung 16st, iiberpriift man
unmittelbar durch Differentiation. m|




Anhand eines Beispiels soll gezeigt werden, inwiefern diese Aussage zur Losung eines Systems genutzt werden kann.
Wir betrachen das dazu Gleichungssystem

x?  —x?
}’/ = A(X)y = (_ 2 2)_)’-

X X

Auf Grund der wechselnden Vorzeichen sieht man schnell, dass die konstante Funktion

p11(t) 1
N
P21 () 1
eine erste Losung ist. Wir setzen nun ein Fundamentalsystem von Losungen in der Form

_ 1 pqa(t)
*o = (1 ‘Pzz(t))

an. Auf Grund der Proposition und wegen TrA(t) = 2t2 erfiillt die Wronski-Determinante die Gleichung w'(t) =
2t2w(t), ist also gegeben durch w(t) = w(0) exp(fot 252 ds) = w(0) exp(% t2). Durch Vergleich erhalten wir

Pa(t) —p1a(t) = (@22(0)_‘P12(0))3XP(%t3) = <p22(0)exp(%t3)—golz(O)eXp(%t?’) >

_ ¥12(t) _ —eXP(%tB)
po(t) = = 2.3
P2a(t) exp(5t°)
nahegelegt wird. Man {iberpriift unmittelbar, dass dies tatsichlich eine weitere Losung ist, und dass so definierte

System die Wronski-Determinante w(t) = det®(t) = 2e3t’ besitzt, die fiir kein t € R den Wert 0 annimmt. Es
handelt sich also bei & tatséchlich um ein Fundamentalsystem von Losungen.

wodurch als zweite Losung

Nun wenden wir uns den Losungsmengen der inhomogenen linearen Systeme zu.

Satz 5.7 Seiy’ =A(x)y+b(x) eine inhomogene lineare DGL, £ die Menge ihrer Lésungen und
£hom der K-Vektorraum der Losungen von y’ = A(x)y. Ist ¢, : I — K" eine spezielle Losung
des inhomogenen Systems, dann gilt £ = 1), + £™,

Beweis: “C*“ Seitp € £ und ¢ =1 —1,. Dann gilt fiir alle t € I die Gleichung

'(t) = PO)—yyt) = (ABP()+ b)) — (At)Po(t) + b(t))
= AW —yYo)t) = A)e(t).
Dies zeigt, dass ¢ € £"°™ enthalten ist, und folglich gilt 1) = v, + ¢ € ¥, + L™,
“D“ Seip €+ LM, also ) =, + ¢ fiir ein p € L™, Dann gilt
WO = Wete)(©) = YO+ = AP0+ () +AD(0)
= Ao+ e)t)+b(t) = AY(t)+b(t)

und folglich ¢ € L. m|




Die Methode der Variation der Konstanten lasst sich auf den mehrdimensionalen Fall verallgemeinern.

Satz 5.8 Sei y’ =A(x)y + b(x) ein inhomogenes lineares System von Differenzialgleichungen
und ¢ ein Fundamentalsystem von Losungen des zugehorigen homogenen Systems. Dann erhélt
man eine spezielle Losung des inhomogenen Systems durch

Y(t) = d(t)u(t) mit u(t)=f ®(s)b(s) ds.

Beweis: Aus v(t) = ®(t)u(t) und u/(t) = & (t)b(t) fiir alle t € I folgt
Y(t) = dut)+e(/(t) = d(Ou(t)+d(t)d(t)'b(t) =
' (Du(t)+b(t) = AD(u(t)+b(t) = A(t)Y(t)+b(t). O

Als Beispiel betrachten wir das System linearer Differenzialgleichungen gegeben durch y; = —y,, y; = y; + x. In
Matrixschreibweise entspricht dies der Gleichung y’ = A(x)y + b(x) mit

Alx) = ((1) _01) und b(x) = (2)

Wie wir im vorherigen Beispiel gesehen haben, ist

8(t) = (cos(t) —sin(t)

sin(t)  cos(t) ) fir teR

ein Fundamentalsystem von Lésungen der homogenen DGL y’ = A(x)y. Es gilt

o)1 = (cos(t) sin(t))

—sin(t) cos(t).

Um eine spezielle Losung des inhomogenen Systems zu erhalten, berechnen wir zunéachst

_ “( cos(s) sin(s)) (0 _ " (ssin(s)
o= JO(—sin(s) COS(S))(S)ds B L(scos(s)) ds.

Wir bestimmen die beiden Komponenten von u(t) durch partielle Integration. Es gilt

t t

f ssin(s)ds = —scos(s) +f cos(s)ds = —scos(s)+sin(s)| = sin(t)—tcos(t)
0 0

0 0

und

t
= tsin(t)+ cos(t)—1.

—f sin(s)ds = ssin(s) + cos(s)
0

0

J scos(s)ds = ssin(s)
0

0




Wir erhalten somit

W) = ( sin(t) — t cos(t) )

cos(t)+ tsin(t)—1
und

cos(t) —sin(t))( sin(t) — t cos(t) )

sin(t)  cos(t) cos(t)+ tsin(t)—1

Y() = d(u(t) = (

cos(t)(sin(t) — t cos(t)) —sin(t)(cos(t) + tsin(t)—1) _ —t + sin(t)
sin(t)(sin(t) — t cos(t)) + cos(t)(cos(t) + tsin(t)—1) B 1 —cos(t)

Wir formulieren die bisher erzielten Ergebnisse noch einmal fiir Differenzialgleichungen héherer Ordnung.

Definition 5.9 Sei I C R ein offenes Intervall, und seien q;, : I — K fiir 0 < k < n und
b : I — K stetige Funktionen. Dann ist

Yy ta, )y + a0y +ap(x)y = b(x) (5.2)

eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Diese wird als homogen bezeichnet, wenn
b = 0 ist, ansonsten als inhomogen.

Satz 5.10 Gegeben sei eine lineare DGL n-ter Ordnung der Form (5.2). Dann ist die
Losungsmenge £ der homogenen linearen DGL ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Ein System
(@1, .-, ¢,) von Losungen der homogenen DGL ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir ein
(und damit fiir alle) t € I die Wronski-Determinante

e1(8) o (D)

e1(6) . (D) ‘ ,
w(t) = det . . ungleich Null ist.

A O I ())

Man nennt (@, ..., p,) in diesem Fall ein Fundamentalsystem von Losungen der homogenen
linearen DGL.

Beweis: Seien £ die Losungen des homogenen Systems linearer Differenzialgleichungen gegeben durch

y(l):}ﬁ 5 J’{Z}’z PR J/,/i_zzynﬂ > J’,/l_l:_ao(x)J’o_al(x)J/1_---_an—l(X)J/n—l-

Nach Satzist durch ¢ — (@, ¢, ..., "V) eine Bijektion £ — £ gegeben, und diese ist vertriglich mit punktweiser
Addition und punktweiser skalarer Multiplikation von Funktionen. Die Wronski-Determinante W (x) verschwindet
genau dann in einem Punkt x € I, wenn die Bilder von ¢, ..., ¢, unter dem Vektorraum-Isomorphismus £ — £ linear
unabhéngig sind. Damit ergeben sich alle Aussagen unmittelbar aus Satz m|
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Als wichtigen Spezialfall der Theorie betrachten wir von nun lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizi-
enten. Zur Vorbereitung wiederholen wir einige Grundlagen aus der Linearen Algebra. Sei A € M, i eine n x n-Matrix
iiber dem Korper K. Wir bezeichnen v € K" als Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert A € K, wenn v # Ok. und
Av = Av gilt. Die Eigenvektoren bilden zusammen mit dem Nullvektor den Eigenraum zum Eigenwert A, der durch
Eig(A, 1) = ker(A—AE) gegeben ist, wobei E € M,, i die Einheitsmatrix bezeichnet. Das charakteristische Polynom
der Matrix A ist definiert durch y, = det(xE —A) € K[x]. Es wurde gezeigt, dass die Eigenwerte von A mit den
Nullstellen des Polynoms y, in K {ibereinstimmen.

Die Matrix A wird als diagonalisierbar bezeichnet, wenn eine Diagonalmatrix D € M,, i und eine invertierbare Ma-
trix T € GL,(IK) mit D = TAT ! existieren. Eine Aquivalente Bedingung lautet, dass eine Basis des K" bestehend aus
Eigenvektoren von A existiert. AuBerdem haben wir in der Linearen Algebra das folgende Diagonalisierbarkeits-
kriterium kennengelernt: Eine Matrix A € M, i ist genau dann diagonalisierbar, wenn das Polynom y, in K[x]
in Linearfaktoren zerfillt und fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit mit der geometrischen Vielfachheit
iibereinstimmt. Dabei war die algebraische Vielfachheit eines Eigenwerts A € IK definiert als die Vielfachheit von A
als Nullstelle von y,, und die geometrische Vielfachheit war die Dimension des Eigenraums Eig(A, A).

Satz 5.11 SeiA€ M, ¢, eine C-wertige n X n-Matrix.

(i) Sei A € C und v € C". Die Funktion ¢ : R —» C", t — eMy ist genau dann eine Losung
des Systems y’ = Ay ungleich null, wenn v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist.

(i) Ist (Aq,...,A,) ein Tupel komplexer Zahlen und (v, ..., v,) ein Tupel von Vektoren, wobei
v; jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert A ; bezeichnet, so ist das Tupel (¢4, ..., ;) von
Funktionen ¢;(t) = elftvj genau dann linear unabhingig, wenn das Tupel (v4,...,v,)
linear unabhéngig ist.

(iii) Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die komplexen Zahlen A; alle verschieden sind.

Beweis: zu (i) Dass ¢ eine Losung von y’ = Ay ist, ist gleichbedeutend mit der Giiltigkeit der Gleichung ¢’(t) =
Ap(t) fiir alle t € R. Wegen ¢’(t) = Ae*'v ist dies gleichbedeutend mit Ae* v = e*Av fiir alle t € R. Weil die

At

Funktion t — e”' nirgends null wird, ist diese Gleichung wiederum dquivalent zu Av = Av und somit zu der Aussage,

dass v € C" ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist.
zu (i) Es gilt ¢;(0) = v; fiir 1 <v; < n. Damit ergibt sich die Aussage unmittelbar aus Satz

zu (iii) Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass ein System von Eigenvektoren zu lauter verschiedenen Eigen-
werten linear unabhéngig ist. m|

Proposition 5.12 SeiA€ M, ¢, T € GL,(C) und B = TAT . Genau dann ist ¢ : R — C" eine
Losung des Systems y’ = Ay, wenn v : R — C" gegeben durch 4 (t) = T(t) eine Lésung von
%’ = Bz ist.

Beweis: Ist ¢ eine Losung von y’ = Ay, dann gilt ¢’(t) = Ap(t) fiir alle t € R. Es folgt dann ’(t) = Tp'(t) =
TAp(t) = TAT (T p(t)) = By(t). Somit ist 1 eine Losung von z’ = Bz. Der Beweis der Umkehrung liuft vollkom-
men analog. m|




Auf der Grundlage von Satz lasst sich fiir eine DGL y’ = Ay mit A € M, ¢ ein Fundamentalsystem von Losun-
gen direkt angeben, falls es sich bei A um eine diagonalisierbare Matrix handelt. In diesem Fall existiert eine Basis
(v1,...,v,) des C" bestehend aus Eigenvektoren der Matrix A. Bezeichnet A; € C jeweils den Eigenwert zum Eigen-
vektor v;, so ist ®(t) = (p,(t),..., p,(t)) bestehend aus den Funktionen ¢;(t) = elftvj ein Fundamentalsystem von

Losungen.

Wir betrachten als Beispiel das linearen System von DGLs gegeben durch

YI = n - 2y
Y, = 2y - 3
Yy = 4y1 — 2y, — y3

In Kurzform handelt es sich um das System y’ = Ay mit der Darstellungsmatrix

1 —2 0
A= |2 0 -1
4 —2 -1

Das charakteristische Polynom dieser Matrix ist gegeben durch y, = x° + x — 2. Durch probeweises Einsetzen findet
man die Nullstelle 1, und Polynomdivision liefert die Zerlegung y, = (x — 1)(x? + x + 2). Mit der p-q-Formel,
angewendet auf den Fraktor vom Grad 2, erhélt man die beiden weiteren Nullstellen —% + % 12—4.2= —% + %lﬁ .
Mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus bestimmt man die zugehorigen Eigenvektoren.

1

0 -2 0 10 -1 1
Eig(A,1) = ker(A—E) = ker[2 -1 -1 = ker{0O 1 O = < 0 >
4 -2 =2 0 0 O 2
3—2iv7 -2 0
Eig(A,—%+%i1/7) = ker(A—(—%-i—%iﬁ)E) = ker 2 %—%iﬁ -1
4 -2 —2—3iV7
1 0 —3-1iv7 3+iv7
= ker|0 1 -3 = < 4 >
0 0 0 8
S+1iv7 -2 0
Eig(A,—3 —3iV7) = ker(A—(—3—3ivV7)E) = ker 2 T4 3iV7 -1
4 -2 —1+3iV7
1 0 —3+3iv7 3—iv7
= ker{0 1 —% = < 4 >
0 O 0 8

Das Tupel ®(t) = (p1(t), p,(t), p3(t)) gegeben durch

1 3+iV7 3—i/7
pr)=e [ 0| , py(t)=e2taVe| g  pa(t) =TIV g
2 8 8

bildet also ein Fundamentalsystem von C-wertigen Losungen. Da das vorgegebene System von Differenzialgleichun-
gen aber reell ist, interessiert man sich (zum Beispiel im Rahmen physikalischer Anwendungen) in erster Linie fiir
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reellwertige Losungen. Die folgende Proposition zeigt, wie C-wertige Losungen in R-wertige umgerechet werden
konnen.

Proposition 5.13 Sei A€ M, g, eine R-wertige n x n-Matrix.

(i) Ist A € C ein Eigenwert von A, A = v+ iw mit v, w € R, und ist v € C" ein zugehoriger
Eigenvektor, v = u+iw mit u, w € R", dann ist auch A = v—iw ein Eigenwert von A, und
v =u—iw ist ein zugehoriger Eigenvektor.

(i) In diesem Fall sind ¢, & : R — R" mit
PY(t) = e (cos(wt)u—sin(wt)w) und &(t) = e (sin(ewt)u + cos(wt)w)

zwei linear unabhingige Losungen der DGL.

Beweis: zu (i) Dass mit A auch A ein Eigenwert ist, folgt aus der bekannten Tatsache, dass die nicht-reellen Null-
stellen eines reellen Polynoms stets in konjugiert-komplexen Paaren auftreten, angewendet auf y, € R[x]. Weil die
komplexe Konjugation mit der Addition und Multiplikation komplexer Zahlen vertréglich ist, ist sie auch vertraglich
mit der Matrix-Vektor-Multiplikation und der Multiplikation von Matrizen. Dass ¥ ein zu A gehorender Eigenvektor
ist, ergibt sich durch komponentenweise Anwendung der komplexen Konjugation auf die Gleichung Av = Av. Man
erhilt auf diese Weise

Au—iw) = AV = AV = Av = Av = A% = A-(u—iw).

zu (ii) Nach Satz sind durch ¢(t) = e*v und p(t) = e*y zwei linear unabhéngige, C-wertige Losungen des
Systems gegeben. Die Zerlegung in Real- und Imaginirteil ergibt

o(t) = Uy 4iw) = e (cos(wt)+isin(wt))(u+iw)

e”*(cos(ewt)u —sin(wt)w) +ie” (sin(ewt)u + cos(wt)w)
und entsprechend

¢(t) = e u—iw) = e”(cos(wt)—isin(wt))(u—iw)

e”*(cos(ewt)u —sin(wt)w) —ie” (sin(wt)u + cos(wt)w).

Durch Bildung von Linearkombinationen erhélt man die beiden Lésungen (t) = %(cp(t) + ¢(t)) = e (cos(wt)u—
sin(wt)w) und £(t) = %(np(t)— @(t)) = " (sin(wt)u + cos(wt)w). Weil die Matrix des Basiswechsels von (¢, ¢) zu

(4, &) gegeben durch
% _ 1 1 _l
_i T2\
%

eine Determinante ungleich null hat, ist auch das Paar (¢, &) linear unabhingig. m|
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Folgerung 5.14 Sei A € M, eine diagonalisierbare n x n-Matrix, mit reellen Eigenwerten
A1, .-s Ap und Paaren (4,1, J_LPH), B 7_Lp+q) nicht-reeller, komplex- konjugierter Eigenwer-
te, mit n =p+2q, A; = v;+iw;, vj,w; € R fiir 1 < j < q. Es sei (vy, ..., V,44) €in System von
Vektoren derart, dass

(V15443 Vps Vo5 Vpt1s -+ Vprgs Vpag)

eine Basis des C" und v; jeweils ein Eigenvektor zum Eigenwert A, ist, fiir 1 < j < p +q. Weiter
sei v; = u;+iw; fiir p+1 < j < p +q jeweils die Zerlegung von v; in Real- und Imaginarteil.
Dann ist durch ¢;(t) = e"ifvj fiir 1 < j < p sowie

P ;(t) = e (cos(wp Iy ; —sin(w,, i t)w,, ;)

&E;(t) = et (sin(ewy )y + cos(w,y i)W, )

fiir 1 < j < q ein Fundamentalsystem von Losungen gegeben.

Beweis: Aus Satzfolgt, dass die Funktionen ¢;(t) = elf‘vj fir 1 <j<pundy;(t)= e’“}’tvj, ¢;(t)= eiifvj fiir
1 < j < q zusammen ein n-elementiges linear unabhéngiges System von Lsungen bilden. Da unser LGS y’ = Ay von
Dimension n ist, handelt es sich somit um ein Fundamentalsystem von Losungen. Wie wir im Beweis von Teil (ii) von
Proposition festgestellt haben, spannt das Paar (¢, ;, p,+;) jeweils denselben C-Vektorraum auf wie (v;, ),
fiir 1 < j < q. Daraus folgt, dass die Funktionen ¢; fiir 1 < j < p und v, &; fiir 1 < j < q ein Fundamentalsystem
von Losungen im Komplexen bilden und insbesondere C-linear unabhéngig ist. Damit sind sie erst recht R-linear
unabhéngig, d.h. auch im Reellen bilden die Losungen ein Fundamentalsystem. |

Das System aus dem Beispiel von oben hat also ein reellwertiges Fundamentalsystem bestehend aus den Funktionen

1 3cos(3v7t)— V7sin(3V7t) 3sin(3v/7t) + V7 cos(3V7t)
p(O)=c|0| , Yr)=e* 4cos(3v/7t) , E)=e3 4sin(3v/7t)
2 8 cos(3v7t) 8sin(1v/7¢)

Natiirlich lassen sich die Losungen durch die iibliche Proberechnung bestéitigen. Die Ableitungen der Komponenten
der drei Losungen sind gegeben durch

el =€, @y (t)=0, @5(t)=2e"

P () = e 2 ((=5) cos(AVT71) + (~1VTsin(A V7)),  i(t) = e 2 ((=2) cos(EVT7t) + (—2)VT7sin(2 V71)),
P4 (1) = e 24 ((—4) cos(2 V7t) + (—4) V7 sin(A V7))

EL(1) = e 21 ((=5) sin(2 V7t) + V7 cos(A V7)),  EL(t) = e 2 ((—2) sin(2 V7t) + 2V/7 cos(2VT71)),
EL() = e 24 ((—4)sin(2 V7t) + 447 cos(2 V7t))

Dass die erste Losung ¢ das System erfiillt, zeigt sich durch die Rechnung

P1(0)=2p,(t) = e'—=2:0 = e = () ,
201(0)—@3(t) = 2e'—=2-¢" = 0 = @y (t) ,
4p1(0) =20, (t)—3(t) = 4-e'=2-0—2e" = 2" = (1)




Die Losung 1 wird bestétigt durch

P (£) = 205(t) e 7 (3 cos(3v7t) — V7sin(3 V7)) —2e 2 4cos(AV/T) =
e 20 ((=5) cos(AVTt) + (—1)V7sin(AV71)) = l(t)

2P () —3(t) = 2e 3 (3cos(3v7t)— V7sin(iv7t)) —e ' 8cos(AVTt) =
e 20 ((—2) cos(AVT1) + (—2)VTsin(AV71)) = (t)

a1 (€)= 29p5(6) = P3(£) = 4e (3 cos(3 V7t) — VT sin(5v/7t)) — 2¢ 2 4 cos(3V7t) —eTHBcos(3VTt) =
e (—4) cos(3VT7t) + (—4)VTsin(3V71)) = y(t)

und die dritte Losung & durch

E(0)—28,(t) = e (3sin(AV7t)+ V7 cos(AVT1)) —2e 2 4sin(AV7r) =
e 2 ((=5)sin(AV70) + V7 cos(3VT1)) = &l(t)

26, (0)—E5(t) = 23 (3sin(2v7t) + VT cos(Av/7t)) — e 38 sin(2V7t)
efét((—z)Sin(%ﬁt)+2«/7cos(%\/7t)) = &0

45, () —28,(t)—&5(t) = 4¢3 (3sin(3V7t) + V7 cos(3V7t)) — 27 4sin(3vV7t) —e I 8sin(3VT7E) =
e—%f((—4)5in(%«/7t)+4\/7cos(%1/7t)) = & (o).

Um auch den Fall einer nicht-diagonalisierbaren Koeffizientenmatrix behandeln zu kénnen, benétigen wir einige
Grundlagen aus der Linearen Algebra zur Jordanschen Normalform.

(1) SeiK ein Korper und n € IN. Eine Matrix J € M, heist Jordanmatrix zum Eigenwert A € K, wenn sie die

Form
A1 0 -+ O
oA 1 -~ 0
J = 0o o0 - besitzt.
0O 0 0 A 1
0 0 0 0 A

(2) Eine Matrix A € M, ; befindet sich in Jordanscher Normalform, wenn sie als Blockmatrix in der Form

Jp

J
A = . mit Jordanmatrizen Ji,...,J, schreiben lasst.

J,

Man bezeichnet die J;, ...,J, dann als Jordanblécke der Matrix A.

(3) Allgemein ist eine Matrix A € M, x genau dann dhnlich zu einer Matrix J € M, - in Jordanscher Normalform,
wenn das charakteristische Polynom y, in K[x] in Linearfaktoren zerfillt.




(4) Zwei Matrizen J,J' € M, x in Jordanscher Normalform sind genau dann ahnlich zueinander, wenn sie bis
auf Reihenfolge dieselben Jordanblocke enthalten. (Treten einzelne Jordanblocke mehrfach auf, dann miissen
auch die Vielfachheiten des Vorkommens iibereinstimmen.)

Im Folgenden sei A € M, x und J € M, x eine zu A dhnliche Matrix in Jordanscher Normalform. Sei A € K ein
Eigenwert der Matrix A.

(5) Die algebraische Vielfachheit u,(A, A) ist gleich der Summe der Grof3en sdmtlicher Jordanblocke in J zum
Eigenwert A.

(6) Die geometrische Vielfachheit u, (A, 1) ist gleich der Anzahl der Jordanblocke zum Eigenwert A in J.

(7) Die Vielfachheit von A als Nullstelle des Minimalpolynoms u, € K[x] ist gleich der GroRe des grof3ten Jor-
danblocks in J zum Eigenwert A.

Zur Erinnerung: Das Minimalpolynom u, ist das eindeutig bestimmte normierte Polynom minimalen Grades in K[x]
mit u,(A) = 0. Aus dem Satz von Cayley-Hamilton aus der Linearen Algebra folgt, dass u, stets ein Teiler von y4 ist.
Wie bei y, sind auch bei u, die Nullstellen in K genau die Eigenwerte von A. Die Polynome u, und y, unterscheiden
sich also nur in den Vielfachheiten der Nullstellen.

Haufig reichen diese Informationen bereits aus, um mit den geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der
Eigenwerte einer Matrix A € M, x sowie mit dem Minimalpolynom u, die Gestalt einer zu A dhnlichen Matrix
J € M, x vollstindig zu bestimmen. Aber bereits in Dimension n = 7 gibt es Félle, in denen das nicht mehr méglich
ist. Wir betrachten dazu die beiden Matrizen

oo\

0 O

und B=

SO O O O o N+
SO O N = O O O
SO O OO o onN
SO O oo o N
SO O oo N+~ O
SO O O NN O O O
SO O N - O O O
O N OO O O O
N m O O O O O

oSO N PR O O O

S O O O N
S O O NN O O
N O O O O O

Es gilt u,(A,2) = uy(B,2) =7, uy(A,2) = ug(B,2) =3 und uy = up = (x —2)3, aber die Matrizen A und B sind nicht
dhnlich zueinander. In solchen Fillen bendtigt man genauere Informationen. Fiir alle k € IN; definiert man

Vi, =ker((A—AE)*) und d, =dimV,.

Nach Definition ist dy = 0 und d; = u,(A, A), und offenbar gilt d; < d, fiir alle k € IN,. Desweiteren wird in der
Linearen Algebra gezeigt, dass das kleinste p € N mit d, = d,,,; auch die Bedingung d, = d; fiir alle k > p erfiillt.
Die Anzahl a; der Jordankéstchen der Gréf3e k zum Eigenwert A in einer zu A dhnlichen Matrix J in Jordanscher
Normalform ist nun fiir jedes k € IN gegeben durch die Formel

= 2dg—dpq—dpyr.

Bei der Matrix A aus dem obigen Beispiel kann man nachrechnen, dass dy =0, d;, = 3,d, =5, d3 = d, = 7 gilt.
Daraus folgt a; = 1, a, = 0, a3 = 2. Bei der Matrix B dagegen ist d, =0, d; = 3, d, = 6, d3 = d, = 7. Hier kommt
man auf die Werte a; =0, a, =2, a3 = 1.




Fiir einige Anwendungen ist es erforderlich, zu einer Matrix A € M, ; mit zerfallendem charakteristischen Polynom
%4 eine Transformationsmatrix T zu bestimmen, so dass J = T AT in Jordanscher Normalform vorliegt. Hierzu geht
man folgendermalen vor. Es sei ¢ : K™ — K" der Endomorphismus v — (A— AE)v gegeben durch Matrix-Vektor-
Multiplikation.

(1) Zunichst bestimmt man Basen fiir die Untervektorraume V, = ker(¢*) fiir 1 < k < p, wobei p € IN minimal
mit V, =V, ist.

(2) Dann bestimmt man eine Basis B, eines Vektorraums w,=U, mit ViieU, =V, indem man eine Basis von
V,_1 zu einer Basis von V, erganzt.

(3) Anschliefend bestimmt man nacheinander fiir k =p—1,p—2,...,2,1 jeweils eine Basis B, eines Vektorraums
Wi mit Vi_; & ¢ (Upyq) ® Wi =V, indem man eine Basis von V,_; und die Bilder einer Basis von U, unter
¢ zu einer Basis von V. erginzt, und definiert anschlie@end U, = ¢ (U, ) ® W.. Nach Konstruktion gilt dann
stets Vi_; ® U, = V4.

(4) Fiir 1 < k < p und jeden Vektor v € By trdgt man jeweils nacheinander ¢*'(v), p*72(v),...,p(v),v als
Spaltenvektoren in eine Matrix T ein. Diese Matrix ist dann invertierbar, und J = T7'AT ist eine Matrix in
Jordanscher Normalform.

Wir demonstrieren die Vorgehensweise an einem (klein gewéahlten) Beispiel und betrachten dazu die reelle Matrix

8 —4 -3
A = |7 =2 —6
1 -1 3

Die Berechnung des charakteristischen Polynoms ergibt y, = (x — 3)°. Desweiteren bestimmen wir

3 3 0
Vi =ker(¢)=< 3 > s V2=ker(¢2):< 31, 3 > , Vi=ker(¢®)=TR>.
1 1 -1

Esistalsody, =0,d; =1, d, =2 und d; = 3 fiir alle k > 3. Bereits dem Wert d; = 1 kdnnen wir entnehmen, dass die
Jordansche Normalform von A aus einem einzigen Jordanblock der Grof3e 3 besteht. Offenbar wird die angegebene
Basis von V, durch e; = (0,0, 1) zu einer Basis von V5 ergénzt. In der Notation des Algorithmus ist also B = {e3}.
Wir berechnen ¢ (e3) = (—3,—6,0) und ¢2(e3) = (9,9, 3). Definieren wir nun

9 -3 0
T = 9 -6 0
3 0 1
dann gilt
310
T'AT = |0 3 1
0 0 3

Wie im diagonalisierbaren Fall ist man bei einer Matrix A € M,, i héufig an einer reellen Normalform interessiert.
Eine Matrix in Jordanscher Normalform existiert jedoch nur, wenn y, bereits in R[x] in Linearfaktoren zerfillt.
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Ansonsten besitzt y, nicht-reelle Nullstellen in C, die in komplex-konjugierten Paaren auftreten. Die Tatsache, dass in
einer komplexen Jordanschen Normalform von A auch die Jordanblocke in konjugiert-komplexen Paaren vorkommen,
kann man sich folgermaf3en zunutze machen.

Proposition 5.15 SeiC € M, ¢, C =A+iB mitA,B € M, g, und sei C die Matrix, die dadurch
zu Stande kommt, dass man sdmtliche Eintrage komplex konjugiert. Dann ist die 2n x 2n-Matrix

¢ (_) ahnlich zu A —B .
0 C B A

Sind speziell J(1),J(A) € M, ¢ zueinander Jordanmatrizen mit komplex-konjugierten Eigen-
werten A = a +ib und A = a —ib, dann ist die 2n x 2n-Matrix

J(A) 0 o J(a) —bE
( 0 J(i)) dhnlich zu (bE J(a)) s

wobei E € M,  die Einheitsmatrix bezeichnet.

Beweis: Definineren wir die Transformationsmatrix

1(E E q I 1 (E iE
= — , danngi = — )
V2 \—E iE 8 V2Z\E —iE

c 0\., ( E E\(A+iB 0 E iE
T _ 1T = = =
0 C 2\ —iE iE 0 A—iBJ\E —iE
( E E\[(A+iB —-B+iA\ _ ,(2A -2B\ _ (A -B
2\—ig iEJ\A—iB —-B—iA] =~ 2\2B 24 ~\B A )

Ist nun speziell C € M, ¢ eine Jordanmatrix J(A), A = a+ib mit a, b € R, dann ist der Realteil dieser Matrix gegeben

und weiter

durch A= J(a), und der Imaginérteil ist B = bE. Damit erhalten wir die zweite Aussage. |

Kommen wir nun zuriick zu den Anwendungen auf lineare Differenztialgleichungen. Hierfiir benétigen noch ein paar
weitere technische Vorbereitungen. Bereits in der Analysis einer Variablen haben wir auf dem R-Vektorraum M, r
der reellen n x n-Matrizen die sog. Zeilensummennorm betrachtet. Diese lasst sich in der Form

n
lal = max{Zlaikl 131‘5;1}

k=1
auf M,, ¢ iibertragen; beim Nachweis der Normeigenschaften ergeben sich keinerlei Anderungen. Wie die Zeilen-

summennorm im Reellen handelt es sich auch bei dieser Norm um eine Operatornorm, wenn man jedes A € M, ¢
jeweils mit der linearen Abbildung ¢, : C" — C", v — Av identifiziert und man auf C" die Maximumsnorm || - ||,
gegeben durch ||v||o, = max{|v| | 1 < k < n} zu Grunde legt. Fiir alle A€ M, ¢ gilt also

Al = sup{ll¢ga0llco |V €C", IVlloo =1}
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Fiir uns ist dies vor allem deshalb relevant, weil daraus die Ungleichung ||AB|| < ||All||B]| fiir alle A, B € M,, ¢ folgt.
Tatséchlich gilt fiir jeden Vektor v € C" mit ||v||o, = 1 die Abschitzung ||ABv||o, < ||AlllIBVllee < IAlllIBI|, so dass
man die behauptete Ungleichung unmittelbar durch Ubergang zum Supremum {iber alle Vektoren mit Linge 1 erhilt.

Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass sich Matrizen problemlos in Polynome einsetzen lassen. Ist f = ZZZO axk e
C[x] und A € M, ¢, dann definiert man f (A) = agE + a;A+ ... + a,A". Mit Hilfe der Zeilensummennorm kénnen wir
nun auch Einsetzen von Matrizen in Potenzreihen sinnvoll definieren.

Proposition 5.16 Sei Z;ZO a,x™ eine komplexe Potenzreihe vom Konvergenzradius r € R* U
{+o0} und A € M, ¢ mit [|A|| < r. Dann konvergiert die Reihe

[ee]

Z aA"

n=0

im C-Vektorraum M, ¢ beziiglich der Zeilensummennorm. (Wie schon bei den reellen und kom-
plexen Zahlen bedeutet Konvergenz, dass die Folge der Partialsummen der Reihe konvergiert.)

Beweis: In der Analysis mehrerer Variablen wurde gezeigt, dass jeder endlich-dimensionale normierte R-Vektorraum
vollstdndig ist. Dasselbe gilt auch fiir jeden endlich-dimensionalen normierten C-Vektorraum; der Beweis fiirs Reelle
kann unverdndert iibernommen werden. Es geniigt deshalb zu zeigen, dass die Partialsummen s, = ZZ:O a,AF der
Reihe eine Cauchyfolge in M,, ¢ bilden. Mit Hilfe der oben erwéhnten Ungleichung ||AB|| < [|Al|||B|| fiir alle B € M, ¢
zeigt man leicht durch vollstandige Induktion, dass ||A¥|| < ||A||* fiir alle k € IN,, gilt.

Nach Definition des Konvergenzradius ist die Reihe Z:ZO |a,||Al|"* konvergent. Ist nun ¢ € R* vorgegeben, dann
existiert ein N € IN, so dass ZZ:m ) lai ||Alk < € fiir n > m > N erfiillt ist. Damit erhalten wir

n

n n
k k k
Isi=sall = | D @[ < Dl lalldl < D ladlalt < e
k=m+1 k=m+1 k=m+1
wodurch die Cauchyfolgen-Eigenschaft nachgewiesen ist. O
Da die Exponentialreihe exp(x) = Z:Zo %x” bekanntlich einen unendlichen Konvergenzradius besitzt, ist die Expo-
nentialmatrix
— 1
A — — _—An
et = exp(d) = Z(:) n!A
=

fiir alle A € M,, ¢ wohldefiniert. Unser néchstes Ziel besteht darin, die Exponentialmatrix e* fiir t € R und Jordan-
matrizen J explizit auszurechnen. Die Jordanmatrizen hatten wir am Ende der Linearen Algebra-Vorlesung definiert.
Es handelt sich dabei um Matrizen der Form

A

mit A € C, wobei E, € M, ¢ die Einheitsmatrix und F, = (f;;) die Matrix in M, ¢ mit den Eintrégen f; ;. = 1 fir
1<i<nund f;; =0fiir alle i, j € {1, ...,n} mit j # i + 1 bezeichnet. Wenn die Gr6f3e n der Matrizen keine wichtige
Rolle spielt, lassen wir den Index n auch weg und schreibe E, F statt E,, F,.




Lemma 5.17 Seit € R, A€ CundJ = AE + F. Dann gilt

At At 1.2 At n—1 )\r
e te at7e = 1),t
At At n—2 }Lt
0 e te = 2),t
At n—3 )\t
etJ — 0 0 e o= 3)'t
0 o 0 et

Beweis: Zu zeigen ist, dass die Matrix e®’ auf der k-ten Nebendiagonale durchgehend den Eintrag k, tke?t aufweist,
fiir 0 < k < n—1, wobei wir die Hauptdiagonale als O-te Nebendiagonale ansehen. Wie man leicht {iberpriift, hat die
Matrix F™ fiir 0 < m < n— 1 auf der m-ten Nebendiagonalen durchgehend Einsen, wihrend alle iibrigen Eintrdge
gleich null sind. Fiir m > n ist F™ die Nullmatrix. Nun bestimmen wir J™ fiir alle m € IN,,. Eine einfache Rechnung
analog zum Beweis des Binomischen Lehrsatzes ergibt

n

JU = (AE+F)" = i('l’:))\m—kpk = Z(T;)Am_ka

k=0 k=0

Der Eintrag von J™ auf der k-ten Nebendiagonale ist also gleich (r,f)l’"—k, falls m > k ist, und ansonsten gleich null,
jeweils fiir 0 < k < n—1. Der Eintrag von %(U )™ auf der k-ten Nebendiagonale ergibt sich damit im Fall m > k zu
m(lt)m’ktk, und fiir e" erhalten wir auf der k-ten Nebendiagonalen wie angegeben

) =)
tk

oo k
mk,k _ b 1 mk _ 1 mo o U o
Z( k)w(m T mzz;{(m—k)!(lt) T . mzom!(m K -

m=k

Folgerung 5.18 Sei A€ M, ¢. Dann ist ®(t) = e ein Fundamentalsystem von Lésungen fiir
das System y’ = Ay.

Beweis: Sind A,B : I — M,, ¢ matrixwertige Funktionen auf einem offenen Intervall, dann bleiben, wie man leicht
iiberpriift, Summen- und Produktregel aus der Analysis einer Variablen fiir die Addition und die Multiplikation von
Matrizen unverandert giiltig. Es gilt also (A+B)'(t) = A(t) + B(t) und (AB)'(t) = A'(t)B(t) + A(t)B’(t) fiiralle t € I,
wobei die A'(t) und B’(t) jeweils die Matrizen mit den Eintragen alfj(t), b; j(t) fir 1 <1i,j < n bezeichnen.

Bezeichnet nun f = ay+ a;x + ... + a,x" € C[x] ein beliebiges Polynom, dann ist die Ableitung von R — M, ¢,
t — f(tA) gegeben durch ¢t — Af (tA), wobei ' = Zk O(k + 1)ag,,x* fiir die formale Ableitung des Polynoms f
steht. Denn vollstdndige Induktion in Verbindung mit der Produktregel liefert fiir die Ableitung von t — (tA)™ und
alle m € IN den Ausdruck mt™ A™"!. Damit wiederum erhalten wir

n n—1

it(f(tA)) = Zak o ((tA)) Zka thlak = Z(k+1)ak+1tkAk+1
k=0 k=0

= AZ(k+1)ak+1(tA)k = Af'(tA).

k=0




Ist nun f eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0, f(z) = Zoo a,z™, dann erhalten wir fiir jede Matrix

m=0—"m
A€ M, ¢ mit t||A]| < r entsprechend

m m m—1
L ey = %( lim. Zak(m)k) = lim %(Zak(m)k) = lim AN (K Dag ()

k=0 k=0 k=0

= AD (M4 Dap, (A" = Af(tA)

m=0

wobei f'(z) = Z;ozo(m +1)a,,z™ die formale Ableitung von f bezeichnet. Dass im zweiten Schritt der Rechnung die
Ableitung nach t mit dem Grenziibergang vertauscht werden darf, erfordert eine Begriindung. Aus der Analysis einer
Variablen ist iiber die Vertauschbarkeit von Differentiation und Grenziibergédngen folgendes bekannt: Ist (f,,,) e €ine
Folge differenzierbarer Funktionen auf einem offenen Intervall I C IR, so dass die Folge (f, ),y der Ableitungen auf
I gleichméRig und (f,,(xg)) e fiir ein x, € I konvergiert, dann konvergiert (f,,,)men in einer hinreichend kleinen
Umgebung U C I von x; in I gleichm&@Big gegen eine Funktion f : U — R. Dariiber hinaus ist diese Funktion
differenzierbar, und es gilt f'(x) = lim,, f; (x) fiir alle x € U. Ist (f,,)men sogar auf ganz I punktweise konvergent,
und bezeichet f : I — R die Grenzfunktion, dann gilt folglich f’(x) = lim,, f, (x) fiir alle x € I. Diese Aussage
gilt entsprechend auch fiir vektor- oder matrixwertige Funktionenfolgen auf einem offenen Intervall I € R, weil
punktweise oder gleichmifRige Konvergenz bzw. Differenzierbarkeit der Funktionen genau dann vorliegt, wenn sie
fiir die einzelnen reellwertigen Komponenten besteht.

Es sei daran erinnert, dass der Konvergenzradius r von f mit dem Konvergenzradius der formalen Ableitung f’ iiber-
einstimmt. Wihlen wir insbesondere ein s € R* mit s||A|| < r, dann ist sowohl die Funktionenfolge (s,,) e gegeben
durch s, (t) = ka=o a,(tA)* als auch die Folge (s! Jmen ihrer Ableitungen auf ]—s,s[ gleichmaRig konvergent. Der
Satz zeigt also, dass die Funktion f(tA) = Z:lo:o a,(tA)™ auf ]—s,s[ differenzierbar ist, und dass die Ableitung in
der Form t — Af’(tA) durch die formale Ableitung f’ der Potenzreihe gegeben ist. Weil s € R* mit s||A|| < r beliebig
vorgegeben war, ist dieser Ausdruck fiir die Ableitung fiir alle t € R* mit t||A|| < r giiltig. Da die Exponentialreihe

mit ihrer eigenen formalen Ableitung iibereinstimmt, erhalten wir insbesondere
/ d tA / tA .
d'(t) = o (e ) = Aexp'(tA) = Ae = Ad(t) fir alle t € R.

Dies zeigt, dass die Spalten von ¢ aus Losungen des Systems y’ = Ay bestehen. Es bleibt zu zeigen, dass es sich
bei & um ein Fundamentalsystem handelt. Wie weiter oben wiederholt wurde, ist A nach den Sétzen der Linearen
Algebra dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform. Es gibt also ein Matrix T € GL,(C) und Jordanmatrizen
J1, s Jy, s0 dass T7*AT mit der Blockmatrix

J1
J = diag(J,,....J;) =
J,

..., etr). Wie soeben gezeigt

{ibereinstimmt. Wie man unmittelbar iiberpriift, gilt fiir alle t € R jeweils " = diag(e
wurde, bilden die Spalten von t — e' jeweils Lésungen von y’ = Jy. Es handelt sich dabei um ein Fundamentalsy-
stem, denn die Matrix e ist eine obere Dreiecksmatrix, nach Lemma mit Diagonaleintrigen der Form e*t # 0
(mit A € C), und damit invertierbar. Nach Proposition ist t = T~ 'e%” nun ein Fundamentalsystem fiir y’ = Ay,
und damit auch t — Te® T™!, weil die C"-wertigen Funktionen, gegeben durch die Spalten von t — Te" T™!, jeweils

Linearkombinationen der Spalten von t — Te® sind.




Weil die Multiplikation mit T von links und mit T~! von rechts eine stetige Abbildung auf M, ¢ ist, gilt auflerdem

m m m
1 1 1
I s . 2 k| g1 _ . 2 k=1 _ . 2 ke rkp—1
Te"'T = T (mhﬁngo kgokl(tJ) ) T mhﬁngo kgo k!T(tJ) T H}Lrlgo 2 k!t TJT
1 1 1
= lim —tf(rJT™H* = lim —tkak = lim § —(tAF = A

m— o0 ki m— o0 k! m— o0 k1

k=0 k=0 k=0
Dies zeigt, dass durch t — e tatsichlich ein Fundamentalsystem von y’ = Ay gegeben ist. m|

Die Giiltigkeit der Gleichung (e")’ = Je" lasst sich fiir den Fall, dass J € M, ¢; eine Jordanmatrix ist, mit Hilfe von
Lemma auch durch eine direkte Rechnung iiberpriifen.

Als erstes Anwendungsbeispiel betrachten wir das System bestehend aus den Gleichungen y; = 3y; + y,, y;, =
33+ ¥3, ¥5 = 3y3. Es handelt sich um das System y’ = Jy mit der Jordanmatrix

3 10
J = 0 3 1
0 0 3

Nach Folgerung erhalten wir ein Fundamentalsystem von Losungen durch

eBt test %tze?:t
o(t) = 0 e  ted
0 0 et

Als weiteres Beispiel betrachten wir das System

Yi=2Y1+Yo—Y3 Yy=2Y2—Ya Ys=Y1+2Y3+Ya, Yi=Y2+2Ys,

also y’ = Ay mit der Matrix

2 1 -1 0

02 0 -1
A =

1 0 2 1

01 O 2

J = . ist.

Nach Folgerung erhalten wir fiir y’ = Jy ein Fundamentalsystem von Lsungen durch

e(2+i)t te(2+i)t 0 0
0 &) o 0
@(t) = - .
0 0 6(2 i)t te(Z i)t
0 0 0 et
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Auf Grund der Eulerschen Formel e'* = cos(t) + i sin(t) gelten die Gleichungen
et = e (cos(t) +isin(t)), e D' =e*(cos(t)—isin(t)),
te0t = te?(cos(t) + isin(t)) und te® D = te (cos(t) —isin(t)).
Nach Proposition ist somit W(t) = T®(t)T ! gegeben durch

e?tcos(t) te®'cos(t) —e®'sin(t) —te?sin(t)

W) = 0 e? cos(t) 0 —e?sin(t)
N e2tsin(t) te?'sin(t) e*cos(t)  te* cos(t)
0 et sin(t) 0 et cos(t)

Nach Proposition|5.12] angewendet auf die Spalten von ® und W, ist dies ein reelles Fundamentalsystem fiir y’ = Ay.

Betrachten nun ein Beispiel, in dem die Koeffizientenmatrix A in einer unregelméfigen Form vorliegt, ndmlich y’ =
Ay mit

8 —4 -3
A = |7 —2 -6
1 -1 3

Wir haben oben nachgerechnet, dass J = T~'AT mit den Matrizen

9 -3 0 310
T=19 -6 0 und J=({0 3 1 gilt.
3 0 1 0 0 3

Dies ist Aquivalent zu A = TJT~!. Bezeichnen wir das Fundamentalsystem von y’ = Jy, das wir oben berechnet
haben, mit ¢, dann erhalten wir auf Grund von Proposition nun ein Fundamentalsystem von Lésungen von
y’ = Ay durch

9 —3 0) [ te¥ 1le2e™ 9 9t—3 3t2-3¢
() = Te(t) = (9 —6 0] 0 €3 te* = &9 9t—6 Zt2—6t
30 1J\0o o &* 3 3t P41

Der folgende Satz gibt die allgemeine Form von Losungen linearer Systeme von Differenzialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten an.

Satz 5.19 SeiA€ M, ¢ eine Matrix, A € C ein Eigenwert von Aund r € IN dessen algebraische
Vielfachheit. Dann gibt es fiir das System y’ = Ay ein linear unabhéngiges Tupel

(9001 000 (Prfl)

von Losungen der Form ¢ (t) = e* p,(t), wobei die Funktion p; : R — C" in jeder Komponente
ein Polynom vom Grad kleiner als k ist.




Beweis: Fiir den Fall, dass es sich bei A um eine Jordanmatrix handelt, ist die Aussage offenbar erfiillt, denn die
Eintrdge der n Spalten der Matrix in Lemma bestehen aus Polynomen vom Grad 0, 1, ..., n — 1, multipliziert
mit e**. Ebenso gilt die Aussage, falls A eine Matrix in Jordanscher Normalform ist; in diesem Fall liefern die Spalten
der Jordanblocke zum Eigenwert A ein entsprechendes System von Losungen. Im allgemeinen Fall ergibt sich die
Aussage nun unmittelbar aus Proposition denn ist (¢, ..., ¢,_1) ein System von Funktionen der angegebenen
Form, und ist T € GL,(C), dann haben auch die Eintrage des Tupels (T @y, ..., T ¢,_;) die angegebene Gestalt. |

Man beachte, dass die Jordansche Normalform nicht bei der Formulierung, sondern lediglich beim Beweis von Satz
eine Rolle spielt. Tatsdchlich kann ein Fundamentalsystem von Losungen eines Systems y’ = Ay bestimmt
werden, ohne die Jordansche Normalform J von A oder gar die Transformationsmatrix T € GL,(C) mit J = TAT*
zu berechnen. Wir wollen dies an dem Beispiel von oben demonstrieren, betrachten also noch einmal das System
y’ = Ay mit der Koeffizientenmatrix

8 —4 -3
A = |7 —2 -6
1 -1 3

Wir setzen die erste Komponente des Losungstupel (1o, %1,4,) an in der Form 1),(t) = €' - (a b ¢), mit noch zu
bestimmenden Zahlen a, b, ¢ € C. Genau dann ist 1), eine Losung von y’ = Ay, wenn

a a a a
Prt)=APo()VteER < 3¢*|b|=e¥A|b|VteR < A[b|=3|b
C C C C

gilt. Es ist 1[)0 also genau dann eine Losung, wenn (a, b, ¢) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 3 ist. Mit der aus
der Linearen Algebra bekannten Methode rechnet man nach, dass

3
Eig(A,3) = ker(A—3E) = lin| 3 gilt.
1

Dies zeigt, dass durch
3

Pot) = |3
1

eine erste Losung des Systems gegeben ist. Gemal} Satz hat nun die Losung 1/31 die Form

a+dt
Pi(t) = €| btet
c+ft
mit a, b,c,d, e, f € C. Fiir t € R gilt jeweils die Aquivalenz
d+3(a+dt) a+dt d +3a+3dt a+dt
PO =AY,(t) & | e+3(b+et) |=e*A| btet | <& |e+3b+3et |=A| b+tet
f+3(c+ft) c+ft f+3c+3ft c+ft




Durch Vergleich der Polynomkoeffizienten auf beiden Seiten erhalten wir das Gleichungssystem

a d+3a d d
Alb|l=]|e+3b , Ale|=3]e
c f+3c f f

Durch die zweite Gleichung wird wiederum nur ausgedriickt, dass *(d e f) ein Eigenvektor zum Eigenwert 3 ist. Wir
konnen also d = 3, e = 3, f = 1 setzen, damit ist diese Gleichung erfiillt. Setzen wir nun diese Werte in die erste
Gleichung ein, so erhalten wir

a 3+3a
Al b|=|3+3b
c 1+ 3c

was umgeformt werden kann zum linearen Gleichungssystem

5a — 4b — 3¢ = 3
7a — 5b — 6¢c =
a — b = 1.

Mit dem Gaul3-Algorithmus erhalten wir die Losung (a, b,d) = (0,—1, %). Die gesuchte Losung von y’ = Ay ist somit
gegeben durch
3t
Pi(t) = | —1+3t

1
3+t

Die Komponente 1), hat nun nach Satz die Form

a+dt+gt?
Po(t) = €| b+et+ht?
c+ft+jt?

mit a, b,c,...,g,h,j € C. Fiir alle t € R gilt die Aquivalenz

d+3a+(2g +3d)t +3gt? a+dt+gt?
PO =APy(t) < €| e+3b+(2h+3e)t +3ht? | =e>A| b+et+ht?
f+3c+(2j+3f)t +3jt? c+ft+jt?

Diesmal erhalten wir durch Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

a d+3a d 2g+3d g g
Al b|=]|e+3b , Ale|=| 2h+3e , Alh]|=3|h
c f+3c f 2j+3f j j

Fiir (g, h, j) setzen wir wieder den Eigenvektor (3, 3, 1) ein. Damit reduziert sich die zweite Gleichung auf

d 6+3d
Ale |=| 6+3e ,
f 2+3f




was dquivalent ist zum linearen Gleichungssystem

5d — 4e — 3f = 6
7d — 5e — 6f = 6.
d — e = 2

Der GauB-Algorithmus liefert die Losung (d, e, f) = (0,—2, 2). Setzen wir dies wiederum in die erste Gleichung ein

so erhalten wir

a 3a
Al b|=|—-2+3b
c % + 3c
was zum linearen Gleichungssystem
5 — 4b — 3¢ = O
7¢. — 5b — 6c = —2
a — b = %

umgeformt werden kann. Mit den Gauf3-Algorithmus erhalten wir (a, b, ¢) = (0, —%, g). Insgesamt ist damit die letzte

Komponente unseres Losungstupels gegeben durch

3t2
Po(t) = | —2—2¢+3¢2
S+2t+¢?
Ingesamt haben wir damit damit das Fundamentalsystem
3 3t 3t?
B(t) = &3 3t—1 3t2—2t—%

1 2,2,..8
1 t+ 3 t“+3t+3
bestimmt. Dieses Fundamentalsystem erzeugt denselben Losungsraum wie das Fundamentalsystem ¥(t), das wir
oben berechnet haben, denn die beiden Systeme hdngen miteinander zusammen durch

9 9t—3 2t>-3t 3 3t 3t2 3 -1 0
9 9t—6 St2—6t| = |3 3t—1 32—2t—2|(0 3 -1]| ,
3 3t P41 1 t+3 t2+2t+2)\o o 2

und die konstante Matrix auf der rechten Seite ist invertierbar.

Definition 5.20 Seien n,k € IN, U C K" eine beliebige Teilmenge und f : U — K" eine
Funktion. Dann bezeichen wir eine Gleichung der Form

y® = fO,y,.y®D)

als autonomes KK-wertiges System von n Differenzialgleichungen der Ordnung k. Als Lésung
eines solchen Systems bezeichnen wir eine mindestens k-mal differenzierbare Funktion ¢ : I —
K™ auf einem offenen Intervall I € IR mit der Eigenschaft, dass

((6), @' (), -, @* () €U und  {O(e) = £(0(£), ' (1), ..., %))

fir 1 < j <nund alle t €I erfiillt ist.




Der einzige Unterschied zu den Definitionen aus § 3 besteht also darin, dass die Funktion f auf der rechten Seiten
des Systems nicht explizit vom x-Wert abhangt. Eine Folge davon ist, dass die Menge der Losungen unter beliebigen
Verschiebungen des Funktionsparameters erhalten bleibt: Ist ¢ : I — K" eine Losung und t, € R, dann ist auch die
Funktion ¢, : I, — K" gegeben durch ¢, (t) = ¢(t —t,) auf I, = {t, + t | t € I} eine Losung. Wir werden uns
zunachst auf autonome Systeme 1. Ordnung konzentrieren.

Definition 5.21 Seien y’ = f(y) und y’ = g(y) zwei autonome Systeme erster Ordnung,
gegeben durch stetige Funktionen f : U — K", g : V — K", definiert auf offenen Teilmengen
U,V € K". Wir bezeichnen diese Systeme als linear dquivalent, wenn eine bijektive lineare
Abbildung ¢ : K" — K" mit ¢(U)=V und g = ¢ o f o ¢ existiert.

Offenbar héngen die Losungen von zwei linear dquivalenten autonomen Systemen eng miteinander zusammen: Ist
¢ : I - K" eine Lésung von y’ = f(y) und definieren wir ¢)(t) = (¢ o ¢)(t), dann gilt auf Grund der Kettenregel

P(&) = (¢op)(t) = (') = @' (1) = (pofop)(t) =
(po(@togoplop)t) = ((godlo(¢loy))t) = (goy)(t) = ghp(r)).

Dabei haben wir im dritten Schritt verwendet, dass eine lineare Abbildung in jedem Punkt ihres Definitionsbereich
total differenzierabar ist und mit ihrer totalen Ableitung in jedem Punkt {ibereinstimmt. Die Rechnung zeigt, dass v
eine Losung von y’' = g(y) ist. Die Losungen der beiden Systeme werden also durch eine lineare Transformation in-
einander {iberfiihrt. Dies zeigt, dass die Losungen beider Systeme dieselben qualitativen Eigenschaften (zum Beispiel
Beschrénktheit der Losungskurven, asymptotisches Verhalten fiir t — 00 usw.) aufweisen.

Wir setzen uns nun das Ziel, auf Basis der bisherigen Ergebnisse die Losungen der autonomen Systeme y’ = Ay
mit A € GL,(R) bis auf lineare Aquivalenz zu klassifizieren. Auf Grund der oben zusammengefassten Aussagen aus
der Linearen Algebra ist A dhnlich zu einer Matrix J € M, ¢ in Jordanscher Normalform. In dem Fall, dass das
charakteristische Polynom y, € R[x] bereits iiber R in Linearfaktoren zerfllt, also entweder eine doppelte reelle
Nullstelle oder zwei verschiedene reelle Nullstellen besitzt, ist A dhnlich zu genau einer Matrix der Form

0 1
0 (g b) oder  (2) (g a) mit a,beR*,a<b.

Ansonsten besitzt y, ein konjugiert-komplexes Paar nicht-reeller Nullstellen, und nach Proposition [5.15|ist A damit

dhnlich zu einer Matrix der Form

3) (a _b) mit a,beR, b#£0.
b a

Wir beschrianken uns nun auf den Fall, dass ein System y’ = Ay mit einer Matrix in dieser Form gegeben ist und
untersuchen die Losungen in jedem der drei Fille.




(€3]

(2

(3

Hier haben die Losungen die Form ¢, 4(t) = (x(t), y(t)) = (ce,de’) mit c,d € R. Im Fall ¢ = d = 0 ist die
Losung stationdr, genau konstant gleich (0, 0). Man bezeichnet auf Grund der Existenz einer solchen Lésung
den Koordinatenursprung auch als Ruhelage des Systems. Anhand des Vorzeichens von ¢ entscheidet sich,
ob die Losung in der linken oder rechten Halbebene verlduft. Entsprechend kann man am Vorzeichen von d
ablesen, ob die Losung in der oberen oder unteren Halbebene verlduft. Im Fall ¢ = 0 verlauft die Losung auf
der y-Achse, im Fall d = 0 auf der x-Achse.

Das Vorzeichen von ab ist entscheidend fiir die Form der Trajektorie, also der Form der Bildmenge der Losung
¢..q- Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf den Fall ¢,d > 0. Die Umformung x = x(t) = ¢*' <
In(3)=at=t= a! In(%) und Einsetzen in y(t) = de®® zeigt, dass die Trajektorien innerhalb von Kurven
der Form y = e(®/0n(x/) = d(%)b/a verlaufen. Es handelt sich um Kurven der Form y = x" mit r € R*, die
um den Faktor ¢ in x-Richtung und um den Faktor d in y-Richtung gestreckt wurden.

Ist nun r > 0, so haben die Trajektorien die Form von Graphen von Potenzfunktionen. Im Fall a, b < 0 laufen
alle Losungen auf den Nullpunkt zu. Man bezeichnet diesen dann als stabilen Knoten oder asymptotisch
stabile Ruhelage. Im Fall a, b > 0 laufen die Losungen (mit exponentieller Geschwindigkeit) vom Nullpunkt
weg. In diesem Fall spricht man bei (0, 0) von eine instabilen Knoten oder einer instabilen Ruhelage. (Die
genaue Bedeutung dieser Eigenschaften einer Ruhelage behandeln wir spater.)

Betrachten wir nun den Fall » < 0. In dieser Situation haben die Trajektorien die qualitative Gestalt von
Hyperbelkurven. Abgesehen von den Losungen mit ¢ = 0 oder d = 0 gibt es keine, die kontinuierlich auf den
Nullpunkt zu- oder von diesem weglaufen. In diesem Fall wird (0,0) als Sattelpunkt bezeichnet; auch hier
handelt es sich um eine instabile Ruhelage.

In diesem Fall haben die Losungen die Form ¢ 4(t) = (x(t), y(t)) = (ce®" +dte",de®") mit ¢,d € R. Im Fall
a < 0 laufen die Losungen auf den Nullpunkt zu, so dass auch hier ein stabiler Knoten bzw. eine asymptotisch
stabile Ruhelage vorliegt. Im Fall a > 0 entfernen sich alle Lésungen vom Nullpunkt, also haben wir es hier
wieder mit einem instabilen Knoten bzw. einer instabilen Ruhelage zu tun.

Die Trajektoren weisen allerdings eine Form auf, die sich von den Kurven im Fall (1) qualitativ unterscheidet.
Hierzu beschridnken wir uns auf den Fall a > 0. Die Ableitung x’(t) = (d + ac + adt)e®" der x-Koordinate
hat bei t, = —% — 7 eine Nullstelle, und die zweite Ableitung x”(t) = a(2d + ac + adt)e®t hat dort den
Wert ade®. Die Ableitung der y-Koordinate ist gegeben durch y’(t) = ade®. Fiir d = 0 verlauft die Losung
vollstdandig auf der x-Achse. Fiir d > 0 liegt die Losung in der oberen Halbebene, die y-Koordinate ist wegen
y’(t) > 0 streng monoton wachsend, aber wegen x'(t,) = 0, x”(t,) > 0 wendet sich die Lésungskurve bei t,
von links nach rechts. Fiir d < 0 befindet sich die Losung in der unteren Halbebene, und die Losungskurve

wendet sich an der Stelle ¢, von rechts nach links.

In diesem Fall handelt es sich bei den Losungen um Linearkombinationen von

_ at [cos(bt) ¢ [—sin(bt)
pl)=e (sin(bt)) und - p(e)=e (cos(bt))'

Im Fall a = 0 sind die Trajektorien Kreise, die fiir b > 0 gegen und fiir b < 0 im Uhrzeigersinn durchlau-
fen werden. Hier bezeichnet man den Nullpunkt als Zentrum oder Wirbelpunkt, und es liegt eine stabile
Ruhelage, aber keine asymptotisch stabile Ruhelage vor.

Im Fall a # 0 haben die Trajektorien die Form von Spiralen. Fiir a < 0 laufen die Lésungen spiralférmig auf
den Nullpunkt zu. Die Ruhelage (0, 0) ist hier wiederum asymptotisch stabil; weil aber der Richtungsvektor
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der Losungskurven diesmal fiir t — +00 keinen Grenzwert besitzt, sondern in der Ndhe des Nullpunkts immer
schneller rotiert, spricht man hier nicht von einem stabilen Knoten, sondern von einem stabilen Strudel. Im
Fall a > 0 laufen alle Losungen vom Nullpunkt weg. Hier haben wir es bei (0, 0) wiederum mit einer instabilen
Ruhelage bzw. einem instabilen Strudel zu tun.

Zum Abschluss dieses Kapitels wenden wir die bisher entwickelte Theorie auf lineare Differenzialgleichungen hohere
Ordnung mit konstanten Koeffizienten an. Eine solche DGL schreiben wir in der Form

yO+ay* D+ +ay +aqy = 0

mit ag, dy, ..., 4x_; € K. Man bezeichnet das Polynom y = x* + a,_;x*"! + ... + a;x + a, als das charakteristische
Polynom der DGL.

Fiir den weiteren Verlauf wird sich die folgende Notation als praktisch erweisen: Ist p € IK[x] ein Polynom vom Grad
k € Ny, p = a;x* + ... + a; x + a,, dann bezeichnen wir mit p(z%) den Differentialoperator auf dem Raum C*(I) der
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf einem offenen Intervall I € R gegeben durch

Vol
p(a)(f)(t) = DO+t arf (6 +ao.

Lemma 5.22 Sei A € C, k € Ny und I C R ein offenes Intervall. Dann gilt fiir jede Funktion
f € C*(I) die Gleichung

k
(%—A) (O = FOM.

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion {iber k. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen. Den Indukti-
onsschritt von k auf k + 1 erhélt man durch die Rechnung

(%—A)kﬂ(f(t)e“) = (%—A)(ﬂ“(t)e“) =

f(k+1)(t)€M +f(k)(t)A€M —Af(k)(t)e’“ — f(k+1)(t)elt‘ 0

Lemma 5.23 Seip € C[t] und A € C mit p(A) # 0. Ist g : R — C eine Polynomfunktion vom
Grad k, dann gibt es eine weitere Polynomfunktion h : R — C vom selben Grad mit

p(%)(g(r)e“) — (e,

k P . .
j=0Cj(x =AY, mit geeigneten Koeffizienten

¢; € C. Dies ist moglich, da die Polynome g; = (x—2A)) mit 0 < j < k iiber C linear unabhingig sind. Wegen p(1) # 0
ist ¢y 7 0. Nun gilt auf Grund des vorherigen Lemmas

Beweis: Sei p vom Grad k. Wir schreiben p € C[x] in der Form p = »_

k k

p(%)(g(t)e“) = ZCJ(%_A)j(g(t)eh) = D 5gl0er.

i=0 j=0

Die gesuchte Polynomfunktion h ist also durch h(t) = Z?:o ¢ g (t) gegeben; wegen c, # 0 ist diese vom Grad k. O
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Im weiteren Verlauf werden wir auch lineare Differenzialgleichungen hoherer Ordnung mit nicht-konstanten Koeffi-
zienten betrachten. Darunter verstehen wir ein System der Form

@ ()y® + g ()yE D+ L+ a;()y +a(x)y = blx)

wobei ay : I = K fiir 0 < ¢ < k und b : I — K stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I € R bezeichnen. Ist
b =0, dann bezeichnen wir die DGL als homogen, sonst als inhomogen. Im homogenen Fall nennen wir ein Tupel
(@1, ..., x) von k-mal stetig differenzierbaren Funktionen ¢, : I — KK ein Fundamentalsystem von Losungen, wenn
Zif:o a,(£)©(t) = 0 fiir alle t € I gilt, und wenn die Wronski-Determinante

¢1(t) po(t) o pp(t)

w{(t) cp;(t) np,i(t)
w(t) = det

"”(r) o ”(t) v ol “(r)

fiir alle t € I ungleich null ist. Wegen Folgerung ist w(a) # O fiir ein a € I bereits hinreichend dafiir, dass die
Wronski-Determinante auf ganz I ungleich null ist.

Satz 5.24 Sei p € C[x] ein Polynom der Form ]_[Jr.:l(x — A;), mit paarweise verschiedenen
A,y A € C und ey, ...,e, € IN. Dann besitzt die lineare Differentialgleichung r-ter Ordnung
mit charakteristischem Polynom p ein Fundamentalsystem von Losungen bestehend aus den
Funktionen

Oim(t) = tmeMt 0<m<e , 1<j<rm

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass die Funktionen ¢;,, tatsdchlich Losungen der DGL sind. Fiir 1 < j < m sei das
Polynom q; € C[x] jeweils der Faktor in der Zerlegung p = (x — A;)%q;. Auf Grund von Lemma und wegen

e; >m gilt
o(5)em = (GG 2] oo = o(G)(E) @) = o

Nun beweisen wir noch die lineare Unabhéngigkeit des Systems. Eine beliebige Linearkombination der Funktionen

.
> g(te
j=1

dargestellt werden, mit geeigneten Polynomfunktionen g; vom Grad < e; — 1. Zu zeigen ist, dass diese Linearkom-

¢jm kann in der Form

bination nur dann gleich Null ist, wenn alle Polynomfunktionen gleich Null sind. Wir zeigen dies durch vollstandige
Induktion iiber r. Aus g;(t)e*! = 0 fiir alle t € R folgt offenbar g; = 0. Setzen wir nun die Aussage fiir r — 1 als

.
Zgj(t)e’lft = 0.
=1

Wenn eine der Polynomfunktionen g; gleich Null ist, folgt die Behauptung unmittelbar aus der Induktionsvorausset-

giiltig voraus, und sei

zung. Ansonsten wenden wir den Differentialoperator D = (% — A, )% auf die Gleichung an. Dann verschwindet der




letzte Summand wegen Lemma und gﬁer)(t) = 0, und nach Lemma gibt es Polynomfunktionen h; desselben
Grades wie g; mit D(g;(t)e’") = h;(t)ei* fiir 1 < j < r — 1. Wir erhalten die Gleichung

r—1
D ih(tett = o
j=1

Da alle h; # 0 sind, widerspricht dies der Induktionsvoraussetzung. Also muss bereits g; = 0 fiir 1 < j < r gelten. O

Wir betrachten die DGL y + 8y” 4+ 16y = 0. Das zugehérige charakteristische Polynom ist
p = x*4+8x2+16 = (x2+4)? = (x—20)*(x+2i)>

Die beiden Nullstellen sind also A; = 2i und A, = —2i, mit Vielfachheiten e; = e, = 2. Auf Grund des Satzes ist also
durch

2it —2it

P10(t) = et p11(t) =te , pap(t)=e , paa(t)=te

—2it

ein Fundamentalsystem von Losungen gegeben. Um ein System aus reellwertigen Funktionen zu erhalten, bilden wir
die Linearkombinationen

Pi(t) = Repo(t) = = %‘Pl,o(t) + %‘Pz,o(f) = %ezn + %e—zn =
%(cos(Zt) +isin(2t)) + %(cos(Zt) —isin(2t)) = cos(2t)
wz(t) = Imgol)o(t) = = %‘pl,()(t)_ %‘Pz,o(t) — %62“— %e—zit
%(cos(Zt) +isin(2t)) — %i(cos(Zt) —isin(2t)) = sin(2t)
Y3(t) = Repqyq(t) = = %‘Pl,l(f) + %‘Pz,l(f) = %tem + %fe_m =
%(t cos(2t) + it sin(2t)) + %(t cos(2t)—itsin(2t)) = tcos(2t)
Pa(t) = Impq(t) = %@1,1&) - %802,1(17) = %fem - %fe_m =
%(tcos(Zt)+it sin(2t)) — %(t cos(2t)—itsin(2t)) = tsin(2t)

Auch (Y1,vY4,Y3,4,) ist ein Fundamentalsystem von Losungen, iiber C und damit auch {iber R, denn offenbar
konnen wir die urspriinglichen Funktionen ¢ o, @1 1,20, 2,1 durch Bildung von Linearkombinationen aus (11, Y2, 43, 4)
zuriickgewinnen.




§ 6. Weitere Verfahren zur Untersuchung linearer Systeme

Zusammenfassung. Das Reduktionsverfahren von d’Alembert ermdglicht es, ein lineares System von Diffe-
renzialgleichungen der GroRe n auf ein System der Grof3e n—1 zu reduzieren, sobald eine Losung bekannt ist.
Mit einer geeigneten Variante dieses Verfahrens lassen sich auch lineare DGLs hoherer Ordnung behandeln.
Auch zur Variation des Konstanten fiir inhomogene Systeme, die wir im letzten Kapitel kennengelernt haben,
fiihren wir eine Variante fiir lineare DGLs hoherer Ordnung ein. Die Floquet-Theorie ermoglicht, Ergebnis-
se der Theorie linearer Systeme mit konstanten Koeffizienten auf Systeme mit periodischen Koeffizienten zu
iibertragen.

Wir beginnen mit dem Reduktionsverfahren von d’Alembert.

Satz 6.1 Sein € IN,n > 2und y’ = A(x)y ein lineares System, mit einer matrixwertigen
Funktion A : I — M, i definiert auf einem offenen Intervall I C R. Sei ¢ : I — K" eine Losung
mit ¢,(t) # O fiir alle t € I. Sei auerdem 2z’ = B(x)z das lineare System mit B : I — M,_; i
gegeben durch

¢i(x)
¢1(x)

(i) Ist p : I - K" ! eine Lésung von 2z’ = Bz, a € I, und ist ¢ : I — K definiert durch

t 1 n
p(t) = Lm(zalj(S)pj(S))ds ,

j=2

bU(X) = aij(x)— alj(x) furZSl,]Sn

0
dann ist v : [ — K" gegeben durch y(t) = ¢ (t)p(t) + ( (t)) eine Losung von
Y =A(x)y. &

(ii) Sei P = (p;;) ein Fundamentalsystem von %’ = Bz. Fiir 2 < j < n seien ¢;: 1 - Kund
;1 I — K" definiert durch

0
f : P;(1)
¢>j(t)=f #(Zalk(s)p@(s)) ds . P OO=¢;Oe@)+|
@ v1(s) =
pnj(t)

Dann ist die matrixwertige Funktion ¥ : I — M, x mit den Spalten ¢,,,...,%), ein
Fundamentalsystem von y’ = A(x)y.




Beweis: zu (i) Dass v eine Losung von y’ = A(x)y ist, ist 4quivalent zu

P'(O)=A)yY(t) < ¢’(t)<p(t)+¢(t)so’(t)+( )=¢(t)A(t)<p(t)+A(t)( 0 )

0
p'(t) p(t)

A ¢'(t)tp(t)+¢(t)A(t)<P(f)+(p,(ét))=¢(t)A(t)<p(t)+A(t)( 0 )

p(t)
, 0 _ 0 0 _ 0 Y
= ¢(t)¢(t)+(p/(t)) ‘A(t)(p(t)) (pl(t))_A(t)(p(t)) ¢’ ()p(t).

Betrachten wir in der vorletzten Gleichung auf beiden Seiten die erste Komponente, so erhalten wir

n n

(e (D= a(p,(t) & ¢ ()=——=>a;;()p;(t) ,
j=2 (pl(t) j=2

was nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung dquivalent ist zum angegebenen Ausdruck fiir die
Funktion ¢. Betrachten wir in der letzten Gleichung der obigen Rechnung die k-te Komponente fiir 2 < k < n, so
erhalten wir jeweils

P = Dlag®p - 0e0 = >lay0p0— 223 a (00,0
j=2 =2 1 (t) =
S (1)
- ;(akj(r)—%alj(t))pj(t).

Das ist dquivalent dazu, dass p eine Losung von 2z’ = Bg ist.

zu (ii) Nach Teil (i) sind ¢, 9, ...,9, Losungen des Systems. Zu zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit. Seien
also Ay, Ay, ..., A, € K mit A, + Ay, + ... + 4,4, = 0. Betrachten wir auf beiden Seiten die erste Komponente und
multiplizieren wir mit <p1’1, so erhalten wir

11+A2¢2+...+An¢)n = 0.

Multiplizieren wir dies mit ¢ und ziehen es von der urspriinglichen Gleichung ab, so erhalten wir

0 0 0

P22(t) P2n(t) 0

2 . n . = .

Pnz(t) pnn(t) 0
Weil P = (p;;) nach Voraussetzung ein Fundamentalsystem von %' = Bz ist, folgt daraus A, = ... = A,, = 0, und damit
auch A, =—2A,¢,—...—A,¢, =0. m|

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das System y’ = A(x)y, auf dem Definitionsintervall I = R* gegeben durch




£2
Offenbar ist ¢(t) = ( t) eine Losung des Systems. Mit der Notation aus dem Satz gilt

byo(x) = (-2 ) = 2oL = 2o (lyy=1,
‘Pl(x)

Damit haben wir unser System der GréRe 2 auf das System z’ = % -z der Grofle 1 reduziert. Eine Losung dieses
Systems ist durch p,,(t) =t gegeben. Wir berechnen nun

Po(t) = J801(5)_1a12(5)1022(s)d5 = fslz‘(—l)'SdS = J(_%)ds = —In(t)
1 1 1

und erhalten durch

) 0 ~ £2 0y _ [—t*In(r)
Yalt) = ¢2(t)<p(t)+(pﬂ(t)) = (—ln(fn(_t)*(t) - (tln(t)+f)

eine weitere Losung des urspriinglichen Systems. Nach Teil (ii) des Satzes ist

wo = (% 20)

t tln(t)+t

ein Fundamentalsystem von Lésungen von ¥y’ = A(x)y.

Wir formulieren eine Variante des d’Alembert’schen Reduktionsverfahrens fiir Differenzialgleichungen héherer Ord-
nung.

Satz 6.2 Gegeben sei eine DGL hoherer Ordnung
a,(x)y™@+ ... +a;(x)y +ag(x)y = 0

mit a; : I — K definiert auf einem offenen Intervall I € R fiir 0
K eine Losung der DGL mit ¢(t) # O fiir alle t € I, und fir 1

e (axx)e*(x).

(i) Ist p eine Losung von

k<n Seigp:I—

<k =<
< j < nsei bj(x) =

n—1

Dby = o,

j=0
und ist p : I — K eine Stammfunktion von p, dann ist durch 1) = ¢p eine Losung der
urspriinglichen DGL definiert.

(i) Ist (pg,...,0pn) €in Fundamentalsystem von Losungen der DGL aus Teil (i), und ist py
jeweils eine Stammfunktion von p; fiir 2 < k < n, dann ist durch ¢, pp,,..., 9P, ein
Fundamentalsystem der urspriinglichen DGL definiert.




Beweis: zu (i) Setzen wir ¢ in unsere DGL n-ter Ordnung ein, so erhalten wir

n n n

k
Sau0 = a0 = Yand(f)eo00 =
=0

k=0 k=0 k=0

31600 (a0t = 503 a0e0+ 5003 (uoetrw =
=0 k=j J k=0 j=1 k=j J

0+zn: (j—l)(t)zn:(k)a (D) = ni: W(e) Zn:( k )a (Oe® V() =
j=1P k:j]. K\)p jZOP . i+1 \L)@

=j+1

n—1 n n—1
Z( Z(jf1)ak(t><p“<—f-“(r))p(ﬂ(t) = 2ha@00 = o

j=0 \ k=j+1

mit b;(t) = ZZ: j (’;)ak(t)np(k_j)(t), wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass p nach Voraussetzung eine
Losung von Z;;; ij(x)y(f) = 0 ist. Das Gleichheitszeichen am Ende der ersten Zeile ist giiltig, weil links und
rechts davon jeweils iiber alle Paare (j, k) mit 0 < j < k < n summiert wird. Insgesamt zeigt die Rechung, dass v
eine Losung der urspriinglichen DGL ist.

zu (i) Aus Teil (i) folgt, dass durch die Funktionen ¢, ¢p,, ..., 9o, Losungen der urspriinglichen DGL gegeben
sind. Nun muss noch die lineare Unabhéngigkeit nachgewiesen werden. Seien A4, ...,A, € K mit A, + A, P9+ ... +
A.pPn = 0. Multiplizieren wir die Gleichung mit ¢! und leiten anschlieBend ab, dann erhalten wir 1,0, + ... +
AnPn, = 0. Weil (pg, ..., p,,) ein Fundamentalsystem ist, folgt A, = O fiir 2 < k < n. Einsetzen in die urspriingliche
Gleichung liefert A, ¢ = 0 und damit A; =0, wegen ¢,(t) #O0 fiiralle t € I. O

Im Fall n = 2 lasst sich die Aussage folgendermafien formulieren: Ist eine lineare DGL zweiter Ordnung y” + a;y’ +
aoy = 0 vorgegeben, ist ¢ : I — KK eine Losung mit ¢(t) # O fiir alle t € I, ist p eine Losung von

¢’(x))y

eS) 0

v+ (al(x) +2

und ist p eine Stammfunktion von p, dann ist durch ¢, ¢ 6 ein Fundamentalsystem von Losungen der DGL zweiter
Ordnung gegeben. Dies ergibt ergibt sich unmittelbar aus

bi(x) = G)al(x)so(m(f)az(x)w’(x) = @) +20/(x)

und b,(x) = (g)az(x)tp(x) = p(x), woraus sich die DGL b,(x)y’+b1(x)y =0 < o (x)y’+(a;(x)p(x)+2¢'(x))y =
0 ergibt, die durch Multiplikation mit ¢ (x)! die angegebene Form erhilt.

Als konkretes Anwendungsbeispiel betrachten wir die Differenzialgleichung

y” —cos(x)y’ +sin(x)y = 0.

sin(t)

Eine Losung ist durch p(t) =e gegeben. Wegen ¢’(t) = cos(t)e™®) und % = cos(t) fithrt der Ansatz von oben

auf die Differenzialgleichung erster Ordnung

y' +cos(x)y = = 0 ,




die durch p(t) = e=*"(®) gelost wird. Wir erhalten also eine weitere Losung der urspriinglichen DGL durch ,(t) =
e(D)p(t) = e fot e ds, und ((t),4,(t)) ist ein Fundamentalsystem von Losungen.

Bereits im letzten (Satz Kapitel haben wir die Variation der Konstanten fiir inhomogene lineare Systeme behan-
delt. Mit dieser Methode lassen sich prinzipiell auch inhomogene lineare DGLs hoherer Ordnung 16sen, indem man
sie zuvor in ein System erster Ordnung iibersetzt. Da aber die Systeme erster Ordnung, die auf diese Weise entstehen,
eine spezielle Form haben, lasst sich ein einfacheres Losungsverfahren formulieren.

Satz 6.3 Gegeben sei eine inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung der Form
Y+ 4+ a(x)y +a(x)y = bx)

mit stetigen Funktionen a; : I — K (0 < k < n) und b : I — K auf einem offenen Intervall
I C R. Es sei w die Wronski-Determinante eines Fundamentalsystems (u, ..., u,,) von Losungen
der entsprechenden homogenen DGL, und fiir 1 < j < n sei w; die Wronski-Determinante des
Systems (uy, ..., Uj_1,Uj41,U,) von Ordnung n— 1, also die Determinate der Matrix mit den Ein-
trigen u; (t) = ug_l)(t) firl<i<n—1und1<k<n,k#j.Istnun a € I beliebig gewihlt,
dann ist durch

I " b(s)
w(t) = ;(—1) Juj(t)L @Wj(s)ds

eine Losung der DGL gegeben.

Beweis: Die Aussage wird aus Satz hergeleitet. Es sei y’ = A(x)y das zur homogenen DGL gehorende System
erster Ordnung, mit A : I — M, k. Dann ist y' = A(x)y + b(x) mit b(x) = Y0,...,0,b(x)) das entsprechende
System erster Ordnung zur inhomogenen DGL. Weiter sei ¢ : I — M, i ein Fundamentalsystem von Losungen des
homogenen Systems. Dann sind die Eintrdge von ®(t) gegeben durch ug.i_l)(t) (1 <1i,j < n), wobei (uy,...,u,) ein
Fundamentalsystem von Losungen der homogenen DGL n-ter Ordnung bezeichnet, vgl. Satz

Nach Satz ist die Funktion 1 : I — K" gegeben durch vy(t) = ®(t)v(t) mit v(t) = f; ®(s)1b(s)ds eine Losung
des inhomogenen Systems. Nun ist der Vektor z(t) = ®(t)~} b(t) fiir jedes t € I jeweils eine Losung des linearen Glei-
chungssytems ®(t)-x = b(t). Auf Grund der Cramerschen Regel sind die Komponenten dieser Losung jeweils gegeben
durch z;(t) = (det ®(t))!-det (1) = w(t) ! det W;(t), wobei die Matrix ¥;(t) dadurch zu Stande kommt, dass man
die j-te Spalte von ®(t) durch b(t) ersetzt. Entwicklung zur j-ten Spalte liefert det W;(t) = (=1)"" b(t)det \1;](,”’1 )(t),
wobei die Matrix \Iljgn’j () e M1k aus ¥;(t) € M, k durch Streichung der n-ten Zeile und der j-ten Spalten ent-
steht. (Denn der einzige Eintrag der j-ten Spalte von ¥;(t), der moglicherweise ungleich null ist, ist der Eintrag b(t)
in der n-ten Zeile.) Aber das ist zugleich die Matrix, die aus ®(t) durch Streichung der n-ten Zeile und j-ten Spalte
entsteht, und folglich gilt det \I/}(,"’j )(t) = w;(t), nach Definition von w;. Die einzelnen Komponenten von () 1h(t)
sind also insgesamt fiir 1 < j < n jeweils gegeben durch

5(t) = wt)ldetwi(t) = w()-(-1)"b(0)der¥™ () = (=1)"Tw(e)w;(0b(e)

und es folgt

vi(t) = fzj(s)ds = (—1)"+jf w(s)_le(s)b(s)ds.
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Eine Losung der inhomogenen DGL erhalten wir nun durch

We) = 0 = Dluevo = Z( 1y J()f (). 0

j=1

Ist y”/(x) + a;(x)y’ + apy = b(x) eine lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung und (u;(t),u,(t)) ein Fun-
damentalsystem fiir die zugehorige homogene Differenzialgleichung, dann erhalten wir eine Losung also durch den

Ausdruck
we) = —uy(0) J b(s)HZ(s)d e J LIOTIO P

w(s)

Als konkretes Anwendungsbeispiel betrachten wir die leferenzialgleichung
y"” —cos(x)y’ +sin(x)y = sin(x).
Wie wir oben gezeigt haben, ist durch
u (£) =0 und  uy(t) = e (t)

mit ¢(t) = f Ot e~"¢) ds ein Fundamentalsystem der entsprechenden homogenen DGL gegeben. Fiir die Wronski-

Determinante erhalten wir

_ ul(t) uz(t) _ esm(t) esin(t)¢(t)
e = det(uﬁ(t) U'z(t)) = (cos(t)esm(f) 1+cos(t)¢(t)esin(t))

= ™. (14 cos(t)p(t)e™™ ) —cos(t)e™™ ) - e (1)
— esin(t) + Cos(t)d)(t)eZsin(t) _Cos(t)¢(t)625in(t) — esin(t) ,

wobei der Eintrag rechts unten in der Matrix durch die Rechnung u;,(t) = cos()es™ D (£)+e5mO ¢’ (¢) = cos(t)e O p (¢)+
esin(0e=sin(t) — cos(t)es ™ (t) + 1 zu Stande kommt. Einsetzen in die Losungsformel von oben liefert

w(t) = —uy(t )J b(s)uz(s)d +u2(t)f b(?jél)(s) _
t . sin(s) t . t t
_esin(t)J —sm(s)eq:igge ds + ¢ (t)esn®) J —Zl:r.((i)) e ds = —eSi“(t)f sin(s)¢(s)ds+¢(t)eSi“(t)J sin(s)ds =
0 0 0 0

_esin(t) f sin(s)¢(5) ds — ¢(t)esin(t) cos(t).
0

Wir berechnen das erste Integral durch Betrachtung des zweidimensionalen Integrationsbereichs
A={(r,s)€R?|0<r <s<t} Esist

J sin(s)¢(s)ds = J. sin(s)(J e_sm(r)dr) ds = J. sin(s)e” "M d(r,s) =
0 0 0 A

f e~ sin() (J sin(s)ds) dr = —J e 5 (cos(t) —cos(r)) dr =

0 r 0

—cos(t)f e_sm(r)dr—J e S (—cos(r))dr = —cos(t)qf)(t)—[e_sm(r)](tJ = —cos(t)qb(t)—e_sm(f)+1.
0 0




Setzen wir dies ein, so erhalten wir
w(t) = —eO.(—¢p(t)cos(t) —e ) +1)—p(t)e ™ cos(t) =
eMOp(t)cos(t) + 1 — e —p()e MO cos(t) = 1—enO),
Dies zeigt, dass auch die konstante Funktion (i, + w)(t) = e 4 (1 — %)) = 1 eine spezielle Losung der DGL ist.

Als nichstes betrachten wir speziell inhomogene DGLs n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, also Gleichungen
der Form
YO +aq y* V4 +ayy +ay = b(x)

mit einer stetigen Funktion b : I — C auf einem offenen Intervall I C R. Wir fiihren fiir eine solche Gleichung die
folgende abkiirzende Schreibweise ein: Es sei p = x* + a,_;x*! + ... + a; x + a,, das charakteristische Polynom der
entsprechenden homogenen linearen DGL. Dann schreiben wir die DGL oben in der Form p(;—x) y = b(x). Zunéchst
bemerken wir

Lemma 6.4
(i) Fiir jedes A € C gilt %(e“) = Qelt,

(ii) Fiir jedes Polynom p € C[t] und jedes A € C gilt
p (%) M = pA)et.

Beweis: zu (i) Fiir A € R folgt die Aussage unmittelbar aus der bekannten Ableitungsregel fiir die Exponentialfunk-
tion. Sei nun A € C und A = a +ib die Zerlegung von A in Real- und Imaginarteil. Dann gilt

%(e“) = %(e(‘”ib)t) = aa—x(e“t(cos(bt)+isin(bt))) =

ae® cos(bt) + e (—bsin(bt)) +iae* (sin(bt) + bie* cos(bt)) =
(a+ib)e* cos(bt)+i(a+ib)e* sin(bt) =
(a+ib)e®(cos(bt) +isin(bt)) = (a+ib)el@®t = pelt,

zu (i) Seip =3, _,a.x*. Durch Anwendung von (i) erhalten wir

n

O\ _ N o\ _ kAt _ At
p(a)e = Zak(a)e = Zakle‘ = p(A)e™. O

k=0 k=0

Lemma 6.5 Seienm € NN, by,...,b,, : I — C stetige Funktionen auf einem offenen Intervall
ICR,b= Z;":l b; deren Summe und p € C[x]. Fiir 1 <i < m sei v; eine Losung der DGL

p(&)y = bj(x). Dann ist ¢ (x) = 3}, 4p;(x) eine Lésung von p(x)y = b(x).

Beweis:  Aus der Linearitit des Operators % folgt unmittelbar die Linearitét von p(%), d.h. fiir hinreichend oft
differenzierbare Funktionen v, und A € C gilt

p(2)w+d = p(5)wp(5)  wd p(S)aw = (=)W




Damit ergibt sich die Aussage aus der Rechnung

0 U m i m
P(a)(;wj(x)) = ;p(a)(wj(x)) - jzzlbj(x) _ b, .

Satz 6.6 Seien p € C[x], c € Cund u € C mit p(u) # 0.

(i) Die DGL p (£ )y = ce™ hat y(t) = 5{;e* als Losung.

(ii) Sei allgemeiner m € IN und f : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m. Dann hat
die DGL p (aa—x) y = f(x)e"* eine Losung der Form vy(x) = g(x)e”~, mit einer geeigneten
Polynomfunktion g vom Grad m.

Beweis: zu (i) Dies folgt direkt aus der Rechnung

(L0 = p(2)otor = T

wobei im zweiten Schritt Lemma (ii) angewendet wurde.

zu (ii) Hier fiihren wir den Beweis durch vollstindige Induktion tiber m = grad(f), wobei der Fall m = 0 durch (i)
bereits erledigt ist. Sei nun m € IN, und setzen wir die Aussage fiir Polynomfunktionen vom Grad < m — 1 voraus.
Nach Lemma existiert eine Polynomfunktion f; vom Grad m mit

p(2)amey = pwen

Fiir ein geeignetes c € C ist f; = f — cf;, eine Polynomfunktion vom Grad < m — 1. Wir konnen die Induktionsvor-
aussetzung anwenden und erhalten eine Polynomfunktion g; vom Grad < m — 1 mit

0
p(a)(gl(t)e‘“) = file)e".

Setzen wir nun g(t) = ct™ + g,(t), dann ist g eine Polynomfunktion vom Grad m, und es gilt

0 %} %}
Jeoe) = affJeeerna(uor -
P(at)(g( )e) = ep( 5 )@ +p( o ) (aa(0)e)
cfo()e" + fr()e = f(t)e. O
Als Anwendungsbeispiel bestimmen wir eine Losung der DGL dritter Ordnung
111

y"—2y"—2y'+2y = 2sin(x).

Setzen wir p = x® — 2x2 — 2x + 2, dann erhilt man diese Gleichung wegen e™* = cos(x) + i sin(x) als Imaginérteil
0 .
o = 2.
p(ax)y

von




Es gilt p(i) =i —2i2—2i +2=—i+2—2i + 2 = 4—3i # 0. Nach Satz @) ist Ye(x) = }%e“ eine Losung der
komplexen DGL. Wegen

2 _ 2 _24430) | i
b0 a3 @s@rm . BETOD
gilt
Yo(t) = =(8+6i)(cos(t) +isin(t)) = (& cos(t)— = sin(t))+i(m cos(t) + = sin(t)).

Also ist der Imaginérteil von ¢ ¢(t), und damit eine Losung der reellen Ausgangsgleichung, gegeben durch

Y(t) = Zcos(t)+ < sin(t).

Kommen wir nun zum letzten Thema dieses Kapitels, der Floquet-Theorie. Hier untersucht man die Lésungsmengen
von linearen System der Form

Yy o= Ay

wobei A : R — M, ik eine stetige periodische Funktion bezeichnet, also eine stetige Funktion mit der Eigenschaft,
dass ein w € R* existiert, so dass A(t + w) = A(t) fiir alle t € R erfiillt ist. Eine solche Funktion bezeichnen wir auch
als w-periodisch. Die Theorie basiert auf der folgenden grundlegenden Eigenschaft des Matrix-Exponentials.

Satz 6.7 Fiir jede Matrix C € GL,(C) existiert eine Matrix B € M, ¢ mit e® = C.

Beweis: Wir wissen bereits, dass jede quadratische Matrix {iber C &hnlich zu einer Matrix in Jordanscher Normalform
ist. Es gibt also eine Matrix J € M,, ¢ in Jordanscher Normalform und eine Matrix T € GL,(C) mit C = TJ T~ Wie
wir bereits im Beweis von Folgerung gesehen haben, ist die Konjugation einer Matrix mit T vertauschbar mit
dem Einsetzen in die Exponentialreihe. Ist also B; € GL,(C) eine Matrix mit e®1 = J, dann folgt e”® 7 = TeAi T~ =
TJT™! = C. Aus diesem Grund geniigt es, die Aussage fiir eine Matrix J € GL,(C) in Jordanscher Normalform zu
beweisen.

Sei r € N, und seien Jy,...,J, die Jordanblocke von J entlang der Hauptdiagonalen. Wie in § 5 schreiben wir jede
Jordanmatrix in der Form J; = A E,, + F,, , wobei E, € GL, (C) die Einheitsmatrix und F,, € M,, ¢ die nilpotente
Matrix mit der ersten Nebendiagonalen aus Einsen bezeichnet (siehe Seite [66). Weil J invertierbar ist, gilt A, # 0
fiir 1 < k < r. Offenbar geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes k jeweils eine Matrix By, € M,, ¢ mit eBr = J, existiert.
Bezeichnet dann némlich B die Matrix mit den Blécken B, ..., B, auf der Hauptdiagonalen, dann ist e® = J erfiillt.

Sei also J = AE, + F,, vorgeben, mit n € IN und A € C*. Wir zeigen, dass eine Matrix B € M, ¢ mit eB = J existiert.

__1)k+1 . L.
;:1 ( 1,3 zK. Aus der Funktionentheorie ist

bekannt, dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1 besitzt und durch die Gleichung In(1 + z) = f(z) mit dem

Dazu betrachten wir die Potenzreihe f € C[[x]] gegeben durch f(z) =

komplexen Logarithmus zusammenhéngt. Sei U € M, ¢ die Menge aller Matrizen der Form E, + C mit der Eigen-

schaft, dass f (C) beziiglich der Zeilensummennorm in M,, ¢ konvergiert. Dann erhalten wir auf U eine matrixwertige

Funktion, indem wir

(_1 k+1
k

2% definieren.

In(E,+C) = f(C) = >
k=1
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Auf Grund der Identitit exp(1 + In(z)) = exp(f (z)) = 1 + z im Potenzreihenring C[[z]] gilt e™® = A fiir alle A€ U.

Sei nun
1 )k+1

(
B = (InA)-E, +E T n.
WegenF;l:OgiltEn+%€Uund

( 1)k+1
kAk Fa

B = (InA)-E, +Z (1nk)-En+ln(En+%).

Durch Einsetzen in die Exponentialreihe erhalten wir
F
ef = UnME EAF/A) AE(E+7") = AE, +F, = J. i

Man beachte, dass fiir vorgegebenes C € GL,(C) die Matrix B € M,, ¢ mit e’ = C natiirlich nicht eindeutig bestimmt
ist, da beispielsweise auch B + 2nimE,, fiir jedes m € Z die Gleichung erfiillt.

Satz 6.8 (Satz von Floquet)

Sei w € R" und A: R — M, ¢ eine w-periodische stetige Funktion. Dann existiert eine c-
periodische stetig differenzierbare Funktion p : R — GL,(C) und eine Matrix B € M, ¢, so dass
durch ®(t) = p(t)e® ein Fundamentalsystem von Losungen von y’ = A(x)y gegeben ist.

Beweis: Sei @ : R — M, ¢ ein beliebiges Fundamentalsystem von Losungen. Definieren wir eine weitere Funktion
¥:R— M, ¢ durch ¥(t) = &(t + w), dann zeigt die Rechnung

V() = d(t+w) = Alt+w)d(t+w) = AR)¥(t) ,

dass die Spalten von ¥ ebenfalls ein System von Losungen bilden. Da ® ein Fundamentalsystem ist, ist ®(t) fiir alle
t € R invertierbar. Auch ¥(t) = ®(t + w) ist somit fiir jedes t € R invertierbar, was zeigt, dass es sich auch bei ¥
um ein Fundamentalsystem handelt. Es existiert also eine Matrix C € GL,(C) mit ®(t + w) = ¥(t) = ®(t)C fiir alle
teR.

Nach Satz existiert eine Matrix B € M, ¢ mit e*® = C. Definieren wir eine Funktion p : R — GL,(C) durch
p(t) = ®(t)e B, dann gilt ®(t) = p(t)e'®, und die Rechnung

plt+w) = &(t+w)e P = o)Ce P = ()P TF = d(t)e® = p(b)
zeigt, dass die Funktion w-periodisch ist. Weil die Funktionen ® und t — e3¢
fiir p. m|

stetig differenzierbar sind, gilt dasselbe

Folgerung 6.9
(i) Das Fundamentalsystem ¢ aus Satzist durch seine Werte auf einem abgeschlossenen
Intervall der Form [¢t,, t, + w] eindeutig festgelegt.

(i) Sind ®,¥ ein Fundamentalsysteme von y’ = A(t)y, und ist B € M, ¢ mit ®(t + w) =
®(t)e“”, dann existiert eine zu B dhnliche Matrix B, € M,, ¢ mit ¥(t + w) = ¥(t)e®’r.




Beweis: zu (i) Wie wir im Beweis des Satzes gesehen haben, existiert eine Matrix C € GL,(C) mit ®(t+w) = ®(t)C.
Insbesondere gilt also C = ®(t,) " ®(t,+w). Seinun B € M, ¢ eine Matrix mit e“B = C. Die w-periodische Funktion
p : R — GL,(C) kann nun durch die Gleichung p(t) = ®(t)e™*® auf [t,, t, + w] bestimmt werden und liegt somit auf
ganz R fest. Damit auch ®(t) = p(t)e*® auf ganz R festgelegt.

zu (ii) Da ® und ¥ beides Fundamentalsysteme sind, existiert eine Matrix S € M,, ¢ mit ¥(t) = &(¢t)S fiir alle t € R.
Die Voraussetzung ®(t + w) = ®(t)e®® liefert nun

U(t+p) = d(t+p)S = &(t)e®BS = &(t)SS'e®BS = W(t)e®S BS

fiir alle t € R. Die Matrix B; = S™'BS hat also die gewiinschte Eigenschaft ¥(t + w) = ¥(t)e*? fiirallet € R. O

Folgerung 6.10 Seien die Bezeichnungen wie in Satz Dann erhalt man durch die Zuord-
nung ¢ — p eine bijektive lineare Korrespondenz zwischen den Losungen des Systems 2z’ = Bz
und den Losungen des periodischen Systems y’ = A(x)y. Man bezeichnet diese Zuordnung als
Lyapunov-Transformation.

Beweis: Offenbar ist die Abbildung ¢ — py linear. Sei nun ¢ : R — C" eine stetig differenzierbare Funktion und
Y = py. Wegen p(t) = ®&(t)e B! gilt p’(t) = A(t)®(t)e Bt + &(t)e B!(—B) = A(t)p(t) — p(t)B fiir alle t € R. Wir
erhalten die Aquivalenz

P istLosung von y' = A(x)y < ¢Y'(t)=Alty(t) <
p'(De(0)+p()¢’ () =Ap(e(t) < ¢ (O)=p) " (Ap(O)—p'()) p(t) <
@' () =p(O) " (Ap() —(ADP(D) —p(t)B) ¢(t) < ¢'(0)=p(t) 'p(t)By(t) <
©'(t)=Bp(t) < ¢ ist Losung von z’ = Bz. O

Die Eigenwerte der Matrix B in Satz werden charakteristische Exponenten des periodischen Systems y’ =
A(x)y. Man beachte, dass diese nicht eindeutig bestimmt sind, weil B nicht eindeutig ist. Die Eigenwerte der Matrix
C = ¢“ nennt man die charakteristische Multiplikatoren. Diese sind durch das periodische System eindeutig
bestimmt. Ist ndmlich ¥ ein beliebiges anderes Fundamentalsystem, dann existiert nach Folgerung eine zu B
dhnliche Matrix B; mit W(t + w) = ¥(t)e®?r. Die Matrix D = e®B1 ist zu C ahnlich. Ist ndmlich T € GL,(C) eine
Matrix mit B, = TBT*, dann folgt D = e®"87' = Te®BT~1 = TCT™!. Als zu C #hnliche Matrix besitzt D dieselben
Eigenwerte.

Als Polynom mit w-periodischen Koeffizienten vom Grad m € IN; bezeichnen wir eine Funktion f : R —» K
der Form f(t) = a,,(e)t™ + ... + a;(t)t + ay(t), wobei a; : R — K jeweils eine stetige Funktion mit a;(t + w) =
a;(t) fiir alle t € R bezeichnet. Wir verwenden denselben Ausdruck auch fiir eine Funktion F : R — K", deren n
Komponentenfunktionen F, : R — K (1 < £ < n) diese Gestalt haben.




Folgerung 6.11 Seien die Bezeichnungen wie in Satz gewahlt, sei A € C ein charakteri-
stischer Exponent und sei r € IN die algebraische Vielfachheit von A als Eigenwert von B. Dann
gibt es ein linear unabhéngiges Tupel (¥, ..., y,_;) von Losungen von y’ = A(x)y der Form

Y(t) = ehfk(t) >

wobei f; : R — C" jeweils ein Polynom vom Grad < k mit w-periodischen Koeffizienten ist.

Beweis: Nach Folgerung erhalten wir durch ¢ — py eine lineare Bijektion zwischen den Losungen von 2’ =
Bz und den Losungen von y’ = A(x)y. Nach Satz existiert ein linear unabhéngiges Tupel (g, ..., ¢,_1) von
Losungen von z’ = Bz der Form @, (t) = e p,(t), wobei p; : R — C" jeweils (komponentenweise) ein Polynom vom
Grad < k mit konstanten Koeffizienten ist. Weil die Matrix p(t) € GL,(C) aus w-periodischen Koeffizienten besteht,
erhalten wir durch f,(t) = p(t)pi(t) ein Polynom vom gleichen Grad wie p;(t) mit w-periodischen Koeffizienten.
Dies zeigt, dass die Losungen v, (t) = p(t)pi(t) = p(t)e* pi(t) = e* fi(t) die angegebene Form haben. Auf Grund
der Invertierbarkeit von p(t) und der linearen Unabhéngigkeit von (g, ..., ¢,_1) ist auch das System (v, ..., Yx)
linear unabhéngig. |

Selbst wenn die Matrix A(t) des periodischen Systems reell ist, handelt es sich bei der Matrix B aus Satz im
Allgemeinen um eine komplexe Matrix. Es gilt aber

Satz 6.12 Seiw €R" undA:R — M,  eine w-periodische stetige Funktion. Dann existiert
eine 2w-periodische stetig differenzierbare Funktion p : R — GL,(IR) und eine Matrix B € M, ,
so dass durch ®(t) = p(t)e'® ein Fundamentalsystem von Lésungen von y’ = A(x)y gegeben
ist.

Beweis: Auf Grund des Satzes von Floquet existiert eine w-periodische Funktion q : R — GL,(C) und eine
Matrix B; € M, ¢, so dass ¥(t) = g(t)et® ein Fundamentalsystem von Lésungen von y’ = A(x)y ist. Wie wir im
Beweis des Satzes gesehen haben, kdnnen ausgehend von einem beliebigen Fundamentalsystem ¥ die Funktion g und
die Matrix B, so gewihlt werden, dass die Gleichung ¥(t) = q(t)e'® erfiillt ist. Als reelles lineares System besitzt
¥y’ = A(x)y auch ein reelles Fundamentalsystem ¥ : R — GL,(RR), und nach Ersetzung von ¥ durch ¥W¥(0)! kénnen
wir auSerdem ¥(0) = E, annehmen.

Seinun B =Re(B;) = %(B1 +B;) und p(t) = ¥(t)e 8. Dann ist p reellwertig, weil ¥ reellwertig ist und B € M, g gilt.
Nun ist e“®1 wegen ¥(w) = ¥(0)e“"t = e’ und ¥(w) € M, i eine reelle Matrix. Es gilt also e®%1 = e©Bi = 51,
Die Rechnung

p(t+2w) = Y(t+2w)e 2B = Yt +w)ePre 2B B =
\I’(t)ewBl ewBl e—ZwB e—tB — \Ij(t)ewBlewél e—ZwBe—tB — \P(t)ew(Bl-%—Bl)e—ZcoBe—tB —
U(t)e?Be2@Be™B = w(t)e™® = p(t).
Dies zeigt, dass es sich bei p um eine 2w-periodische Funktion handelt. |




Die Floquet-Theorie kann auch auf Differenzialgleichungen héherer Ordnung mit periodischen Koeffizienten ange-
wendet werden. Wir betrachten eine DGL der Form

y'+alx)y’+b(x)y = 0

mit stetigen, w-periodischen Funktionen a,b : R — R. Das zugehorige System erster Ordnung ist dann gegeben

0 1
Alx) = (mu)—am)

Ist (v (t),,(t)) ein Fundamentalsystem von Losungen der Differenzialgleichung zweiter Ordnung, dann ist

durch y’ = A(x)y mit der Matrix

o0 Uuo wug

Pi(t) Po(t)

ein Fundamentalsystem von Losungen des Systems y’ = A(x)y. Wéhlen wir die Funktionen 1; und 1, so, dass
Y1(0) = 1, ¥7(0) = 0, ¥»(0) = 0 und 1,(0) = 1 erfiillt ist, dann gilt (0) = E,. Sei C = ®(w) € M,p. Wir
unterscheiden die folgenden Einzelfalle.

(i) Die Matrix C besitzt zwei verschiedene Eigenwerte A, A,, entweder beide reell oder beide nichtreell und
konjugiert-komplex. Dann existiert eine Matrix B € M, ¢ mit zwei verschiedenen Eigenwerten u,, u, € C und
e“P = C, wobei e = A, fiir j = 1,2 gilt. Nach Folgerung gibt es stetig differenzierbare w-periodische
Funktionen p;,p, : R — C, so dass durch ;(t) = p;(t)e** und ,(t) = p,(t)e*?* ein Fundamentalsystem
von Losungen der DGL gegeben ist.

(ii) Die Matrix C besitzt nur einen Eigenwert A € R, mit geometrischer Vielfachheit 2. Dann gibt es wie in Teil
(i) ein Fundamentalsystem von Losungen der Form 1), (t) = p;(t)e*t und ¢,(t) = p,(t)e”’, mit u € C und
w-periodischen Funktionen p;,p, : R — C.

(iii) Die Matrix C besitzt nur einen Eigenwert A € R, mit geometrischer Vielfachheit 1. In diesem Fall existiert ein
Fundamentalsystem von Losungen der Form

Pr(£) =pi(t)e ,  Py(t) = (po(t) + ps(t)t)e

mit y € C und w-periodischen Funktionen p,,p,,p3 : R — C.

Ein wichtiger Spezialfall der oben angegebenen Differenzialgleichung zweiter Ordnung ist die Hillsche Differen-
zialgleichung
y'+b(x)y = O0.

In diesem Fall ist die Spur der Matrix A(x) im zugehorigen System erster Ordnung konstant gleich null. Nach Propo-
sition folgt daraus fiir die Wronski-Determinante w(t) = det®(t) = w(0) = 1 fiir alle t € R, insbesondere also
detC = w(w) = 1. Die charakteristischen Multiplikatoren A;, A,, also die Eigenwerte der Matrix C, erfiillen dann
die Gleichung A, A, = 1, und dementsprechend gibt es charakteristische Exponenten u, u, € C mit u; + u, = 0. Die
Félle (ii) und (iii) konnen dann also nur mit y = 0 auftreten.




§ 7. Autonome Differenzialgleichungen

Zusammenfassung. Ein autonomes System von Differenzialgleichungen unterscheidet sich von einem allge-
meinen System y’ = f(x,y) dadurch, dass die Funktion f auf der rechten Seite nicht von x abhingt. Bei der
Untersuchung solcher Systeme interessiert man sich vor allem fiir die Bildkurven von Losungen des Systems,
die als Trajektorien bezeichnet werden. Gelten die Voraussetzungen des Eindeutigkeitssatzes, dann zerfallt der
Definitionsbereich des Systems in die Trajektorien. Diese Zerlegung wird Phasenportrait genannt. Autonome
Systeme spielen in der Physik eine wichtige Rolle, wo sie zur Beschreibung von Systemen der Klassischen
Mechanik oder der Quantenmechanik verwendet werden.

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Ergenisse

— autonomes System von Differenzialgleichungen - Translationsinvarianz von Losungen eines autono-

Syst
— (lokale) Lipschitz-Stetigkeit men systems

— Klassifikation der Trajektorien (einelementig,

~ Ruhelage eines autonomen Systems periodisch, offene {iberkreuzungsfreie Kurve)

— Fluss und Trajektorien eines autonomen Systems, _ pyistenz des Phasenportraits
negative und positive Halbtrajektorie

h o — Verlauf von Losungen in Niveaumengen von Erhal-
— Phasenportrait eines autonomen Systems tungsgrofen
— Erhaltungsgrofle bzw. erstes Integral

— kanonische Hamiltongleichungen und Hamilton-
funktion

Definition 7.1 Ein autonomes System von Differenzialgleichungen ist ein System der Form
y' = f(y), wobei f : D — K" eine stetige Funktion auf einer offenen Teilmenge D C K"
bezeichnet.

Eine Funktion f : D — K" auf einer Teilmenge D C K" wird Lipschitz-stetig genannt, wenn eine Konstante L € R*
existiert, so dass ||f (y)— f ()|l < L|ly — 7|l fur alle y, ¥ € D erfiillt ist. Von einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion
sprechen wir, wenn fiir jeden Punkt y € D eine Umgebung U, € K" existiert, so dass f| PN, jeweils Lipschitz-stetig
ist.

Lemma 7.2 Seiy’ = f(y) ein autonomes System von Differenzialgleichungen mit einer lokal
Lipschitz-stetigen Funktion f. Sei ¢ : I — D eine Losung des Systems, definiert auf einem offenen
Intervall I = ]Ja, B[ € R.

(i) Seia €I und c = p(a) € D. Genau dann ist ¢ konstant, wenn f(c) = 0 ist. Die Punkte
¢ € D mit dieser Eigenschaft werden die Ruhelagen des Systems genannt.

(ii) Fiir jedes 7 € R ist auch die Funktion ¢, auf dem Intervall I, = Ja — 7, § — 7[ definiert
durch ¢ (t) = ¢(t + 7) eine Losung des Systems.
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Beweis: zu (i) Da es sich bei ¢ um eine Losung des Systems handelt, gilt p’(t) = f((t)) fir alle t € I. Ist
konstant, dann gilt f(¢(t)) = ¢’(t) = 0 fiir alle t € I und damit insbesondere f(c) = f(p(a)) = 0. Setzen wir
umgekehrt f(c) = 0 voraus, dann ist die konstante Funktion ¢ : R — D gegeben durch ¢(t) = c fiir alle t € R
offenbar eine Losung mit y)(a) = c. Aus Satz dem Eindeutigkeitssatz, folgt dann ¢(t) =y(t) =c firalle t € 1.

zu (ii) Seit:I. — I gegeben durch ¢(t) =t + 7 fiir alle t € I.. Dann ist ¢, = ¢ o, und die Kettenregel liefert

() = (po)(t) = QW VO=¢ )1 = ¢(t+7) = flet+7)
= fllpo)(®)) = flo(1))

fiir alle t € I... Dies zeigt, dass @, eine Losung des Systems ist. m|

Satz 7.3 Sei D C K" offen und f : D — K" eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Fiir alle
(a,b) e RxDseig, : I, , — D die maximale Losung des durch y” = f(y) und (a, b) definierten
Anfangswertproblems, mit dem offenen Intervall I, , = Ja(a, b), (a, b)[. Dann gilt fiir alle 7 €
R und alle (a,b) € R x D jeweils I,_ , = ]Ja(a,b)—7,B(a, b) — [ und fiir alle t € I, jeweils
@a—f,b(t —7)= @a,b(t)-

Beweis: Nach Lemma ist die auf I = Ja(a, b) — 7, B(a, b) — 7[ definierte Funktion v(t) = ¢, ,(t + 7) jedenfalls
eine Losung des Systems, mit Y)(a—17) = ¢, ,(a) = b. Nehmen wir an, die Lésung ist nicht maximal, und es gibt eine
Fortsetzung  : J — D auf ein offenes Intervall J 2 I. Dann wiirden wir durch t — +)(t —7) eine Fortsetzung von ¢,
auf ein echt grofSeres offenes Intervall als I, ;, erhalten, im Widerspruch zur Maximalitat. Aus dem Eindeutigkeitssatz,
Satz folgt 1) = @, p, und somit ¢, ,(t —7) =P(t —7) = @, ,(t) fiiralle t €I . O

Wir fiihren nun zwei wichtige neue Grundbegriffe ein.

Definition 7.4 Seien die Bezeichnungen wie in Satz gewahlt. Fiir jedes b € D setzen wir
a(b) = a(0,b), B(b) = (0, b) und I, = Ja(b), B(b)[ = I, ;. Weiter sei

D={(t,b) | beD,t €I,}.

Dann wird die Funktion ¢ : D — K" gegeben durch ®(t, b) = ¢ ;(t) der Fluss des autonomen
Systems y’ = f(y) genannt.

Definition 7.5 Seien die Bezeichnungen wie in Definition [7.4] gewahlt. Eine Teilmenge T C D
wird Trajektorie des Systems y’ = f () genannt, wenn ein b € D mit T = ¢ ,(I,) existiert. Die
Teilmengen

T(b)=¢op(Ja(b),0])  bzw.  T7(b) = ([0, (D)D)

werden negative bzw. positive Halbtrajektorie des Systems genant.




Satz 7.6 Seien die Bezeichnungen wie in Definition gewahlt. Dann gilt fiir jedes b € D
jeweils

(i) Ist T~(b) in ein einer kompakten Teilmenge von D enthalten, dann folgt a(b) = —oco.
(ii) Ist T*(b) in einer kompakten Teilmenge von D enthalten, dann folgt (b) = +oco.

(iii) Ist a(b) endlich, dann ist T~(b) unbeschriankt, oder der Rand von D ist nichtleer, und es
gilt lim,_, () d(p(t),dD) = 0.

(iv) Ist B(b) endlich, dann ist T*(b) unbeschrinkt, oder der Rand von D ist nichtleer, und es
gilt lim,_, gy d(¢(t),0D) = 0.

Beweis: Wir konnen dem autonomen System y’ = f(y) ein nicht-autonomes System y’ = g(x, y) zuordnen, indem
wir eine Funktion g : R x D — K" durch g(x,y) = f(y) definieren. Jeder Losung ¢ : I — D des urspriinglichen
Systems ordnen wir eine Losung ¢ : I — R x D des neuen Systems zu durch ¢(t) = (t, ¢(t)) fiir alle t € I. Offenbar
ist ¢ genau dann eine maximale Losung, wenn dies auf ¢ zutrifft. Auf die Losung ¢ kénnen wir nun Satz[3.14 und
Proposition anwenden. Ist T~(b) in einer kompakten Teilmenge von D enthalten, so verlédsst ¢ nur dann jedes
Kompaktum nach links, wenn a(b) = —oo erfiillt ist. Dies beweist die Aussage (i), und ebenso erhilt man (ii).

Ist a(b) endlich, dann ist ¢ fiir t — a(b) auf Grund der Proposition unbeschrankt, oder (R x D) ist nichtleer, und

es gilt lim,_,,5)d((t, p(t)),d(R x D)) = 0. Daraus folgt, dass T~ (b) unbeschrénkt ist, oder es gilt D # & und

lirr(lb)d(go(t), dD) = 0. Dies zeigt die Giiltigkeit der Aussage (iii), und ebenso erhélt man (iv). |
t—al

Proposition 7.7  Seien die Bezeichnungen wie in Definition gewdhlt. Dann ist auf der
Menge D durch
b~c & dtel,:®(t,b)=c

eine Aquivalenzrelation auf D definiert, und fiir jedes b € D ist die Aquivalenzklasse [b] genau
die Trajektorie T(b) des Systems.

Beweis: Wir iiberpriifen die drei Bedingungen fiir eine Aquivalenzrelation. Fiir alle b € D gilt ®(0, b) = $0,5(0) =D,
also b ~ b. Dies zeigt, dass die Relation ~ reflexiv ist. Seien un b,c € D mit b ~ c. Dann existiert ein s € I}, mit
¢o,p(s) = ®(s,b) = c. Folglich ist ¢q ), = ;.. Mit Satz $o.c(t) = ¢, (t +5) fiir alle t € I, insbesondere also
©o.c(—8) = 5 (0) = ¢4 ,(0) = b. Es ist —s also ein Element von I, mit ®(—s,c) = ¢, (—s) = b; daraus folgt ¢ ~ b.
Damit haben wir nachgewiesen, dass die Relation ~ symmetrisch ist.

Zum Nachweis der Transitivitit seien b,c,d € D mit b ~ ¢ und ¢ ~ d vorgegeben; zu zeigen ist b ~ d. Nach
Vorausetzung gibt es t; € I, und t, € I, mit g ;(t;) = ®(t1,b) = c und @, (t;) = ®(t,,¢) = d. Es folgt ¢q , = ¢, .
und g = ¢y, 4- Durch zweimalige Anwendung von Satz erhalten wir ¢ (t) = ¢, (t +t;) fiir alle ¢t € I, und
©0,4(t) = ¢, q(t +1t,) fir alle t € ;. Es folgt

Vop(ti+t) = @ (ti+t) = oty = ¢,4(t) = ¢eq(0) = d.

Dies zeigt, dass ®(t; + ty, b) = g ,(t; +t;) = d und somit b ~ d gilt. O
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Aus der Proposition folgt, dass die Trajektorien des Systems eine Zerlegung von D bilden. Diese Zerlegung wird als
Phasenportrait des Systems bezeichnet.

Satz 7.8 Seien die Bezeichnungen wie in Definition|7.4|gew#hlt. Dann gilt fiir jede Trajektorie
T(b) genau eine der folgenden drei Aussagen.

(i) Esist I, = R, @, ist konstant, und b ist eine Ruhelage des Systems. Die Trajektorie
T(b) = {b} ist einpunktig.

(i) EsistI, = R, und ¢, , ist nicht konstant und periodisch. Die Trajektorie T(b) ist also eine
geschlossene Kurve in D.

(iii) Die Abbildung ¢, , ist injektiv. Die Trajektorie ist also eine nicht-geschlossene Kurve ohne
Anfangs- oder Endpunkt.

Beweis:  Ist p,, konstant, dann ist b nach Definiton eine Ruhelage. Die maximale Losung ist dann offenbar auf
ganz R definiert, und nach Definition gilt T(b) = ¢, ,(I;) = o ,(R) = {b}. Setzen wir nun voraus, dass ¢, , weder
konstant noch injektiv ist. Dann gibt es Punkte s, t € I;, mit s < t und g ;,(s) = @ ;(t). Bezeichnen wir diesen Punkt
mit ¢, dann gilt also ¢; . = g, = ¢, .. Nach Satz angewendet auf 7 = t —s, folgt daraus a(0, b) = a(t,c) und
a(0,b) = a(s,c) = a(t — 7,c) = a(t,c) — 7. Dies ist nur méglich, wenn a(0, b) = —oo ist. Ebenso zeigt man, dass
(0, b) = +o0 gelten muss, insgesamt ist also I, = R. Fiir alle ¢t; € R gilt auBerdem

wop(t1) = @5 (t1) = @rrc(t)) = @t +7) = @op(ty +7).
Dies zeigt, dass es sich bei ¢, ;, um eine 7-periodische Losung handelt. |

Im weiteren Verlauf konzentrieren wir uns auf ebene autonome Systeme (n = 2). Hier wird unserer wichtigstes
Ziel weiterhin die Untersuchung der Trajektorien des Systems sein. Der folgende Satz reduziert die Bestimmung der
Trajektorien auf die Losung von eindimensionalen Anfangswertproblemen.

Satz 7.9 Sei D C R? offen und g : D — R? eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Sei b =
(b;, by) € D ein beliebig gewahlter Punkt, und sei T(b) die durch b verlaufende Trajektorie des

Systems y’ = g(y).

(i) Gilt g;(y) # O fiir alle y € D, dann folgt T(b) = {(t,y(t)) | t € J}, wobei ¢ : J — R die

maximale Losung der eindimensionalen DGL y’ = fﬁg ;’; mit ¢ (b;) = b, bezeichnet.

(i) Gilt g,(y) # 0 fir alle y € D, dann folgt T(b) = {(¢(t),t)) | t €J}, wobei ¢ : J — R die

maximale Losung von y’ = ?8 3 mit ¢ (b,) = b; bezeichnet.

Beweis: Sei ¢ : J — R? die maximale Lésung des Anfangswertproblems gegeben durch y’ = g(y) mit ¢(0) = b.
Dann gilt @{(t) = g1(p1(t), 5(t)) und ‘Pé(f) = gy(p1(t), py(t)) fiiralle t € J, aullerdem ¢,(0) = b; und ¢,(0) = b,.
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zu (i) Nach Voraussetzung gilt ¢7(t) = g;(¢(t)) # O fiir alle t € J. Die Funktion ¢, ist also auf ganz J streng
monoton wachsend oder fallend, besitzt somit eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion ¢~ : ¢,(J) — J mit
(p1(b;) = 0. Die Trajektorie durch den Punkt b ist somit gegeben durch

T(h) = {(pi()pa())ted} = {(p1lp7 (), 207 () | x € 1 (J)}
= {(x, (w2097 | x € 91 (N}
Wir miissen also zeigen, dass Y (t) = (¢, 0 cpl_l)(t) die maximale Losung der skalaren DGL y’ = % durch den
Punkt b ist. Zunéchst verlduft 1) wegen Y(b;) = (¢, 0 ¢7')(by) = ¢,(0) = b, tatsdchlich durch den Punkt b.
Aullerdem handelt es sich um eine Losung der DGL, denn fiir alle t € ¢,(J) gilt
/ 1y oo Ly @57 (1))
YO = (popr () = 97 (O) (v () = =S
e 2 ' CHO)
82021917 (), ol (1)) g(y(1)
£1(p1(07(6)), a7 (1)) g (1)’

- gzgx,yg
&0y
fangswertproblems gegeben durch y’ = g(y) und b.

Die Maximalitit der Losung v von y’ ergibt sich unmittelbar aus der Maximalitdt der Losung ¢ des An-

zu (ii) Hier verlduft die Argumentation weitgehend analog: Man verwendet die Tatsache, dass ¢, streng monoton
wachsend oder fallend ist und somit eine stetig differenzierbare Umkehrfunktion ¢! : ¢,(J) — J existiert. Man
rechnet dann nach, dass

T(b) = {((p109,)(x),x)]|x € p,(J)}
gilt, und dass ¢ (t) = (¢, 0 ¢, ')(t) die maximale Lésung von y’ = g;gg mit ¢ (by) = ¢1(p; " (b)) = ¢1(0) = b, ist.

O

In der Regel sind die im Satz unter (i) und (ii) angegebenen Bedingungen nicht auf ganz D erfiillt. Man behilft sich
dann dadurch, dass man g auf gewissen Teilmengen von D einschrankt. Hilfreich ist hierbei die Betrachtung der

Monotoniebereiche
B, = {y€D|fi(y)>0,f(y)>0}
Byw = {yeD|fily)<0,f(y)>0}
B, = {ye€D|fi(y)>0,f(y)<0}
By = {yeD|fi(y)<0,f(y) <0}

(wobei der Index jeweils die ,,Himmelsrichtung“ des Richtungsfeldes angibt), die durch die sog. Isoklinen

I, = {yeD|fily)=0,f(y)>0}
I, = {yeD|fi(y)=0,f(y)<0}
I, = {yeD|fi(y)<0,f(y)=0}
I, = {yeD|fi(y)>0,f,(y)=0}

berandet werden. Betrachten wir beispielsweise das autonome System

Yi=y,(1=y3? , yo=—»(1—-y2)>
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Teil (i) von Satz kann angewendet werden, wenn wir das System auf den Bereich D; = R?\ (I, UI,) =
(R\ {£1}) x (R \ {0}) beschrianken. Auf Grund des Satzes muss dann die skalare Differenzialgleichungen

;o X0y

T ya—xp
gelost werden. Um die Trajektorien durch die noch ausgeschlossenen Punkte zu bestimmen, wenden wir Teil (ii) des
Satzes auf den Bereich D, = R?\ (I,,UI,) = (R \ {0}) x (R \ {£1}). Hier fiihrt uns der Satz noch einmal auf auf
dieselbe Differenzialgleichung (7.1)).

y (7.1)

Die in Satz vorkommenden sklaren Differenzialgleichungen kénnen wie in § 2 durch Differenzialformen ausge-
driickt werden. Die Losungen der Gleichung in Teil (i) sind genau die Losungen der Gleichung g,(x, y)—g,(x, )y’ =
0, und wenn man in Teil (ii) die Variablen x und y vertauscht, so kann die Gleichung dort zu g,(x, y)x'—g;(x,y) =0
umgeformt werden. Beide Differenzialgleichungen kénnen durch

g2(x,y)dx—gi(x,y)dy = 0 (7.2)

zumsammengefasst werden. Eine Funktion 1 : J — R ist genau dann eine Lésung der DGL unter (i), wenn die Kurve
y(t) = (t,4(t)) eine Losung von ist. Ebenso ist ¢ : J — R genau dann eine Losung der DGL unter (ii), wenn die
Kurve y(t) = (¢(t), t) eine Losung von ist. wie wir in § 2 gesehen haben, wird die Bestimmung von Lésungen
durch die Exaktheit der 1-Form w = g,(x,y)dx — g,(x, y)dy, also durch die Existenz einer stetig differenzierbaren
Funktion F : D — R? mit dF = w, vereinfacht. Dies fiihrt uns zu der folgenden

Definition 7.10 Ein ebenes autonomes System wie in Satz [7.9| wird hamiltonsch genannt,
wenn eine stetig differenzierbare Funktion H : D — R mit

J0H oH
_(X,}’)Z_gz(X,J’) und _(X,}’)Zgl(X,)’)
ox dy

existiert. Man nennt eines solche Funktion eine Hamilton-Funktion des Systems.
Die Hamilton-Funktion steht nun mit den Trajektorien von y’ = g(y) in folgendem Zusammenhang.

Satz 7.11 Sei y’ = g(y) ein ebenes autonomes System mit einer lokal Lipschitz-stetigen Funk-
tion g : D — RR? auf einer offenen Teilmenge D € IR?, und sei H : D — R eine Hamilton-Funktion
des Systems. Dann ist H 1angs jeder Trajektorie des Systems konstant.

Beweis: Sei b € D beliebig vorgegeben und ¢ = ¢, die eindeutig bestimmte maximale Lésung von y’ = g(y) mit
p(0) = b. Es sei J C R der Definitionsbereich von ¢. Dann ist die Trajektorie T(b) genau die Bildmenge ¢ (J). Es
geniigt also zu zeigen, dass die Funktion H o ¢ auf J konstant ist. Auf Grund der Losungseigenschaft gilt ¢’(t) =
g(p(t)) fir alle t € J. Mit der mehrdimensionalen Kettenregel erhalten wir fiir alle t € J jeweils

HogY(®) = H(W) ¢/ = Seel0+ S (p(0)g(0)
x Jy

= =@ () +g1(p())es(t) = —g(@(t))g1(w (1)) +g1(p())g2(0(t)) = O. O




Hamiltonsche Systeme kommen vielfach im Rahmen der Klassischen Mechanik vor, wo die Hamilton-Funktion als
die Energie des Systems interpretiert wird und durch Satz die Energieerhaltung zum Ausdruck kommt. Wir
betrachten als Paradebeispiel solcher Systeme das reibungsfreie Pendel im homogenen Schwerefeld.

Gegeben sei eine punktférmige Masse m, die durch eine Metallstange der Lédnge £ mit einem festen Aufhdngungspunkt
verbunden ist und sich unter dem Einfluss der raumlich und zeitlich konstanten, nach unten gerichteten Schwerkraft
Fy.y = —mg bewegt, wobei g die Erdbeschleunigung bezeichnet. Es sei ¢(t) der Auslenkungswinkel zum Zeitpunkt
t, wobei der Wert O der Ausrichtung der Stange senkrecht nach unten entspricht. Die Bewegung der Stange erfolgt
in festen Ebene durch den Aufhdngungspunkt, und die Bewegung der Masse erfolgt auferdem senkrecht zur Stange.
Sehen wir die Bewegung gegen den Uhrzeigersinn als positiv an, dann ist Geschwindigkeit v(t) zu jedem Zeitpunkt
gleich v(t) = £¢’(¢t), und die Beschleunigung entsprechend gleich a(t) = £¢”(t). Die Beschleunigung der Masse wird
verursacht durch die zur Stange orthogonale Komponente F von Fg,,,; diese ist gegeben durch F(t) = —mg sin(p(t)).
Insgesamt erhalten wir auf Grund des Zweiten Newtonschen Gesetzes also die Gleichung

—mgsin(p(t)) = F(t) = ma(t) = mlp”(t) ,
die zu ¢”(t) = —% sin(p(t)) vereinfacht werden kann. Durch passende Normierung der Einheiten kénnen wir uns
auf die Untersuchung der Differenzialgleichung y”” = —sin(y) beschrinken. Diese entspricht dem autonomen System
erste Ordnung
Yio= Y2, Yy, = —sin(y).

Die Variable y; entspricht dem ,,Ort“, die Variable y, dem ,Impuls“ des Systems. Das System besitzt die Hamilton-
Funktion H(y) = % y22 —cos(y; ), wobei der erste Term der , kinetischen Energie“ und der zweite Term der ,,potentiellen
Energie“ entspricht. Die rechte Seite des Systems ist wegen ||(—sﬂv12(y1))|| < II(Q)II = ||y|| linear beschrénkt; nach Satz
[3.16] existieren deshalb alle Lésungen des Systems auf ganz R. Nach Satz [7.11] verl4uft jede Trajektorie vollstédndig

in einer Niveaumenge
N, = {yeR*|Hy)=c¢ = {(yy:)€R?|3y2—cos(y;)=c}.

Die Trajektorien des Systems lassen sich folgendermalien anhand dieser Niveaumengen klassifizieren.

(i) Fiiralle c <—1ist N, =@, wegen 3y2—cos(y;) > —cos(y;) > —1 fiir alle (y;,y,) € R2.

(i) Fir —1 < c¢ < 1 und (y;,y,) € N, ist wegen cos(y;) = c — %yzz > ¢ > —1 jeweils cos(y;) = —1 und somit
y1 = (2k + 1)x fiir ein k € Z ausgeschlossen. Somit ist N, eine disjunkte Vereinigung von Teilmengen der
Form N, N By, mit B, = ](2k —1)7, (2k + 1)n[ x R, wobei k die Menge Z der ganzen Zahlen durchlauft. Wir
konnen uns auf die Beschreibung des Bereichs N, N B, beschranken, denn wegen cos(y;) = cos(y; + 2k) fiir
alle k € Z erhalt man die Trajektorien in den anderen Bereichen durch Translation um ganzzahlige Vielfache
von 27 in x-Richtung.

Fiir die Punkte (y;, ¥,) € N.NB, muss jeweils c+cos(y;) = % y22 > 0 gelten. Die erste Koordinate unterliegt also
der Einschrankung cos(y;) = cos(|y;|) = —c, was zu |y;| < arccos(—c) dquivalent ist. Fiir ¢ — —1 schrumpft
die Lange des zuléssigen Intervall fiir y; also gegen 0, wihrend sich das Intervall fiir ¢ — 1 den Grenzen von
]—m, m[ anndhert. Wegen % y22 < c+cos(y;) < c+1 <2 ist auch die zweite Koordinate beschrénkt. Offenbar
ist N, N B, abgeschlossen, insgesamt also eine kompakte Teilmenge von B,,. Es gilt

N.nBy = {(y1,%v/2(cos(y1) +0) |1y < arccos(—c)}

— 98 —



Fir alle (y4, y,) € N.NB, mit |y, | < arccos(—c) ist y, > 0. Aus Teil (i) von Satzfolgt somit, dass ein ¢ € R*
und eine Funktion v : ]y; —¢,y; + €[ = R mit ¢(y;) = y, existieren, so dass die Trajektorie des Systems
durch den Punkt (y;, ¥,) eingeschrénkt auf ]y; —¢, y; + €[ x R mit dem Graph von ¢ iibereinstimmt. Fiir die
beiden Punkte (y;, y,) € N, N B, mit |y, | = arccos(—c) gilt y, = 0 und —sin(y;) # 0. Aus Teil (ii) von Satz[7.9]
folgt, dass ein ¢ € R* und eine Funktion ¢ : ]—¢, [ — R mit 4(0) = y, existieren, so dass die Trajektorie des
Systems durch den Punkt (y;, 0) eingeschrankt auf R x ]—e, e[ mit {(¢(x),x) | —e < x < ¢} libereinstimmt.

Insgesamt wird N, N By, also durch relativ offene, zusammenhéngende Teilmengen {iberdeckt, deren Punkte
jeweils zu ein- und derselben Trajektorie gehoren, auf Grund der Kompaktheit von N, NB, sogar durch endlich
viele solche Teilmengen. Weil N, N B, offenbar selbst zusammenhédngend ist, besitzt jede dieser Teilmengen
Schnittpunkte mit mindestens einer anderen. Dies zeigt, dass N, N B, insgesamt nur aus einer einzigen Trajek-
torie besteht. Die Trajektorien entsprechen der normalen Pendelbewegung, wobei der Ausschlag umso heftiger
ausfillt, je naher der Betrag |c| dem Wert 1 kommt.

(iii) Fiir ¢ > 1 zerfallt N, in die beiden Teilmengen

N7 ={(r, v2(cos(y)+ ) | y1 €R} und N7 ={(y1,—v/2(cos(y1) +¢)) | y1 € R}.

Ahnlich wie unter (i) kann man zeigen, dass N:r und N beides Trajektorien des Systems sind, also nicht
in weitere Trajektorien zerfallen. Sie entsprechen einem periodisch sich {iberschlagenden Pendel, wobei die
Uberschlagsbewegung beim Durchlauf der Trajektorie N gegen den Uhrzeigersinn und beim Durchlauf der
Trajektorie N~ im Uhrzeigersinn erfolgt.

(iv) Fiir c = —1 erhalten wir die Trajektorien {(216”)} mit k € Z. Diese Ruhelagen entsprechem dem bewegungslos
nach unten hiangenden Pendel; es handelt sich um asymptotisch stabile Ruhelagen.

(v) Fiir die Untersuchung der Niveaumenge N; beschranken wir uns auf den Teilbereich M; = {(¥1,y,) € N. |
—1n < y; < 1}. Diese Menge zerfillt in die vier Trajektorien {(_0“)}, {(g)}, M7 und M;", wobei letztere gegeben
sind durch

My ={(y,—v2(cos(y))+ D)) [—n <y, <7} und M ={(y1, v 2(cos(y;) + 1)) | —m <y, <7}

Dass M; und M* nicht in mehrere Trajektorien zerfallen, zeigt man wiederum auf dhnliche Weise wie unter
(ii). Die beiden Ruhelagen sind instabil; sie entsprechen dem senkrecht stehenden Pendel. In die Trajektorien
M oder M gerat man, indem man das Pendel aus diesem Zustand infinitesimal auslenkt. Das Pendel fiihrt
dann eine Umdrehung aus und kommt in derselben senkrechten Position zum Stillstand. Im Fall M;" erfolgt
die Umdrehung mit, im Fall M} gegen den Uhrzeigersinn.

Nicht jedes autonome System y’ = f(y) mit einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion ist hamiltonsch. Fiir die Be-
stimmung der Trajektorien verwendet man h&ufig auch das folgende schwichere Konzept, dass auch in héherer
Dimension als n = 2 anwendbar ist.




Definition 7.12 Sei D C K" offen und f : D — R" lokal Lipschitz-stetig. Eine stetig differen-
zierbare Funktion E : D — R wird Erhaltungsgréf3e oder auch erstes Integral fiir das System
y' = f(y) genannt, wenn

(VE)),f(y)) = O

fiir alle y € D gilt, wobei VE den Gradienten von E und (-,-) das euklidische Standard-
Sklarprodukt bezeichnet.

Wie die Hamilton-Funktion ist auch jede Erhaltungsgrof3e langs jeder Trajektorie konstant. Ist ndmlich ¢ : J — R”
eine Losung von y’ = f(y), dann gilt fiir alle t € J jeweils ¢’(t) = g(v(t)) und somit

(Eop)(t) = E(e()-¢'(t) = ((VE)¢(t),glp(t)) = o.

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, dass jede Hamilton-Funktion H : D — R eines ebenen autonomen Systems
¥y’ = g(y) mit einer lokal Lipschitz-stetigen Funktion g auf einer offenen Teilmenge D C R? eine ErhaltungsgréRRe
ist, denn fiir alle y € D gilt

i i
(VH)(x,¥),8(x,y)) = %(x,y)gl(x,yH %(x,y)gz(x,y) = —g(x,¥) - g0, y) + g1(x,¥) - g2(x,y) = 0.

Definition 7.13 Sei D = R?\ {(0,0)}, und seien f, g : D — R lokal Lipschitz-stetige Funktio-
nen. Dann ist das dem autonomen System x’ = f(x,y), y' = g(x, y) zugeordnete System in
Polarkoordinaten gegeben durch

r'=pr,¢) , ¢ =q(r¢)

wobei die Funktionen p,q : R* x R definiert sind durch

p(r, ¢)
q(r, ¢)

f(rcos(),rsin(¢)) - cos(¢) + g(r cos(¢), rsin(¢)) - sin(¢)
7 (g(r cos(), rsin(¢)) - cos(¢p) — f (r cos(¢), 7 sin(¢)) - sin(¢))

Die Losung des Systems in kartesischen Koordinaten kann auf die Losung des Systems in Polarkoordinaten folgen-
dermafen zuriickgefiihrt werden.

Proposition 7.14 Seien die Bezeichnungen wie in Definition gewiahlt. Ist nun (x,, y,) €
R2\ {(0,0)}, sind (ry, o) die eindeutig bestimmten Polarkoordinaten des Punktes (x,, y,) in
R* x [0,27[, also xq = rocos(¢y) und y, = rysin(¢,) und ist (uy, u,) eine Losung des System
in Polarkoordinaten mit (u(0), u5(0)) = (ry, ¢y), definiert auf einem offenen Intervall I € R
mit O € I, dann bilden die Funktion v;, v, : I — R gegeben durch

v1(t) = py(£) - cos(ua(t)) 5 vo(t) = py(£) - sinu(t))

eine Losung es urspriinglichen Systems gegeben durch f und g mit (v;(0), v4(0)) = (xg, Yo)-
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Beweis: Die Losung ( vy, vo) durchlauft den Punkt (x,, y,) wegen v;(0) = u;(0) - cos(u,(0)) = rgcos(¢y) = x, und

5(0) = 11 (0)-sin(,(0)) = rosin(¢o) = yo. Wegen u (t) = p(uy(t), uo(t)) und w5 (¢) = q(uy (¢), po(t)) fiiralle t € 1
gilt aullerdem jeweils

Vi) = wi(t)cos(ua(t)) — g (Duy(t) sin(uy(t)) =
Pu1(2), o (t)) cos(ua(£)) — pq (£)q(u (2), pa(£)) sin(uy(t)) =
F(ri(6), (1)) cos(uo(£))? + g(v1 (1), v,(t)) cos(u (1)) sin(uy(t))
—g(1(1), (1)) cos(ua()) sin(ua () + f (n () vo(£)) sinua(£))* = f(v(2), (1))

und durch eine analoge Rechung erhélt man v,(t) = g(v,(t), vo(t)) fir alle t €1. m|

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir das System
X' =y+x(1—-x*>-=y?) , Y =—-x+y(1—x*—y3).
Das zugehorige System in Polarkoordinaten ist v’ = p(r, ¢) und ¢’ = q(r, ¢) mit

p(r,¢) = (rsin(¢)+rcos(¢p)(1—r?))cos(¢p)+ (—rcos(¢p)+rsin(¢p)(1—r?))sin(¢p) =
rsin(¢)cos(¢p) +rcos(¢p)*(1 —r2)—rcos(¢p)sin(¢p) + rsin(¢p)?(1—r?) = r(1—r?)

und

qr,¢) = 3 ((=rcos(¢)+rsin(¢)(1—r*))cos(¢p)—(rsin($) +rcos(¢)(1—r?))sin(¢))

= L(—rcos(¢)?*+rsin(¢)cos(p)(1—r?)—rsin(¢)> —rcos(p)sin(p)(1—r?)) = L(-r) = -1
Das System lautet also r’ = r(1 —r2), ¢’ = —1. Sei nun (x,, yo) € R?\ {(0,0)}, und seien (ry, ) € R" x [0, 27
die Polarkoordinaten des Punkts. Die eindeutige Lésung des Anfangswertproblems ¢’ = —1 und ¢(0) = ¢, ist
s(t) = ¢ — t. Durch Trennung der Variablen findet man fiir das Anfangswertproblem r’ = r(1 —r2) und r(0) = r,
die Losung
o
pi(t) = .

Ve + A —rd)e2t
Fiir das urspriingliche System ist dann

r .

(m(t), »(t)) = 2 (cos(po —t),sin(¢g —t))

ré+(1—ri)e 2t

eine Losung mit (v,(0), v5(0)) = (ry cos(¢y), ro sin(¢g)) = (9, ¥o)-
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§ 8. Stabilitdt von Losungen

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Ergenisse

— (asymptotisch) stabile, instabile, attraktive — einheitliches Stabilitdtsverhalten linearer Systeme
Losung einer Differenzialgleichun . . ) o L

j & & & - Eigenwertbedingung fiir Stabilitét bei linearen

— Ubergangsmatrix eines linearen Systems Systemen mit konstanten Koeffizienten

- Lyapunov-Funktion einer Differenzialgleichung - Satz {iber die linearisierte asymptotische Stabilitét

— direkte Methode von Lyapunov

Definition 8.1 Sein € IN, D C R x R" offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die einer
lokalen Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei a € R. Wir bezeichnen eine Losung ¢ : Ja, +0o[ — R"

von y’ = f(x,y) als

(i) stabil, wenn es fiir jedes ¢ € R* und jedes a > a ein & € R* gibt, so dass zu jedem
Anfangswert b € R" mit ||b — ¢(a)|| < 6 die maximale Losung ¢ mit ¢(a) = b fiir alle
t = a existiert und ||¢ (t) — @ (t)|| < ¢ fiir alle t > a gilt. Ansonsten wird die Losung ¢ als
instabil bezeichnet.

(ii) attraktiv, wenn es fiir jedes a > a ein 6 € R* gibt, so dass zum jedem Anfangswert
b € R™ mit ||b — p(a)|| < 6 die maximale Losung ¢ mit ¢(a) = b fiir alle t > a existiert
und

tllgrnoo lp()—p()| = O erfiillt ist.

(iii) asymptotisch stabil, falls ¢ stabil und attraktiv ist.

Am einfachsten lasst sich die Bedeutung dieser Begriffe veranschaulichen, wenn das System autonom ist und es
sich bei ¢ um eine konstante Losung des Systems handelt. In diesem Fall wird der konstante Wert der Losung als
Ruhelage bezeichnet. In diesem Fall bedeutet die Stabilitdt von ¢ (bzw. der Ruhelage), dass fiir jeden e-Ball um den
Ruhepunkt ¢ ein 6-Ball um ¢ gewahlt werden kann (mit 6 < ¢), so dass jede Losung, die in diesem &-Ball startet, im
g-Ball verbleibt. Wenn dagegen fiir ein € € R" beliebig nahe am Ruhepunkt startende Lésungen existieren, die den
¢-Ball verlassen, dann handelt es sich bei ¢ um eine instabile Ruhelage.

Die Ruhelage c ist attraktiv, wenn alle Losungen, die hinreichend nahe bei c starten, schliel3lich gegen c konvergieren,
wobei sie sich allerdings zwischendurch beliebig weit von ¢ entfernen diirfen. Kann man die maximale Entfernung
aber fiir hinreichend nahe Startpunkte durch ein ¢ € R* beschrinken, dann haben wir es mit einer asymptotisch
stabilen Ruhelage zu tun.

Wir bemerken noch, dass es bei einem autonomen System y’ = g(y), gegeben durch eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion, auch zuldssig ist, von stabilen Trajektorien zu sprechen, und dass Entsprechendes auch fiir die Begriffe
yinstabil“, jattraktiv‘ und ,,asymptotisch stabil“ gilt. Ist ndmlich ¢ : J — R" die eindeutig bestimmte Losung mit
©(0) = b und v eine weitere Losung mit derselben Trajektorie, dann gilt /(1) = b = ¢(0) und somit Y (t+7) = p(t)
fiir alle t € J. Wie man sich leicht iberzeugt, weisen die Losungen ¢ und 1) dasselbe Stabilitdtsverhalten auf.
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Als néachstes verallgemeinern wir die Definition des Flusses auf nicht-autonome Systeme.

Definition 8.2 Sei D € R x R” offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die einer lokalen
Lipschitz-Bedingung geniigt. Fiir jedes Paar (a,b) € D mita € R, b € R" sei p,p : [,, = R"
die eindeutig bestimmte maximale Lésung des Systems y’ = f(x, y). Dann wird die Funktion
® : D — R" mit dem Definitionsbereich

D = {(t,a,b)eRxD|tel,;}

gegeben durch &(t,a, b) = ¢, ;(t) der Fluss des Systems y’ = f(x, y) genannt.

Den folgenden Satz werden wir im néchsten Kapitel in einem allgemeineren Rahmen beweisen.

Satz 8.3 SeiD C R"*! offen und f : D — R" eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitz-
Bedingung geniigt. Dann ist die Teilmenge D € R™?2 aus Definition offen, und der Fluss
® : D — R" ist eine stetige Funktion.

Wir kénnen nun ein erstes Ergebnis {iber die Stabilitdt von Losungen skalarer Systeme formulieren.

Satz 8.4 Sei D C R? offen und f : D — R eine stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt. Ist ¢ : Ja,+o0[ — R eine attraktive Lésung von y’ = f(x,y), dann ist ¢
auch stabil (ingesamt also asymptotisch stabil).

Beweis: Seien € € R und a > a vorgegeben. Auf Grund der Attraktivitiit von ¢ existiert ein n € R*, so dass
Jim o) =)l = 0

fiir jede Losung ¢ von y’ = f(x,y) mit |¢(a) — p(a)| < n erfiillt ist, wobei ¢ (t) dann fiir alle t > a existiert.

Seien nun ¢t und ¢~ die beiden eindeutig bestimmten Losungen mit den Anfangswerten ¢*(a) = p(a) + %n und
¢ (a) = p(a)— %n. Wiederum auf Grund der Attraktivitit von ¢ sind diese Losungen fiir alle t > a definiert, und
es existiert ein a; > a, so dass |¢p T (t) — ¢(t)| < %s und |~ (t) —p(t)| < %e fiir alle t > a; gilt.

Auf Grund der lokalen Lipschitz-Stetigkeit und des Satzes von Picard-Lindeldf iiberschneiden sich die Graphen zweier
Losungen von y’ = f(x, y) nicht. Sind also v, : J; = R und v, : J, — R zwei Losungen und ist t, € J; NJ, ein
Punkt mit ¢, (ty) < Y,(ty), dann folgt 1,(t) < ¢,(¢) fiir alle t € J; NJ,. Jede Lésung 1) mit |1p(a) — p(a)| < %n,
also mit ¢~ (a) < Y(a) < ¢*(a), erfiillt somit ¢~ (t) < YP(t) < ¢*(¢) fiir alle ¢t > a,. Fiir alle t > a, folgt

p()—1e < (1) < Yt) < o7 () < p(t)+3¢
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und somit [y (t) — ¢(t)| < &. Aus Satz und der Tatsache, dass der stetige Fluss ¢ : D — R auf der kompakten
Teilmenge [a,a; % [a,a;]x[¢(a)— %n, pla)+ %n] von D sogar gleichmiRig stetig ist, folgt die Existenz eines 6 € R*
mit § < %n, so dass fiir jede Losung ¢ mit |[1p(a) — p(a)| < 6 jeweils [y (t) — ¢(t)| < € fiir alle t € [a, a, ] erfiillt ist.
Insgesamt ist dann [¢(t) — ¢ (t)| < ¢ fiir alle t > a fiir jede solche Losung erfiillt. O

Als néchstens untersuchen wir nun das Stabilitdtsverhalten von Losungen linearer Systeme von Differenzialgleichun-
gen. Der folgende Begriff hat lediglich eine Hilfsfunktion bei der Formulierung der nachfolgenden Beweise.

Definition 8.5 SeiD C RxR" offenund f : D — R" eine Funktion, die einer lokalen Lipschitz-
Bedingung geniigt. Sei ¢ : J — R" eine Losung von y’ = f (x, y). Weiter sei D,, = {(x, y—p(x)) |
x€JA(x,y) €D} und f, : D, — R" gegeben durch

foGy) = fO0y +9(x)) = f(x, (x)).

Dann bezeichnen wir y’ = f,(x, y) als Differenzialgleichung der Stérungen von .

Die Idee bei dieser Definition besteht darin, alle von ¢ verschiedenen Losungen der Differenzialgleichung y’ =
f(x,y) als ,Stérungen” von ¢, verursacht durch eine Stérung des Anfangswerts ¢(a) fiir ein a € J, anzusehen.

Satz 8.6 Sei D C R x R" offen und f : D — R" eine Funktion, die einer lokalen Lipschitz-
Bedingung geniigt. Sei ¢ : ]a,+o0o[ — R" eine Losung von y’ = f(x,y). Dann besitzt die
Differenzialgleichung der Stérungen von ¢ die konstante Funktion mit Wert null als Losung.
Diese ist genau dann stabil bzw. attraktiv, wenn ¢ stabil bzw. attraktiv ist.

Beweis: Wir beginnen damit, dass wir bijektive, zueinander inverse Korrespondenzen zwischen den Losungen von
y' = f(x, y) einerseits und den Losungen der DGL der Storungen andererseits herstellen.

Fiir jeden Punkt (a,b) € D sei ¢, ; die eindeutig bestimmte maximale Losung von y’ = f(x,y) durch den Punkt
(a, b), und fiir jeden Punkt (a,c) € D, sein 1, . die eindeutig bestimmte Losung von y' = f,(x,y) durch den Punkt
(a, c). Wir iiberpriifen die Gleichung

Yaclt) = Qacrp@(t)—e(t) (8.1)

fir alle (a, c) € D, und alle t im Definitionsintervall von 1, .(t). Sei Y(t) = g 1@ (t)— ¢ (t), Weil ¢, ;, eine Losung
von y' = f(x,y) ist, gilt

YO = Pre® =9 () = f(t,Qucrpt)—ft () =
Ft Paerp@O) =0 () + @) =f(t, (1)) = fO,(O)+e(0)=f(t, (1)) = fo(t,4(1)) ,

und aullerdem Y (a) = Qg c1p()(a) —w(a) = (c + p(a)) — p(a) = c. Ebenso gilt fiir alle (a,b) € D und alle t im
Definitionsintervall von ¢, , die Gleichung

Saa,b(t) = 1l)a,bﬂ,a(a)(t)'i_ (,O(t) (8.2)
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Sei namlich ¢ (t) =g p_y(q)(t) + @ (t). Weil ), () €ine Losung von y’ = f,,(x, y) ist, erhalten wir

() = Yo, O +9(O) = folt,Yap @)+ (t) =
Fteapp@(O) + o)) —f(6,e(E)+f(6, () = ft,Yap-p@(t)+et) = f(t,¢(0)) ,

und auflerdem ¢ (a) =Y, p—y()(a)+¢(a) = b—yp(a)+p(a) = b. Die konstante Nullfunktion v,(t) = 0 ist tatséchlich
eine Losung von y’ = fo(x,y), denn es gilt vo(t) = 0= f(t,v(t) + () —f(t, () = fo(t, vo(t)) fiir alle t € R
mit (t,0) € D, bzw. (t, p(t)) € D.

Setzen wir nun voraus, dass die Losung ¢ von y’ = f(x, y) stabil ist. Seien ¢ € R* und a > a beliebig vorgegeben.
Dann existiert ein 6 € R, so dass fiir jedes b € R" mit ||b— ¢ (a)|| < & jeweils die Abschatzung ||¢, ,(£)—@ ()|l < &
erfiillt ist, fiir alle t > a. Sei nun ¢ € R" mit ||c|| < §. Setzen wir b = ¢ + p(a), dann gilt nach die Identitat
Yao(t) = Pacrp@() — @(t) = @q p(t) — ¢(t), auBerdem ||b — p(a)|| < 6, und somit ||, (t)| < &, fiir alle t > a.
Dies zeigt, dass die Nulllésung der DGL y’ = f,,(x, y) stabil ist.

Setzen wir nun umgekehrt voraus, dass die Nulllésung von y’ = f,,(x, y) stabil ist. Seien ¢ € R* und a > a beliebig
vorgegeben. Dann existiert ein § € R*, so dass fiir jedes c € R" mit ||c|| < & jeweils die Abschitzung [|v,.(t)I| < &
erfiillt ist, fiir alle t > a. Sei nun b € R" mit ||b — ¢(a)|| < 6. Setzen wir ¢ = b — ¢(a), dann gilt nach die
Gleichung ¢, ,(t) = Y g p—e(o)(t) + ¢(t), auBerdem ||c|| < 6, und somit ||, ,(t) — @(OI = [V (O] < &, fiir alle
t > a. Damit ist nachgewiesen, dass die Losung ¢ stabil ist.

Fiir die Eigenschaft ,attraktiv“ 1duft der Beweis nach dem gleichen Schema. |

Definition 8.7 SeiJ C R ein offenes Intervall und A: J — M,  eine stetige Funktion. Seien
to,t; €J und @ : J — GL,(R) das Fundamentalsystem von y’ = A(x)y mit (t,) = E,,, wobei E,
die Einheitsmatrix bezeichnet. Dann wird A(t;, t,) = ®(t;) die Ubergangsmatrix des Systems
y' =A(x)y von t, nach t; genannt.

Wir notieren eine Reihe von Eigenschaften der Ubergangsmatrizen.

Proposition 8.8

(i Ist¥:J — GL,(R) ein beliebiges Fundamentalsystem, dann ist die Ubergangsmatrix von
to nach t; durch A(ty, to) = W(t,)¥(t,) " gegeben.

(ii) Firalle t1,t,,t5 €J gilt A(ts,t1) = A(ts, t5)A(ty, t1).

(iii) Ist ¢ : J — RR™ eine beliebige Lésung von y’ = A(x)y, dann gilt p(t5) = A(ts, t1)¢(t7)
fiir alle t,,t, €J.

Beweis: zu (i) Das Fundamentalsystem ¥ héngt mit den in der Definition von A gegebenen Fundamentalsystem &
durch die Gleichung ®(t) = ¥(t)¥(t,)"! zusammen. Deshalb gilt A(t;, t) = ®(t;) = U(t,)¥(t) L.

zu (ii) Dies erhilt man mit Teil (i) durch A(ts, t5)A(t,, t1) = B(t3)®(t,) - B(t,)B(t1) ™ = @(t3)B(t1) ™! = A(ts, ).
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zu (iii) Weil ¢ eine Linearkombination der Spalten von & ist, existiert ein Vektor v = (44, ...,A,,) mit p(t) = &(t)v
fiir alle t € R. Es folgt @(t,) = ®(t,)v = ®(t,)®(t;) 1 B(t1)v = A(ty, t1)@(t7). O

Im Folgenden bezeichnet ||C|| fiir eine Matrix C € M, p wie in § 5 stets die Zeilensummennorm von C, und ||v|| fiir
jeden Vektor v = (A4, ...,A,) € R" die Maximumsnorm ||v|| = ||v||oc = max{|A4],..., |A,[}.

Satz 8.9 (einheitliches Stabilitdtsverhalten)
Seien A : Ja,+00[ — M, und g : Ja,+00[ — R" stetige Funktionen. Wir betrachten das
lineare System von Differenzialgleichungen y’ = A(x)y + g(x).

(i) Eine beliebige Losung v des Systems ist genau dann stabil bzw. attraktiv, wenn die

Nulllésung des homogenen Systems y’ = A(x)y stabil bzw. attraktiv ist.

(i) Ist die Losung 4 attraktiv, dann ist sie auch stabil.

Beweis: zu (i) Wir wenden Satz[8.6]auf die Funktion f(x, y) = A(x)y + g(x) und die Losung v an. Die Differenzi-
algleichung der Stérung stimmt mit dem homogenen System y’ = A(x)y iiberein, denn mit der Notation des Satzes
gilt

fuey) = fOLy +9))—fOGP(x) = (A +(x)) + g(x)) — (AL)y (x) + g(x))
= Al)y +ACY(x) +g(x) —AL P (x) —g(x) = Alx)y.

Auf Grund des Satzes ist also die Losung 1) genau dann stabil bzw. attraktiv, wenn dies auf die Nulllésung von
y' =A(x)y zutrifft.

zu (ii) Wegen Teil (i) geniigt es zu zeigen, dass die Nulllésung v, von y’ = A(x)y stabil ist, unter der Voraussetzung
der Attraktivitit von v,. Aus dieser Voraussetzung folgt, dass fiir jedes a > a ein 6 = §(a) € R* existiert, so dass fiir
alle v € R™ mit ||v]| < & jeweils

tll}rnoo Alt,a)yv = tllgrnoo p,(t) = 0

gilt, wobei ¢, die Lésung von y’ = A(x)y mit ¢, (a) = v bezeichnet. Wenden wir dies auf die Vielfachen %5 e; der
Einheitsvektoren an, fiir 1 < j < n, so erhalten wir wegen |I%5 el = %6 < 6 jeweils

; = I P — -1, =
tl})rrnooA(t,a)ej = 26 tlgnooA(t,a) 30¢; 267-0 0.

Es folgt lim,_,, o, A(t,a) = 0 beziiglich der Zeilensummennorm. Geben wir ein beliebiges ¢ € R* vor, so existiert
also ein a; > a mit ||A(t,a)|| < ¢ fur alle t > a;. Zusammen mit der Stetigkeit der Funktion t — [|A(t,a)|| auf [a, a;]
folgt daraus, dass ein f = f(a) € R" mit ||A(t,a)|| < B fiir alle t > a existiert.

Um die Stabilitit der Nullldsung nachzuweisen, sei nun erneut ein € € R* vorgegeben, und aufRerdem ein a € R mit
a > a. Definieren wir 3 = f3(a) wie oben und setzen wir § = ¢3!, dann erhalten wir fiir jeden Vektor v € R" mit
[[v|| < & und alle t > a jeweils

le, Ol = AL avll < JAGal- vl < B-ef™ = e

Damit ist die Stabilitdt nachgewiesen. |
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Auf Grund von Satz ist es gerechtfertigt, von einem stabilen linearen System von Differenzialgleichungen zu
sprechen, und ebenso von instabilen, attraktiven oder asymptotisch stabilen Systemen.

Satz 8.10 (Stabilitdtsverhalten homogener Losungen)

SeiA: Ja,+00[ — M,  eine stetige Funktion. Fiir alle t,t’ € Ja, +00[ sei A(t’, t) jeweils die
Ubergangsmatrix zum homogenen System y’ = A(x)y.

(i) Das System ist genau dann stabil, wenn fiir jedes a > a ein 3 = f3(a) € R* existiert, so
dass ||A(t,a)|| < B fiir alle t > a erfiillt ist.

(i) Das System ist genau dann asymptotisch stabil, wenn ligrn A(t,a) =0 fiir alle a > «a gilt.

Beweis: Auf Grund von Satz geniigt es, das Stabilitdtsverhalten der Nulllésung zu untersuchen.

zu (i) Ist die Nulllésung stabil, dann gibt es fiir jedes a > @ ein & = §(a) mit der Eigenschaft, dass fiir alle v € R" mit
[[v]l < & und alle t > a jeweils ||A(t, a)v]| = ||¢, (t)]] < 1 gilt, wobei ¢, die eindeutig bestimmte Losung mit ¢, (a) = v
bezeichnet. Wenden wir dies auf die Vektoren %56]» mit 1 < j < n an, dann folgt jeweils [|A(t, a)e;|| < 2671 fiir alle
t > a. Die Spalten der Matrix A(t,a), und somit auch die Zeilensummennorm ||A(t,a)||, sind also durch eine nur
von a abhingige Konstante 8 = 3(a) € R" beschrinkt.

Setzen wir umgekehrt die Existenz einer Konstanten 3 = 3(a) mit dieser Eigenschaft voraus, dann folgt daraus die
Stabilitit der Nulllésung, wie wir am Ende des Beweises von Satz|8.9| gesehen haben.

zu (ii) Ist die Nullldsung asymptotisch stabil, so ist sie auch attraktiv. Wie wir zu Beginn des Beweises von Satz
(ii) gesehen haben, folgt daraus lim,_,, ., A(t,a) = O fiir alle a > a. Setzen wir dies umgekehrt voraus, dann folgt
wegen ||, (O] = [|A(t, a)v]| < [|A(t, a)|l - ||v]] jeweils lim,_,, o ¢,(t) = O, fiir jedes v € R". Die Nulllésung ist also
attraktiv. Nach Satz (ii) ist sie auch stabil, insgesamt also asymptotisch stabil. O

Wir betrachten nun die Stabilitdt linearer Systeme mit konstanten Koeffizienten.

Satz 8.11 SeiA € M, g, und seien A,,...,A,, € C die verschiedenen komplexen Eigenwerte
der Matrix. Das System y’ = Ay ist genau dann

(i) stabil, falls ReA; < 0 fiir 1 < j < m gilt und aulerdem fiir jeden Eigenwert A; mit
Re A; = 0 die algebraische und geometrische Vielfachheit jeweils iibereinstimmen;

(i) asymptotisch stabil, falls Re A; < 0 fiir 1 < j < m erfiillt ist.

Beweis: Fir 1 < j < m sei r; jeweils die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A;. Nach Satz existiert
jeweils ein linear unabhéngiges Tupel (] o, ... j’rj_l) von Lésungen der Form ¢, (t) = elitp ;. k(t), wobei die Funktion
p;«(t) : R — C" in jeder Komponente ein Polynom vom Grad < k ist. Dabei sind alle Polynome p; , fir 0 <k <r;—1

genau dann vom Grad 0, wenn die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A; mit der geometrischen Vielfachheit
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tibereinstimmt. In dem Fall, dass A eine Matrix in Jordanscher Normalform ist, erkennt man dies direkt an der Form
des Matrixexponentials e*, siehe Lemma Im allgemeinen Fall folgt es aus der Tatsache, dass eine Matrix T €
GL,(C) existiert, so dass J = T AT in Jordanscher Normalform vorliegt, und dass nach Proposition durch
¢ — T ein linearer Isomorphismus zwischen dem Lésungsraum y’ = Jy und dem Loésungsraum von y’ = Ay
gegeben ist.

Der gesamte Losungsraum des Systems y’ = Ay zerfillt als direkte Summe in die Untervektorrdume, die von diesen
linear unabhéngigen Tupeln fiir die einzelnen Eigenwerte A; aufgespannt werden. Auch diese Aussage kann auf die
gleiche Weise auf die Form des Matrixexponentials zuriickgefiihrt werden. Wir erhalten also fiir y’ = Ay ein Funda-
mentalsystem von Losungen, indem wir die linear unabhéngigen Tupel von Losungen fiir die einzelnen Eigenwerte
A; zu einem Tupel zusammenfassen.

Ist A; nicht reell, also A; = a; + ib; mit a;,b; € R und b; # 0, dann ist wegen A € M,  auch 7-Lj = a; —ib; ein
Eigenwert von A, und zu jeder der angegebenen Losungen existiert auch eine konjugiert-komplexe Losung. Nach
Umsortierung der Eigenwerte konnen wir davon ausgehen, dass A;,; = 7_Lj ist, und dass das linear unabhéngige
Tupel zum Eigenwert A;,; durch

((pjﬂ)o, ...cpjﬂ,rj,l) = (@j,o, ---‘ﬁj,rjfl)

gegeben ist. Wir zerlegen nun die vektorwertigen Polynomfunktionen p;  jeweils in Real- und Imaginérteil, schreiben
also p; (t) = u;(t) +ivj  (t) mit ujy, v;, : R — R". Dann gilt jeweils

ir(t) = e}‘ffpj’k(t) = e%'(cos(b;t) +isin(b;t))(u;(t) +iv;,(t)) =
e%'(cos(b;t)u; () —sin(b;t)v; (1)) +ie% (cos(b;t)v; k(t) + sin(b;t)u; (t)).

Indem wir fiir 0 < k < r; — 1 jeweils

Yix(t) = Regp(t) = %‘Pj,k(f)‘f'%%ﬂ,k(t) = eajt(Cos(bjt)uj,k(t)_Sin(bjt)vj,k(t))

und
i) = Imej(t) = 59O+ 50i(6) = 9 (cos(b;t)v;(t) +sin(b;t)u; (1))

setzen, erhalten wir durch (v 4(t), ¢; o(t), ..., j,rj—1(t), ¢ j,rj—l(t)) ein linear unabhéngiges System von 2r; reellwer-
tigen Losungen.

Sei nun ¢ : R — M, p das Fundamentalsystem mit den soeben definierten reellwertigen Losungen als Spalten.
An der Form der Losungen in diesen Systemen lésst sich unmittelbar erkennen, dass ||®(t)|| fiir t — +00 genau
dann beschrénkt bleibt, wenn entweder ReA; < 0 oder Re A; = 0 und die Funktion p;; (bzw. die Funktionen u;
und v; ) fiir 0 < k < r; — 1 konstant sind. Letzteres ist, wie wir oben festgestellt haben, genau dann der Fall,
wenn algebraische und geometrische Vielfachheit des Eigenwerts A; iibereinstimmen. Da es sich sowohl bei &(t) als
auch bei der Ubergangsmatrix A(t,a) fiir jedes a € R um reelle Fundamentalsysteme handelt, existiert eine Matrix
T, € GL,(R) mit A(t,a) = ®(t)T, fiir alle t € R. Dies zeigt, dass auch ||A(t, a)|| fiir t — +o0 genau dann beschrénkt
bleibt, wenn die unter (i) angebene Bedingung an die Eigenwerte erfiillt ist. Nach Teil (i) von Satz[8.10]ist dies genau
dann der Fall, wenn das System y’ = Ay stabil ist.

Ebenso lésst sich an der Form der Spalten im Fundamentalsystem & erkennen, dass ®(t) genau dann fiir t — +00
gegen Null konvergiert, wenn Re A; < 0 fiir 1 < j < m gilt. Wie im Fall (i) sieht man, dass dies dquivalent dazu ist,
dass A(t, a) fiir t — +0o gegen Null konvergiert, und dies ist nach Teil (ii) von Satz[8.10| wiederum &quivalent dazu,
dass das System y’ = Ay asymptotisch stabil ist. m|
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Folgerung 8.12 Seien die Bezeichnungen wie in Satz[8.11|gewéhlt. Dann existiert unter der
Voraussetzung (i) des Satzes eine Konstante M € R mit M > 1, so dass ||e|| < M fiir alle t > 0
erfiillt ist. Unter der Voraussetzung (ii) gibt es Konstanten K, a € R* mit ||e®|| < Ke™® fiir alle
t=>0.

Beweis: Wie wir im Beweis von Satz gesehen haben, ist die Bedingung (i) an die Eigenwerte dquivalent dazu,
dass die dort konstruierte Fundamentalmatrix ||®(t)|| fiir t — +00 beschrinkt bleibt. Weil auch t — e ein reelles
Fundamentalsystem ist, existiert eine Matrix T € GL,(R) mit et = &(¢)T fiir alle t € R, und somit bleibt auch e fiir
t — 400 beschrinkt. Es gibt also ein a € R* und eine Kontante M; € R™ mit |[e*}|| < Mj fiir alle t > a. Auf Grund
der Stetigkeit von t — et und dem Maximumsprinzip gibt es eine weitere Konstante M, € R™ mit ||e"}|| < M, fiir
0 <t < a. Setzen wir M = max{M,, M,}, dann folgt ||e*}|| < M fiir alle t € R. Wegen ||e®4|| = ||E,|| = 1 muss M > 1
gelten.

Fiir den Nachweis der zweiten Abschitzung sei p das Maximum der Realteile der Eigenwerte A, ..., A,,; auf Grund
der Bedingung (ii) ist p < 0. Fiir jedes a € R* mit p + a < 0 bleibt e*!||®(t)|| = ||e** ®(t)|| fiir t —» +o00 beschrinkt,
wie man anhand der Spalten der Matrix e* ®(t) unmittelbar erkennt, und somit gilt dasselbe auch fiir e*¢||e*||. Wie
unter (i) zeigt man, dass eine Konstante K € R* mit e®||le®}|| < K fiir alle t > 0 existiert, und es folgt [|e®}|| < Ke™*¢
fiir alle t > 0. |

In § 5 haben wir die Trajektorien des Systems y’ = Ay fiir eine Matrix A € GL,(IR) berechnet. Mit Hilfe von Satz
konnen wir nun Aussagen zur Stabilitdt der Ruhelage (0, 0) treffen.

(i) Ist A @hnlich zu einer reellen Diagonalmatrix mit Diagonaleintrdgen a,b € R mit a < b, so ist die Ruhelage
im Fall b < 0 asymptotisch stabil, im Fall b = 0 stabil und im Fall b > 0 instabil.

(ii) Ist die Matrix A dhnlich zu einer Jordanmatrix der Grof3e 2 und ist a € R der einzige Eigenwert, so ist die
Ruhelage im Fall a < 0 asymptotisch stabil und im Fall a > 0 instabil.

(iii) Besitzt A zwei konjugiert-komplexe Eigenwerte a = ib (mit a,b € R und b # 0), so ist die Ruhelage im Fall
a < 0 asymptotisch stabil, im Fall a = 0 stabil und im Fall a > 0 instabil.

Folgerung 8.13 Sei w € R" und A: R — M,y eine w-periodische stetige Funktion. Sei
p : R — GL,(RR) eine 2w-periodische stetig differenzierbare Funktion und B € M,,  eine Matrix
wie in Satz Seien A4, ..., A,, € C die Eigenwerte von B. Das System y’ = A(x)y ist genau
dann

(i) stabil, falls ReA; < 0 fiir 1 < j < m gilt und auBerdem fiir jeden Eigenwert A; mit
Re A; = 0 die algebraische und geometrische Vielfachheit jeweils iibereinstimmen;

(ii) asymptotisch stabil, falls ReA; < 0 fiir 1 < j < m erfiillt ist.

Beweis: Nach Satz ist ®(t) = p(t)e'® ein Fundamentalsystem von Losungen des Systems y’ = A(x)y. Auf Grund
der Stetigkeit von t — p(t) gibt es Konstanten M;, M, € R* mit ||p(t)|| < M; und ||p(t)~!|| < M, fiir 0 < t < 2w, und
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auf Grund der 2w-Periodizitit gelten diese Abschitzungen dariiber hinaus fiir alle t € R. Es folgt ||®(t)|| < M, ||e‘B||

und |[e'B|| < M,||®(t)|| fiir alle t € R. Wir beweisen nun die beiden angegebenen Aquivalenzen.

zu (i) Das System y’ = By ist nach Satz genau dann stabil, wenn die Eigenwerte die unter (i) angegebene
Bedingung erfiillen. Die Stabilitit von y’ = By wiederum ist nach Satz dquialent dazu, dass t — ||[¥(t)|| fir
t — +oo fiir ein (und damit fiir jedes) Fundamentalsystem ¥ von y’ = By beschrinkt bleibt; insbesondere gilt
das fiir das Fundamentalsystem t — e5. Auf Grund der Existenz der Konstanten M;, M, bleibt t — e® genau dann
beschrinkt, wenn dies fiir t — p(t)e'® zutrifft. Dies wiederum ist nach Satz genau dann der Fall, wenn das
System y’ = A(x)y stabil ist.

zu (ii) Hier verlduft die Argumentation vollkommen analog, mit dem einzigen Unterschied, dass an Stelle der
Beschrénktheit die Konvergenz gegen null fiir t — 400 betrachtet wird. O

Um das folgende Ergebnis zu motivieren, betrachten wir das von einem Parameter @ € R abhingige autonome
System
, .

x/ = asin(x) +y +xy> 8.3)

y' = —xcos(y)+ale’—1)
Dieses besitzt offenbar die Ruhelage (0, 0). Weil wir die gesamte Losungsmenge des Systems nicht ohne Weiteres aus-
rechnen kdnnen, lassen sich auf direktem Wege keine Aussagen zur Stabilitidt der Ruhelage (0, 0) treffen. Es erscheint
aber naheliegend, in der Néhe von (0, 0) mit den Taylor-Entwicklungen der im System auftretenden Funktionen zu
arbeiten, im Einzelnen in erster Ndaherung sin(x) ~ x, cos(y) ~ 1 und e¢” ~ 1+ y. Wir erhalten auf diese Weise das
»gendherte System*

x/

= ax+y (x’) ( a 1)(x)
bzw. = .
y = —x+ay y -1 a/\y

/
Auf dieses System kdnnen wir nun Satz anwenden: Das charakteristische Polynom der Matrix ist gleich

(x—a)?+1, die beiden Eigenwerte sind also a£i, und beide treten notwendigerweise mit algebraischer Vielfachheit
1 auf. Daraus folgt, dass die algebraische Vielfachheit der beiden Eigenwerte gleich der geometrischen Vielfachheit
ist. Auf Grund des Satzes ist das System ist also fiir a < 0 asymptotisch stabil, fiir o = 0 stabil und fiir a > 0 instabil.
Die entscheidende Frage lautet nun, ob sich diese Ergebnisse auf das urspriingliche System iibertragen lassen.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes greifen wir auf den Schrankensatz aus der Analysis mehrerer Variablen zuriick.
Dieser besagt, dass fiir jede stetig differenzierbare Funkton f : U — R™ definiert auf einer offenen konvexen Teil-
menge U C R" fiir alle x,y € U jeweils die Abschitzung ||f(x) — f (¥)lleo < kllx — ¥|loo gilt, wobei k € R* eine
Konstante mit ||f’(x)|| < « fiir alle x € U bezeichnet und ||f’(x)|| jeweils fiir die Zeilensummennorm der Jacobi-
Matrix f'(x) € M, steht.

Satz 8.14 (Satz iiber linearisierte asymptotische Stabilitt)

Gegeben sei ein autonomes System der Form

yoo= Ay+r(y)

bestehend aus einer Matrix A € M,  und einer stetig differenzierbaren Funktion r : D —
R" definiert auf einer offenen Nullumgebung D € R" mit r(Og«) = Og. und r’(Og.) = 0 Jy
Besitzt die Matrix A nur Eigenwerte mit negativem Realteil, so ist die Ruhelage Oy~ des Systems
asymptotisch stabil.
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Beweis: Wir unterteilen den Beweis der Ubersichtlichkeit halber in drei Abschnitte.

1. Teil:  Vorbereitungen

Wir definieren eine Reihe von Konstanten.

e Da nach Voraussetzung alle Eigenwerte einen negativen Realteil besitzen, existieren nach Folgerung
Konstanten K,a € R* mit K > 1 und ||e*|| < Ke™* fiir alle t > 0.

e Wir wihlen ein M € R* mit M < . Dann gilt KM —a < 0.

e Auf Grund der Stetigkeit von r’ kénnen wir ein p € R* so wihlen, dass B,(Og.) € D und ||r'(x)|| < M fiir
alle x € BP(ORn) erfiillt ist. Auf Grund des Schrankensatzes folgt dann ||r(x)|| < M||x|| fiir alle x € BP(ORH).

e Fiir jedes v € B,(0R.) sei to(v) = sup{t; € I, | |lp, ()| < pVt € [0,t;[}, wobei ¢, : I, - D die maxi-
male Losung des Systems bezeichnet. Es ist t,(v) also der Zeitpunkt, zu dem die Lésung ¢, endet oder die
Kreisscheibe B, (O ) verlésst.

2. Teil:  Nachweis der Abschitzung ||, (t)|| < K||v|leFM=9)" fiir alle v € B, (0g-) und alle t € [0, to(v)[

Sei v € B,(Og.). Die Funktion ¢, : I, — D kann als Losung des linearen Systems y’ = Ay + r(y,(x)) aufgefasst
werden. Nach Satz[5.8]{iber die Variation der Konstanten gilt

t
o, (1) = e+ f ™ Nr(p (s))ds  fiiralle te[0,t,(v)].
0

Es folgt die Abschétzung
t
e, (DIl < IIefA||~|IVI|+J e - lIr (e, ()l ds <
t ° t
Ke‘“llVIHJ Ke“CIr(p, ()l ds < Ke"“IIVIIJrJ Ke®C"OM |, (s)ll ds
0 0

und somit e** ||y, (t)|| < K||v|| + KM fot e®lp,(s)|l ds fiir alle t € [0, ty(v)[. Wir wenden nun das Satz , das
Gronwall-Lemma, auf die Funktion u(t) = e ||y, (t)|| an. Es folgt e%||¢, (t)|| < K||v||eXM* fiir alle t € [0, to(v)[ und
v € B, (OR~), was zur oben angegebenen Abschitzung dquivalent ist.

3. Teil:  Abschluss des Beweises

Fiir jedes v € R" mit ||v|| < £ und t € [0, t,(v)[ gilt |l¢, (6)]| < pe®M~9 < p, wegen KM — a < 0. Insbesondere
ist die positive Halbtrajektorie T*(v) in B »(v) € D enthalten und damit in D relativ kompakt. Nach Proposition
ist ¢, (t) deshalb fiir alle t > 0 definiert, und weil B,(v) von der Losung nicht verlassen wird, gilt t,(v) = +00. Die
Abschétzung zeigt auch, dass fiir alle v € R™ mit ||v|| < 1% jeweils

Jim fley (0l =0

gilt. Dies zeigt, dass die Ruhelage des Systems im Nullpunkt attraktiv ist. Fiir ein vorgegebenes ¢ € R* setzen wir
nun § = §(¢) = min{g, %}. Fiir alle v € R" mit ||v|| < & ist die Losung ¢, dann auf ganz R, definiert, und es gilt

llo, (Ol <K - £ - e®M~0)t < ¢ Die Ruhelage im Nullpunkt ist also auch stabil, insgesamt also asymptotisch stabil. O

Besitzt die Matrix A in Satz [8.14] einen Eigenwert mit positivem Realteil, dann kann laut Bemerkung 7.6.5 (2) in
[Aull0] gezeigt werden, dass die Ruhelage im Nullpunkt instabil ist.
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Kommen wir nun noch einmal auf das System (8.3) zuriick. Definieren wir die Matrix A durch

(a 1)
A = s
-1 a

dann hat das System die Form (;;) = f(x,y) mit f(x,y) =A(;) +r(x,y) mit

_ a(sin(x) —x) + xy3
N = | Coeost — D+ ate —y 1))

Offenbar gilt (0, 0) = 0. Die Ableitung von r ist gegeben durch

(a(cos(x) —-1D+y3 3xy? )

r(x,y) 1—cos(y) xsin(y) +a(e’ —1)

und offenbar ist r’(0,0) = 0 M, - Weil die Matrix A, wie wir oben gesehen haben, im Fall a < 0 nur negative
Eigenwerte besitzt, liefert uns Satz die asymptotische Stabilitit der Ruhelage (0, 0) in diesem Fall.

Eine wesentliche Einschrdnkung des Satzes besteht darin, dass iiber Eigenwerte mit Realteil O keine Aussage moglich
ist. Davon ist beispielsweise auch das System y; = y,, y, = —sin(y;) des reibungsfreien Pendels betroffen, das wir
am Ende von § 7 untersucht hatten. Das System wird approximiert durch das lineare System y| = y,, y, = —y, also

A = (_01 ;)

Die beiden Eigenwerte von A sind =i, besitzen also Realteil 0, und folglich ist auf Grund von Satz[8.14|keine Aussage
iiber die Stabilitdt der Ruhelage in (0,0) moglich. Dieses Problem soll durch die Theorie, die wir nun vorstellen,

y’ = Ay mit der Matrix

behoben werden.

Definition 8.15 Sei D € R" offen und f : D — RR" lokal Lipschitz-stetig. Eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion V : D — R wird Lyapunov-Funktion zu y’ = f(y) genannt, wenn
((VV)(y),f(¥)) <0 fir alle y € D erfiillt ist.

Wie man leicht iiberpriift, ist jede Erhaltungsgréf3e eines autonomen Systems eine Lyapunov-Funktion, insbesondere
jede Hamilton-Funktion fiir ein ebenes autonomes System.

Lemma 8.16 Sei D € R" offen, f : D — R" lokal Lipschitz-stetig und V : D — R eine
Lyapunov-Funktion zu y’ = f(y). Ist ¢ : I — R eine Losung des autonomen Systems, dann ist
die Funktion V o ¢ : I — R monoton fallend.

Beweis: Auf Grund der mehrdimensionalen Kettenregel gilt fiir alle t € I jeweils

(Vo)) = Vi(p(®)-¢'(t) = ((VV)(e(t)), fle(t))) < O.

Also ist V o ¢ tatsdchlich auf I monoton fallend. m|
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Satz 8.17 Sei D C R" offen, f : D — R" lokal Lipschitz-stetig und V : D — R eine Lyapunov-
Funktion zu y’ = f(y). Ist c € D mit f(c) = V(c) =0 und V(y) > O fiir alle y € D \ {c}, dann
ist c eine stabile Ruhelage von y’ = f(y).

Beweis: Seir € R* mit B,(c) € D und ¢ € ]0,r]. Auf Grund des Maximumsprinzips, und weil V auf D \ {c} nicht
null wird, nimmt die Funktion V auf der kompakten Teilmenge S, = {y € D | ||y —c|| = €} ein positives Minimum
m(e) an. Auf Grund der Stetigkeit von V gibt es nach dem &-§-Kriterium ein §(¢) € ]0, e[ mit V(y) € [0, %m(e)] fr
alle y € D mit ||y —c|| < 6(¢).

Sei nun v € D mit ||v —¢|| < 6(¢). Wir betrachten die maximale Losung ¢, : I, — D von y’ = f(y) mit ¢,(0) = v.
Nehmen wir an, dass ¢, den Bereich B,(c) in positiver Zeitrichtung verlisst, dass also ein s € I, mit ¢, (s) ¢ B.(c)
existiert. Nach dem Zwischenwertsatz, angewendet auf die Funktion g : I, — R, t — ||¢,(t)—c||, gibt es dann wegen
llo,(0)—c|l = |lv—c|l < 6(¢) < e ein t; € I, "R, mit ||p,(t;)—c|| = . Weil [0,t;]N g~ (&) eine abgeschlossene
beschrankte Teilmenge von R ist, enthilt sie ein minimales Element t,. Es gilt dann ||¢,(t) —v|| < ¢ fiir alle ¢t €
[0, to[ und ||, (tg) — V|| = €. Auf Grund des Lemmas von oben ist die Funktion auf I, gegeben durch t — V (¢, (t))
monoton fallend. Nach Konstruktion gilt nun m(e) < V(p,(ty)) < V(p,(0)) = V(v) < %m(s), im Widerspruch zu
%m(s) < m(e).

Der Widerspruch zeigt, dass die Annahme falsch war, und dass ¢,(t) € B,.(c) fiir alle t > 0 mit t € I, gilt. Die
Halbtrajektorie T*(v) ist also insbesondere in B,(c) € D enthalten und damit relativ kompakt in D. Nach Proposition
(ii) ist I, deshalb nach rechts unbeschrankt. Insgesamt ist damit die Stabilitdt der Ruhelage ¢ nachgewiesen. O

Haufig ist es nicht moglich, eine Lyapunov-Funktion auf dem gesamten Definitionsbereich des autonomen Systems
anzugeben. Man schrankt dann den Definitionsbereich auf eine geeignete Teilmenge ein.

Definition 8.18 Sei D € R" offen und f : D — RR" lokal Lipschitz-stetig. Eine Teilmenge
M C D wird beziiglich y’ = g(y)

(i) positiv invariant genannt, wenn fiir jedes v € M auch die positive Halbtrajektorie T*(v)
in M enthalten ist,

(ii) negativ invariant, wenn fiir jedes v € M auch die negative Halbtrajektorie T~ (v) in M
enthalten ist, und

(iii) invariant, wenn fiir jedes v € M die gesamte Trajektorie T(v) in M liegt.

Liegt ein Punkt v in einer offenen positiv invarianten Teilmenge M des Definitionsbereichs von y’ = f(y), dann
geniigt es, bei der Untersuchung der Stabilitdt von v das autonome System eingeschrénkt auf M zu betrachten.

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir noch einmal das System des reibungsfreien Pendels y| = y,, y, = —sin(y;),
das wir in der Form y’ = f(y) mit f(y) = (_Siﬁ%yl)) schreiben. Wie wir am Ende von § 7 gezeigt haben, existiert fiir
jedes ¢ € [—1, 1[ eine Trajektorie der Form

T. = {Ly)€R?|—n<y <miyi—cos(y;)=c}
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(Genauer gesagt hatten wir dort T, unter (ii) zundchst nur fiir —1 < ¢ < 1 eingefiihrt und den Fall ¢ = —1 unter (iv)
als Spezialfall behandelt, aber die angegebene Gleichung fiir T, bleibt im Fall ¢ = —1 giiltig.) Als Vereinigung von
Trajektorien ist

M = |J T. = {0ny)eR*|—n<y <m3y2—cos(y;) <1}
ce[—1,1[
invariant, insbesondere positiv invariant. Fiir die Untersuchung der Ruhelage betrachten wir nun auf M die Hamilton-
Funktion H(y,,Yy,) = % y22 — cos(y1). Aus der Bemerkung im Anschluss an Definition ist H eine Lyapunov-
Funktion fiir y’ = f(y). Mit H ist auch V(y;, ¥») = H(y1, y2) + 1 eine Lyapunov-Funktion des Systems y’ = f(y) auf
M. Es gilt V(0,0) = 0 und V(y,, y,) > O fiir alle (y;,y,) € M \ {(0,0)}. Nach Satz[8.17]ist (0,0) somit eine stabile
Ruhelage des Systems.

Satz 8.19 Sei D C R" offen, f : D — R" lokal Lipschitz-stetig und V : D — R eine Lyapunov-
Funktion zum autonomen System y’ = f(y). Ist c € D mit f(c) = V(c) = 0, und gilt sowohl
V(y) > 0 als auch ((VV)(y),f(y)) <0 fiir alle y € D \ {c}, dann ist ¢ eine asymptotisch stabile
Ruhelage von y’ = f(y).

Beweis: Nach Satz ist ¢ eine stabile Ruhelage. Sei C eine kompakte Umgebung von c. Auf Grund der Stabilitéit
existiert eine offene Umgebung U von c, so dass die eindeutig bestimmte Losung ¢, von y’ = f(y) fur alle v € U
jeweils auf ganz R, definiert und ¢,(t) € C fiir alle t > 0 erfiillt ist. Weil die Funktion h, = (V o ¢,)(t) nach
Lemma monoton fallend und nach unten durch 0 beschrénkt ist, existiert jeweils u, = inf{h,(t) | t = 0} als
nichtnegative reelle Zahl. Wir definieren eine Funktion ¢ : U — R, durch v — u,,.

Nehmen wir nun an, es existiert ein v € U mit 4 (v) > 0. Dann gilt V (¢, (t)) = u, > 0 fiir alle t > 0. Wegen V(c) =0
existiert eine offene Umgebung W von ¢ mit 0 < V(y) < 2 (v) fiir alle y € W. Daraus folgt ¢, (t) € C \ W fiir alle
t > 0. Weil die Funktion y — ((VV)(y),f(y)) stetig, negativ und C \ W kompakt ist, nimmt diese Funktion auf
C \ W ein Maximum u < 0 an. Es folgt (VV)(,(t)), f(¢,(t))) < u fiir alle t > 0. Auf Grund des Hauptsatzes der
Differenzial- und Integralrechnung erhalten wir fiir alle t > 0 die Abschétzung

(Vo ))=V(v) = (Vo )t)=(Vop,)0) = J(VOSO)’(S)dS
0

= f((VV)(%(S)),f(%(S)))dS = Juds = ut
0 0

(vgl. den Beweis von Lemma und somit tl}Jrrnoo(V o, )(t) = —o0. Aber dies steht im Widerspruch zu V(y) = 0
fiir alle y € D. Es folgt ¢ (v) <0 und somit auch tliJrrnoo(V o, )(t) <O fiir alle v € U. Daraus wiederum ergibt sich,
wie wir unten zeigen werden, die Gleichung rl)i}rnoo ¢, (t) = c und insbesondere die Existenz des Grenzwerts, womit
die asymptotische Stabilitdt bewiesen ist.

Denn nehmen wir an, der Grenzwert existiert nicht oder ist von c verschieden. Dann existiert ein € € R* und eine
Folge (t,) e mit lim, t, = +o0o und ||¢,(t,) —c|| = ¢ fiir alle n € IN. Die Folge (¢, (t,))nen ist in der kompakten
Menge C enthalten und besitzt eine Teilfolge, die gegen einen von c¢ verschiedenen Punkt d € C konvergiert. Au-
Rerdem gilt V(d) = lim,(V o ¢, )(t,) = 0. Aber dies steht im Widerspruch dazu, dass ¢ € D der einzige Punkt mit
V(c) =0 ist. O
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Satz 8.20 Sei D C R" offen, f : D — R" lokal Lipschitz-stetig und V : D — R eine
Lyapunov-Funktion zum autonomen System y’ = f(y). Ist ¢ € D mit f(c) = V(c) = 0, gilt
((VV)(¥),f(y)) <0 fiir alle y € D \ {c} und existiert in jeder Umgebung von c ein y € D mit
V(y) <0, dann ist c eine instabile Ruhelage von y’ = f(y).

Beweis: Angenommen, c ist eine stabile Ruhelage des Systems. Wir beginnen mit zwei Feststellungen.

(i) Auf Grund der Stabilitiit existiert fiir jedes ¢ € R mit B,(c) € D ein 6(¢) € ]0, €[, so dass fiir alle v € D mit
[lv—cl|| < 6(¢) jeweils ||, (t) —c|| < ¢ fiir alle t > 0 erfiillt ist, wobei @, wie immer die eindeutig bestimmte
Losung von y’ = f(y) mit ¢,(0) = v bezeichnet.

(i) Auf Grund unserer Voraussetzung existiert auerdem jeweils ein y (&) € D mit ||y (¢)—c|| < 6(e)und V(y(¢)) <
0. Weil V stetig ist und V(c) = 0 gilt, existiert ein r(¢) € ]0,6(¢)[ mit V(y) > V(y(¢)) fir alle y € D mit
ly —cll < r(e).

Weil die Lyapunov-Funktion V entlang der Losungen nach Lemma monoton fallend ist, gilt V(¢ ,)(t)) <
V(py(0)) = V(y(¢)) fiir alle t > 0. Daraus folgt r(¢) < |[¢,)(t) —c|| < ¢ fiir alle t > 0, die erste Ungleichung
wegen (ii) und die zweite wegen (i) und ||y (e) —c|| < 6(¢).

Die Teilmenge A = {y € R" | r(¢) < ||y —c|| < €} von D ist kompakt. Deshalb nimmt die stetige Funktion y
((VV)(¥), f(y)) auf A ein Maximum u an, das wegen ¢ ¢ A negativ ist. Insbesondere gilt also die Ungleichung
((VV)(y(e) (D), f (0 y(e)())) < w fiir alle ¢t > 0. Es gilt jeweils

(V ° @y(e))/(t) = V/(@y(e)(t)) : (P;,(s)(t) = ((vv)(@y(e)(t)); 90;,(5)(0) = ((VV)(SDy(g)(f)),f(@y(e)(t)))

und mit dem Haupsatz der Differenzial- und Integralrechnung erhalten wir

V(Soy(s)(t)) - V()’(S)) = (V o Soy(s))(t) - (V o (py(s))(o) = f (V o Soy(s))/(s) ds =
0

t

t
f (V)00 f(pye($D))ds < f pds = ut.
0 0
Fiir t — 400 lauft die Differenz V(p,)(t)) —V(y(e)) also gegen —o0. Andererseits aber gilt ¢ () € A fiir alle
t > 0, und V ist auf der kompakten Menge A beschrénkt. Es miisste also fiir die Menge {V(¢,(t)) | t = 0} eine
endliche untere Schranke gegeben. Der Widerspruch zeigt, dass die Annahme der Stabilitit zu Beginn falsch war. O
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§9. Parameterabhdngige Systeme von Differenzialgleichungen

Wichtige Grundbegriffe Zentrale Ergenisse

— parameterabhéngiges System von DGLs — Korrespondenz zwischen den Losungen eines PA-
o WPs und den Losungen des zugeordneten parame-

- P()sg?/\r;;e)terabhanglges Anfangswertproblem terunabhéngigen AWPs

. . — Stetigkeit der allgemeinen Lésung
— Losung eines PAWPs

— zugeordnetes parameterunabhidngiges AWP

Definition 9.1 Ein parameterabhingiges System von Differenzialgleichungen ist eine Glei-
chung der Form
yo o= feya)

wobei f : D — R" eine stetige Funktion auf einer offenen Teilmenge D C R!'*™"™ bezeichnet,
mit m,n € IN. Als parameterabhidngiges Anfangswertproblem (PAWP) bezeichnen wir ein Paar
bestehend aus einem parameterabhingigen System von DGLs und einem Punkt (a, b, a) € D.

Fiir jedes a € R™ sei D, = {(x,y) € R'"*" | (x,y,a) € D}, und f, : D, — R" sei definiert durch f,(x,y) = f(x,y, a).
Dann koénnen wir fiir jeden Punkt (a, b) € D, das Anfangswertproblem gegeben durch

Y =falx,y) und  (a,b)

betrachten. Eine Losung ¢ : I — R" dieses Anfangswertproblems bezeichnen wir dementsprechend auch als Losung
des PAWPs gegeben durch y’ = f(x, y, @) und den Punkt (a, b, a) € D.

Definition 9.2 Seien die Bezeichnungen wie in Definition|9.1|gewé&hlt. Wir sagen, das parame-
terabhingige System von DGLs erfiillt die Standardvoraussetzungen, wenn fiir jedes a € R™
die oben definierte Funktion f, : D, — R" einer lokalen Lipschitz-Bedingung gentigt.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof besitzt das Anfangswertproblem gegeben durch y’ = f,(x,y) und einen Punkt
(a,b) € D, eine eindeutig bestimmte maximale Lésung ¢, p 4 : I, — R", definiert auf einem offenen Intervall
I, po © R. Wir bezeichnen diese Funktion ¢, , auch als die eindeutig bestimmte maximale Losung des PAWPs
gegeben durch y’ = f(x, y, a) und den Punkt (a, b,a) € D.

Definition 9.3 Seien die Bezeichnungen wie in Definition [9.1] gewéhlt. Als das dem PAWP
zugeordnete parameterunabhingige AWP bezeichnen wir das Paar bestehend aus der Glei-
chung (y’,2") = g(x,y,2) und dem Punkt (a, b, a), wobei die Funktion g : D — R™*™ gegeben
ist durch die beiden Komponenten g; : D — R" und g, : D — R™ mit g,(x,y,2) = f(x,y,2)
und g,(x, y,2) = Ogn.
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Der folgende Satz zeigt, dass die Losung von PAWPs im Vergleich zu den bereits frither definierten AWPs keine neuen
Schwierigkeiten bereitet.

Satz 9.4 Seien die Bezeichnungen wie in Definition[9.1|gewéhlt. Insbesondere sei (a, b, a) ein
beliebig vorgegebener Punkt.

() Ist ¢ : I — R" eine Losung des PAWPs, dann ist die Funktion v : I — R™™ gegeben
durch ¢ (t) = (¢(t), a) eine Losung des zugeordneten parameterunabhéngigen AWPs.

(ii) Ist umgekehrt ¢ : J — R™™ eine Losung des zugeordneten parameterunabhéngigen
AWPs, und bezeichnen v; : J — R" und v, : J = R™ die Komponenten von ), dann ist
1); eine Losung des urspriinglichen PAWPs.

Beweis: zu (i) Nach Definition gilt zunéchst ¢ (a) = (p(a), a) = (b, a). Der Graph von v durchléuft also den Punkt
(a, b, a). AuBBerdem gilt fir alle t € I jeweils

YP') = (0,0 = (flte®)a),0) = (&t e(t),a)g(t,e(t)a) = gt (o).

zu (ii) Wegen Y (a) = (b, a) gilt y);(a) = b und ¥ ,(a) = a. Insbesondere durchlduft der Graph von v; also den
Punkt (a, b) € D,. Fiir alle t € J gilt auflerdem

P') = gty = (gt 9i(6), (), &2t (0,42(6)) = (F(t,91(6),44(1)),0)

also v’ (t) = f(t,21(t),2p5(t)) und 5(t) = 0. Aus ¥,(a) = a und y5(t) = 0 fiir alle t € J folgt 1,(t) = a fiir alle
t € J. Daraus wiederum folgt v’ (t) = f (t,4,(t), a) fiir alle t € J. O

Im gesamten weiteren Verlauf betrachten wir nun noch parameterabhénige Systeme, die die Standardvoraussetzun-
gen erfiillen, ohne jedes Mal explizit darauf hinzuweisen. Die Funktion g : D — R"™™™ aus Deﬁnition geniigt im
Allgemeinen keiner lokalen Lipschitz-Bedingung. Dennoch gilt

Folgerung 9.5 Seien die Bezeichnungen wie in Definition [9.1| gewéhlt, und sei (y’,z’) =
g(x, y,z) das zugeordnete parameterunabhéngige System von DGLs wie in Definition[9.3] Dann
besitzt das AWP gegeben durch dieses System und einen beliebig gewéhlten Punkt (a, b,a) € D
jeweils eine eindeutig bestimmte maximale Losung.

Beweis: Sei (a, b, a) € D vorgegeben und ¢ : I, , — R" die eindeutig bestimmte Lésung von y’ = f (x, y, &) durch
den Punkt (a, b). Nach Satz () istdann ¢ : I, , = R™™, t — (@(t), a) eine Lésung von (y’,z’) = g(x,y,z)
durch (a, b, ). Nehmen wir nun an, diese Lésung wire nicht maximal, und es gébe eine Fortsetzung 1) : J — R™™
auf ein Intervall J 2 I, ,, ,. Sei ) = (3;,7),) die Zerlegung in die Komponenten v, : J — R" und 1}, : J — R™. Dann
wiirde man nach Satz 1,[)1 eine Lésung von y’ = f(x, y, @) durch (a, b) erhalten. Aber dies wiirde der Maximalitét
der Losung ¢ widersprechen. m|
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Am Anfang von § 8 haben wir den Fluss eines Systems y’ = f (x, y) eingefiihrt, das durch eine Funktion f mit lokaler
Lipschitz-Bedingung definiert ist. Wir dehnen diese Definition auf den parameterabhéngigen Fall aus, in dem wir eine
Funktion ® : D — R" auf der Menge

D = {(t,a,b,a)eRxD|t€l,,,} € R*"™"

durch &(t,a, b, a) = ¢, ,(t) definieren. Dabei bezeichnet ¢, , : I, , — R" die eindeutig bestimmte Lésung von
y' = f(x,y,a) durch den Punkt (a, b).

Das dem System y’ = f(x, y, a) zugeordnete parameterunabhingige System (y’,z") = g(x, y,z) mit g : D —» R"™™
geniigt zwar im Allgemeinen keiner lokalen Lipschitz-Bedingung, dennoch existiert nach Folgerung[9.5|durch jeden
Punkt (a, b, a) € D jeweils eine eindeutig bestimmte maximale Losung, die wir mit v, , o) bezeichnen.

Zur Vereinfachung der Notation fassen wir (b,a) € R" x R™ zu einem Parameter ¢ € R™™ zusammen und be-
zeichnen die eindeutig bestimmte maximale Lésung durch (a,c) € D mit ), ). An Stelle von (y’,2") = g(x,y,2)
schreiben wir das parameterunabhéngige System auch wieder in der einfacheren Form y’ = g(x, y), wobei y nun als
Element von R™™, und nicht mehr von IR", zu interpretieren ist. Die Existenz der eindeutig bestimmten maximalen
Losungen erlaubt es uns, auch dem parameterunabhingigen System einen Fluss zuzuordnen. Der Definitionsbereich
D C R?*™™ jst derselbe wie der des parameterabhéngigen Flusses, und der Fluss selbst ist definiert durch

V:D-R™™ | (t,a,¢) =P, (1)

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun das Hauptresultat dieses Kapitels formulieren und beweisen.

Satz 9.6 Sei y’ = f(x,y,a) ein parameterabhingiges System wie in Deﬁnition das den
Standardvoraussetzungen geniigt. Sei ® : D — R" der zugeordnete Fluss. Dann ist D eine offene
Teilmenge von R?>"™™™ und die Funktion & ist stetig.

Beweis: An Stelle des parameterabhingigen Systems betrachten wir das zugeordnete parameterunabhéngige System
y’ = g(x, y). Der Definitionsbereich D des Flusses ¥ : D — R"*™ ist, wie wir bereits oben festgestellt haben, derselbe.
Ferner geniigt es, die Stetigkeit von ¥ nachzuweisen, denn aus Satz [9.4] ergibt sich unmittelbar, dass ® durch die
erste Komponente von ¥ : D — R"™ x R™ gegeben ist. Wir formulieren nun zwei Hilfsaussagen, die wir weiter unten
beweisen und aus der wir unseren Satz zunichst ableiten. Wie zuvor bezeichet D € R!*"™™ den Definitionsbereich
der definierenden Funktion g. AuRerdem fiithren wir die folgende Notation ein: Fiir beliebige 7,r € R* und jeden
Punkt (a,c) € D setzen wir Z, ,(a,c) =[a—7,a + 7] x B,(c) und nennen eine solche Menge eine Zylinderumgebung
von (a,c) in R**™"™. AuRerdem setzen wir

2T,r(a,c) = [a—7,a+7]xZ,, = [a—7,a+7]x[a—7T,a+7] x B,(c).
Dies ist eine Zylinderumgebung von (a, a, c) in R,

1. Hilfsaussage:

Zu jedem Punkt (a,c) € D gibt es positive Zahlen 7,r € R* mit Z, ,(a,c) € Z; 5,(a,c) € D und der Eigenschaft, dass
fiir alle (b,d) € Z; ,(a,c) die Lésung ¢, 4 auf dem Intervall [a — 7,a + 7] existiert und [[v;, 4(t) —cl| < 2r fiir alle
t € [a—7,a+ 7] gilt, die Lésung also insbesondere die Zylinderumgebung Z ,.(a, ¢) nicht verlasst.
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2. Hilfsaussage:

Zu jedem Punkt (a,a,c) € D gibtes 7,r € R*, so dass die Zylinderumgebung 2T)r(a, ¢) in D enthalten und der Fluss
¥ auf dieser Zylinderumgebung stetig ist.

Wir zeigen nun als erstes, wie unser Satz aus diesen beiden Hilfsaussagen folgt. Es sei &/ das System aller offenen
Teilmengen U C D mit der Eigenschaft, dass ¥|;; stetig ist. Unser Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen, dass
die Vereinigung V = UUeu U mit der gesamten Menge D iibereinstimmt.

Nehmen wir an, dass dies nicht der Fall ist, und dass (ty, ay, ¢y) ein Punkt in D \ V ist. Wir kdnnen 0.B.d.A. voraus-
setzen, dass t, > a, gilt. Denn fiir t; < a, lauft die nachfolgende Argumentation vollkommen analog, und der Fall
to = a, ist ausgeschlossen, denn auf Grund der 2. Hilfsaussage ist ¥ auf einer Umgebung von (ay, ay, ¢,) stetig. Nach
Definition von D ist (ao, ¢) in D enthalten, und es gilt ¢, € J, . , wobei J, . das Definitionsintervall der maximalen
Losung 1, ., bezeichnet. Es gilt dann auch (t, ay, ¢o) € D fiir alle t € [ay, t,]. Wir definieren nun

t* = inf{t €[ao, to] | (t,a9,co) €D\ V}.

Die Menge auf der rechten Seite ist nichtleer wegen (t, aq,co) € D\ V. Wegen (a,, ay, ¢y) € V und der Offenheit von
V gilt t* € Jay, to], und auf Grund der Offenheit von V muss auch (t*, ay, ¢y) € D\ V gelten. Unser Ziel besteht darin,
andererseits auch (t*, ay, ¢y) € V herzuleiten und auf diese Weise einen Widerspruch zu erhalten.

Wegen [ag, to] € Jq, ., gilt auch t* €J, ., und daraus folgt (t*, v, . (t*)) € D. Auf Grund der 2. Hilfsaussage finden
wir 7,1 € R™, so dass die Zylinderumgebung ﬁr’,(t*, Ya,.c,(t*)) in D enthalten und ¥ auf dieser Zylinderumgebung
stetig ist. Somit ist insbesondere fiir jeden Punkt a € [t* — 7, t* + 7] die Abbildung

g [tF—T,t" + 1] % Br(wao,%(t*)) S RY™ . (t,0) =, (t)  stetig.

Wir wéhlen nun einen Punkt f € Jmax{ao, t* — 7}, t*[ mit v, . () € B, (Y, ., (t*)). Dies ist moglich, da auf Grund
der Stetigkeit der Losung v, . die Gleichung

}LIE 1l’ao,co(t) = 1l)ao,co(t*) gilt.

Wegen f < t* und auf Grund der Definition von t* als Infimum gilt (£, ay, c,) € V. Aus der Definition von V ergibt sich,
dass W auf einer offenen Umgebung U C D von (£, ay, ;) stetig ist. Seien v, p € R* so gewahlt, dass {t} x Z,, ,(ao, ¢5)
in U enthalten ist. Wegen v, . (£) € B, (3, (t*)) erhalten wir nach eventueller Verkleinerung von v, p eine stetige
Abbildung Z,, ,(ay, o) = B, (Y q, ¢, (t*)), (a,c) = P, (£). Wir erweitern diese zu einer Abbildung

v =T, [ x Jag— v, a0 + V[ X B, (co) = 16" =7, 6" + T[ X BL(q, ¢, (£7)) 5 (t,a,¢) = (6,9, (D).

Wir betrachten nun die Menge Z = [t*— 1, t* + [ x Jag — v,ay + V[ x B, (co). Firr alle (t,a,c) € 7 gilt Yo (t) =
Yy, (), denn ¢,  ist die eindeutig bestimmte Lésung mit dem Wert 1), .(£) an der Stelle . Dies zeigt insbeson-
dere, dass Z in D enthalten ist. Fiir diese Punkte (t,a,c) € Z erhalten wir nun

(Gror)(t,a,c) = 6:(t,Yec (D) = Yiy, () = Yalt) = ¥(t,ac)

Dies zeigt, dass Z eine offene Umgebung von (t*,ay, c,) ist, auf der der Fluss W stetig ist. Es folgt der gewiinschte
Widerspruch (t*, agy,cp) € V.
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Beweis der 1. Hilfsaussage:

Sei (a,c) € D vorgegeben. Auf Grund der Offenheit von D gibtes 7,r € R* mit Z_ ,(a,¢) € Z, ,.(a,c) € D. Zu zeigen
ist, dass fiir alle (b,d) € Z .(a,c) die Loésung v, 4 auf dem Intervall [a — 7,a + 7] existiert und ||+, 4(t) —cl|| < 2r
fiir alle t € [a—7,a+ 7] erfiillt ist. Auf Grund der Stetigkeit von g und der Kompaktheit von Z, . (a, c) existiert M =
sup{|f (x,¥)| | (x,y) € Z, 5,(a,c)} in R,. Nach eventueller Verkleinerung von 7 kénnen wir 2tM < r voraussetzen.

Nehmen wir nun an, es gibt ein Paar (b,d) in Z, ,(a, c), fiir dass entweder das Losungsintervall J, 4 nicht das gesamte
Intervall [a — 7,a + 7] umfasst, oder die Bedingung ||+, 4(t) —c|| < 2r nicht auf dem gesamten Intervall erfiillt ist.
Dann gibt es in beiden Féllen ein t € [a—7,a+7]mit ||v}, 4(£)—c|| = 2r, im ersten Fall auf Grund des Randverhaltens
maximaler Losungen, siehe Satz O.B.d.A. setzen wir t > b voraus, da im Fall ¢ < b die Argumentation analog
verlduft, und der Fall £ = b wegen v}, 4(b) = d und ||/d —c|| < r ausgeschlossen ist.

Weil die Funktion v, 4 auf ihrem Definitionsintervall stetig ist, existiert ein t* € ]b, t] mit ||3}, 4(t*) —c|| = 2r und
[y q(t)—cll < 2r fiir alle t € [b, t*[. Andererseits gilt fiir alle t € [b, t*] aber 2, 4(t)—d = fbt g(s,%pq(s))ds, und
wegen |g(t, ), 4(t))| < M erhalten wir die Abschitzung

"
lVpa(t)—cll < lYpa(t)—=dll+]ld—cl| < f llgCs, Y a(s)llds +[|d —cll
b
< (t*—bM+||d=c|]|] £ 2tM+r < r+r = 2r |,

was zu ||, 4(t*)—c|| = 2r im Widerspruch steht. Die Annahme der Existenz eines Paares (b,d) € Z; ,(a, c), dass die
Aussage nicht erfiillt, war also falsch.

Beweis der 2. Hilfsaussage:

Aus (a,a,c) € D folgt (a,c) € D, und auf Grund der 1. Hilfsaussage gibt es 7,7 € R mit Z.,(a,c)C Z; 5 (a,c) S D
und der Eigenschaft, dass fiir alle (b,d) € Z; ,(a,c) die Lésung v, 4 auf dem Intervall [a — 7,a + 7] existiert und
Iy q(t) —cll < 2r fiir alle t € [a —7,a + 7] gilt. Sei nun (t,b,d) € fm(a,c). Dann gilt (b,d) € Z; ,(a,c) € D, die
Losung 1, 4 ist in t definiert, und folglich gilt (¢, b,d) € D. Damit ist die Inklusion fm(a, ¢) € D nachgewiesen.

Um zu zeigen, dass ¥ auf Zw(a,c) stetig ist, sei (ty, bg,dy) € Qw(a,c) vorgegeben und (¢;,b;,d;) eine Folge in
Z’r(a,c) mit lim;(t;, b;,d;) = (to, by, dy). Zu zeigen ist lim; ¥(t;, b;,d;) = ¥(to, by, dy), was gleichbedeutend mit
lim; Il)bj’dj(tj) = 4,4, (to) ist. Daflir wiederum geniigt es, die Aussage

Hm y 4(6) = p,0,() Ve€la—r,a+7] ©.D

nachzuweisen. Sind ndmlich ¢,t’ € [a — 7,a + 7] mit t < ¢’ vorgegeben und ist M € R* eine obere Schranke

der Funktion (b,d) — ||g(b,d)|| eingeschridnkt auf die kompakte Teilmenge Z. ,.(a,c) von D, dann gilt fiir alle

(b,d) € Z, 5,(a,c) jeweils die Abschétzung [|vy, 4(t") — 4y, 4(t)]] < f:l llg(s,pa(sDIlds < M(t"' —t), und somit fiir
alle j € IN jeweils

Is,a,(6) =Yp,a,(cdll < My, 0, (6)) =%y, 0, (CIl + N5, 0,(E0) — by, (20l
< Mltj—to| + ”‘/’bj,dj(to)_wbo,do(fo)” s

und nach (9.1)) lauft nicht nur der erste, sondern auch der zweite Summand fiir j — oo gegen null.
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Wir beweisen nun die Aussage (9.I), indem wir das Gegenteil annehmen und einen Widerspruch herleiten. Auf
Grund dieser Annahme existiert ein t € [a —7,a + 7], ein ¢ € R" und Teilfolgen (b; )xen und (d; Jxew von (b;)jew
und (d;) ;e mit

s, 4, (D)= 5,0, (Dl = & VKN, 9.2)

Setzen wir h(t) = ,l’bbjk:djk(t) fir alle t € [a—7,a + 7], dann ist F = {h; | k € IN} wegen ||1/ij,dj(f) —c|| < 2r
(siehe oben) eine beschriankte Familie in C([a — 7,a + 7]), die wegen [}, 4(t5) — Py 4(t1)Il < M|t, — t,] fiir alle
t1,t, € [a—7T,a+ v] auch gleichgradig stetig ist. Auf Grund des Satzes[4.20] von Arzela-Ascoli ist der Abschluss von
F in C([a—7,a+ 7]) beziiglich der Maximumsnorm kompakt. Es gibt also eine Teilfolge (hy, )i, die beziiglich der
Maximumsnorm, also gleichmé@ig, gegen h € C([a — 7,a + 7]) konvergiert. Wir zeigen, dass h = v, 4 gilt und
erhalten auf diese Weise einen Widerspruch zu . Weil hy, jeweils eine Losung des Systems y' = g(x,y) durch

den Punkt (b ) ist, gilt fiir alle t € [a — 7, a + 7] jeweils die Gleichung

jk[’djk[
t

h( = 4 +f 805, hy, () ds.
] b

jki

Auf Grund der gleichmédRigen Konvergenz von (hy, )ien gegen h und der gleichméRigen Stetigkeit von g auf dem
Kompaktum Z ,.(a,c) € D konvergiert t — g(t,hy,(t)) auf [a — 7, a + 7] gleichméRig gegen t — g(t, h(t)). Durch
den Grenziibergang £ — oo erhalten wir die Identitét h(t) = d, + fbto g(s,h(s))ds fir alle t € [a—7,a+ 7]. Also ist
h eine Losung des Anfangswertproblems gegeben durch y’ = g(x, y) und (b, dy). Aus der Eindeutigkeit der Lésung
folgt die Ubereinstimmung h = ¢ by.d, @uf dem Intervall [a —7,a + 7]. Die Funktionenfolge (hy, );ei konvergiert also
auf diesem Intervall gleichméRig gegen ¢, 4 , und insbesondere gilt

15, 4, (O =%pq, (Ol = Ml (O =4y, q,DO < e
fiir hinreichend grolRes £. Aber dies steht zu (9.2) im Widerspruch. m|

Ausblick: Parameterabhédngige Systeme und Verzweigung von Ruhelagen

Ein zentrales Anliegen bei der Untersuchung parameterabhingiger Systeme von Differenzialgleichungen ist das Ver-
halten der Ruhelagen in Abhingigkeit vom Parameter. Um einen ersten Einblick in solche Untersuchungen zu er-
halten, konzentrieren auf die einfachste Situation, ndmlich den Fall eindimensionaler Systeme. Haufig lasst sich in
parameterunabhéingigen Systemen der Dimension 1 die Stabilitdt von Ruhelagen durch das folgende Kriterium er-
mitteln.

Satz 9.7 Seil C R ein offenes Intervall und f : I — R eine stetig differenzierbare Funktion.
Es sei ¢ € I eine Ruhelage des Systems y’' = f (y).

(i) Existiert ein ¢ € R" mit Jc —e,c +¢[ C I, so dass f(y) > O fiir alle y € Jc—e¢,c[ und
f(y) <0 fir alle y € ]c, c + €[ gilt, dann ist ¢ asymptotisch stabil.

(ii) Existiert ein ¢ € R mit Jc—e,c+¢[ C I derart, dass eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist
(1) f(y)<Ofiryelc—e,c[, f(y)>0firye]lc,c+el
@) f(y)<Ofiryelc—e,c[, f(y)<Ofiryelcc+el
) fly)>0firyelc—e,c[, f(y)>0firy €lc,c+¢[

dann ist die Ruhelage c instabil.
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Beweis: zu (i) SeiD =]c,c+¢[,p €D und ¢, :J, > R die eindeutig bestimmte maximale Losung der Gleichung
y’ = f(y) im Definitionsbereich D mit ¢, (0) = p. Weil f(p,(t)) fiir alle t € J, negativ ist, ist ¢, (t) streng monoton
fallend. Es sei T(p) = T(y,) C D die Trajektorie der Lésung und y, = inf T(p). Ist v, > ¢, dann liegt die Halbtrajek-
torie T*(p) in einem kompakten Teilbereich von D. Aus Satz folgt dann, dass +oo das rechte Intervallende von
J, ist. Es gilt dann

flrp) = Jdim f(py(6)) = lim @i(c) = 0,

was zu f (y,) < 0 im Widerspruch steht. Es gilt also y,, = c, und folglich ist auch der Grenzwert von ¢, (t) fiir t —» +00
gleich c. Ebenso zeigt man, dass im Fall p € Jc — ¢, c[ der Grenzwert ¢, (t) fiir t — +00 gleich c ist. Jede maximale
Losung mit Startwert p = ¢,(0) im Intervall Jc — ¢, ¢ + [ lduft also gegen die Ruhelage c. Damit ist ¢ attraktiv, und
nach Satz dariiber hinaus asymptotisch stabil.

zu (ii) Wir beschranken uns auf die Situation (1). Wiederum sei D = Jc,c+ €[, p € D und N R die ein-
deutig bestimmte maximale Losung der Gleichung y’ = f(y) im Definitionsbereich D mit ¢,(0) = p. Mit denselben
Argumenten folgt aus der Voraussetzung f(y) > O fiir alle y € D diesmal, dass der Grenzwert von ¢,(t) gleich c + ¢
ist, wenn t gegen das rechte Intervallende von J,, lauft, unabhéngig davon, ob Letzteres endlich oder unendlich ist.
Es gibt also insbesondere kein 6 € R mit der Eigenschaft, dass eine Losung (¢, mit einem Startwert p = ¢,(0) in
lc,c + 6[ im Intervall :|c, c+ %5[ verbleibt. Dies zeigt, dass die Ruhelage c instabil ist. O

Wir betrachten nun ein parameterabhéngiges System

y = fa

wobei f eine stetig differenzierbare Funktion bezeichnet, die auf einer offenen Teilmenge D C R? definiert ist.
Es soll untersucht werden, wie sich die Ruhelagen von y’ = f,(y) in Abhéngigkeit von a verhalten.

Definition 9.8 Sei (y,, ;) eine Ruhelage des Systems y’ = f,, (y). Existieren offene Intervalle
IT'und J mitI xJ € D, y, €I und a, € J, und besitzt das System y’ = f,(y) fiir jedes a € J nur
eine Ruhelage in I, dann bezeichnet man y, als unverzweigte Ruhelage von y’ = f, ().

Wenn dagegen die Anzahl der Ruhelagen in I in Abhangigkeit von a € J fiir jede noch so kleine Umgebung I x J von
(¥, @) nicht konstant ist, dann spricht man von einer Verzweigung der Ruhelage. Um ein konkretes Beispiel fiir ein
solches Verhalten vor Augen zu haben, betrachten wir das parameterabhéngige System

y = ay—y°
Die rechte Seite der Gleichung lésst sich als Produkt f,(y) = y(a—y?) schreiben. Daraus ergeben sich in Abhéingigkeit
von a die folgenden Ruhelagen.

e Fiir a = 0 hat das System y’ = f,(y) genau eine Ruhelage, ndmlich y, = 0. Die Funktion f,(y) = —y? ist
fiir y < 0 positiv und fiir y > 0 negativ. Auf Grund von Satz zeigt dies, dass y, eine asymptotisch stabile
Ruhelage ist.
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* Ebenso besitzt das System fiir a@ < 0 eine einzige Ruhelage, ndmlich y, = 0, die ebenfalls asymptotisch stabil.
Der Faktor a — y? ist auf ganz R negativ, deshalb ist f,(y) fiir y < y, positiv und fiir y > y, negativ.

* Fiir a > 0 existieren dagegen drei Ruhelagen, ndmlich y, = —+/a, y, =0 und y; = y/a. Das Vorzeichen von
fo(y) ist fiir y < y_ positiy, fiir y, < y < y, negatiy, fiir y, <y < y positiv und fiir y > y* wiederum
negativ. Nach Satzist ¥, somit eine instabile Ruhelage, und die Ruhelagen y: sind asymptotisch stabil.

Ein solches Verzweigungsverhalten wird als Heugabel-Verzweigung bezeichnet.
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