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Vorbereitung zur Umkehrregel

Lemma (7.1)

Sei U C R" offen und f : U — R™ eine in a € U differenzierbare
Abbildung. Dann gibt es eine offene Umgebung U’ C R" von Oy
und eine in O~ stetige Abbildungen ¢ : U — Z(R",R™) mit
¢(Orn) = df(a) und

fla+th) = f(a)+ firalle heU.
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Die Umkehrregel (vorlaufige Fassung)

Proposition (7.2)

Sei U C R" offen und f : U — RR" eine Abbildung mit der
Eigenschaft, dass auch V = f(U) offen in R" ist und eine
Umbkehrabbildung g : V. — RR" von f existiert. Sei f in a € U
differenzierbar, und es gelte det df (a) # 0. SchlieBlich setzen wir
noch voraus, dass g in b = f(a) stetig ist. Dann ist g in b
differenzierbar, und es gilt




Beweisskizze zu Satz 7.2

e Mit der Kettenregel wird der Beweis auf den Fall a = b = Ogn
zuriickgefiihrt.

e Anwendung von Lemma 7.1 liefert eine offene Umgebung U’
von Or» und eine Abbildung ¢ : U’ — Z(R",R") mit
f(h) = ¢(h)(h) fur alle h € U’ und ,Irimo ¢(h) = df (Ogn).

—

e Wegen und auf Grund des Grenzwerts gilt
det ¢(h) # 0 fiir h in einer Umgebung von Op».

e Nach Verkleinerung von U’ kann also angenommen werden,
dass ¢(h) fur alle h € U’ invertierbar ist.

e Mit Hilfe der Darstellung der inversen Matrix durch die
adjunkte Matrix aus der Linearen Algebra zeigt man, dass
auch die Funktion h — ¢(h)~! im Nullpunkt stetig ist.

Es gilt also moqﬁ(h)—l = df (Ogn) L.



Beweisskizze zu Satz 7.2 (Forts.)

e Sei V/ = f(U'). Seien h € U und k € V' jeweils Punkte, die
durch k = f(h) < g(k) = h zusammenhingen. Anwendung
von ¢(h)~! auf die Gleichung k = f(h) = ¢(h)(h) liefert
¢(h) (k) = h.

e Fiir die Umkehrabbildung g von f erhalten wir somit fiir
k € V' die Darstellung

g(k) = h=(h)~ (k) = d(g(k)) " (k).

e Fiir k — Ogn lauft g(k) gegen Ogrr und und auf Grund der
Stetigkeit somit ¢(g(k))~! gegen df (Ogr~)~! (siehe oben).



Beweisskizze zu Satz 7.2 (Forts.)

e Seip: U — Z(R",R") definiert durch

p(k) = og(k))™" — df(Orn)"".
Dann l3uft p(k) fiir k — Or~ in Z(R",R") gegen die
Nullabbildung, und fiir alle kK € V/ gilt
g(k) = ¢(g(k)) " (k) = df (Orn) " (k) + p(K)(K)-

e Daraus kann abgeleitet werden, dass g im Nullpunkt
ist, mit dg(Orn) = df (Ogn)~! als totaler
Ableitung und dem Fehlerterm (k) = p(k)(k).



wohe W Baes o Se 22

(W) & @Y D
= h — ! i
%ep ey ct;(\)\ ) L) 4R )

%MMME%%QQCC)\ L ‘;

la o U Qwhrj “ad (ke c{a(n?_?-) = M(Op_, )
£ )

IO = M- LR [ead my

i




Definition der €*-Diffeomorphismen

Definition (7.3)
Sei U C V eine offene Teilmenge.
o Eine stetig (total) differenzierbare Abbildung f : U — W wird
auch ¢1-Abbildung genannt.

e Ist f eine Bijektion auf eine offene Teilmenge W C W, und
ist die Umkehrabbildung f~1: W — U
, dann spricht man von einem
%-Diffeomorphismus zwischen U und W.




Der Schrankensatz

Satz (7.4)

Seien m,n € IN. Ist U C R" offen, f : R" — R™ eine
%1-Abbildung und die Konstante vy € RT gegeben durch

yw = sup{|ldf(x)|||xe U}
dann gilt
[f(a) =) <l — x|

fiir alle x1,x, € U mit der Eigenschaft, dass die Verbindungsstrecke
[x1,x2] in U enthalten ist.
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Der Satz uber die lokale Umkehrbarkeit

Satz (7.5)

Sei f : U — W eine €1-Abbildung. Ist a € U ein Punkt mit der

Eigenschaft, dass df(a) € Z(V, W) ist, dann gibt es eine

offene Umgebung U C U von a und eine offene Umgebung

W C W von b = f(a) mit der Eigenschaft, dass durch flg
zwischen U und W definiert ist.




Beweisskizze zu Satz 7.5

e Zunichst wird der Beweis durch Anwendung der Kettenregel
auf den Fall a = f(a) = Og» und f'(Og») = idRgn
zuriickgefiihrt.

e Fiir jedes w in der Ndhe von Og~ ist die Losung der Gleichung
w = f(v) dquivalent zur Lésung des Fixpunktproblems
ow(v) = v fiir die Hilfsfunktion ¢ (x) = w + x — f(x).

e Mit Hilfe von f'(Orn) = idgn, der Stetigkeit von f’ im
Nullpunkt und dem Schrankensatz kann gezeigt werden, dass
@w flir w hinreichend nahe bei Or~ einen hinreichend kleinen
abgeschlossenen Ball Bzr(ORn) in sich abbildet und zudem auf
diesem Ball eine Kontraktion darstellt.



Beweisskizze zu Satz 7.5 (Forts.)

e Der zeigt nun, dass ¢,, fiir diese w
in dem Ball jeweils einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Der
Punkt w unter f besitzt in dem Ball E2r(0Rn) also ein
eindeutig bestimmtes Urbild v.

e Wie man anhand der Kontraktionseigenschaft leicht sieht,
bildet ¢, ins Innere von B,,(0r») ab. Der Fixpunkt v muss
deshalb sogar in By,(0gr) liegen.

e Setzt man nun W = B,(Og») und U = f_lgVNV) N Bar(Ogn),
dann wird f|; zu einer Bijektion zwischen U und W.

e Mit Hilfe der Kontraktlonselgenschaft von o, zeigt man nun
noch, dass die Umkehrfunktion g : W — U von f| stetig, die
Funktion f|; also ein Homéomorphismus ist.

e Mit der Umkehrregel folgt, dass es sich sogar um einen
¢1-Diffeomorphismus handelt.



Anwendung: Nachweis globaler Diffeomorphismen

Folgerung (7.6)

Sei U C R" offen und f : U — R” eine injektive, stetig
differenzierbare Abbildung mit der Eigenschaft, dass f/(x) fiir jedes
xeU ist. Dann ist V = f(U) eine offene Teilmenge
von R", und f ist ein € -Diffeomorphismus zwischen U und V.




Die Umkehregel (endgiiltige Fassung)

Satz (7.7)
Sei U C R" offen und f : U — R" eine ¢*-Abbildung. Sei a € U
ein Punkt mit . Dann existieren offene Umgebungen

Ui C Uvon aund Vi CR" von b = f(a), so dass durch f; = f|y,
ein ©-Diffeomorphismus U; — V4 definiert ist. Die Ableitung der
Umkehrabbildung £, : Vi — Uy erfiillt dabei

fiir alle y € V4. Insbesondere gilt also d(f; *)(b) = df(a)~t.




