Definition der totalen Differenzierbarkeit

Im gesamten Abschnitt seien V, W jeweils endlich-dimensionale,
normierte R-Vektorrdume.

Definition (6.1)

Sei U C V offen, ac Uund U, ={x € V | a+ x € U}. AuBerdem
sei f : U — W eine Abbildung. Man sagt, die Funktion f ist im
Punkt a total differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung

¢V — W und eine Funktion 1 : U, — W existieren, so dass

f(a+ h) = f(a) + ¢(h) + (h) fiir alle h € U,

und auBerdem S(h)
im ———= 0
h—0y ||hl] w

erfiillt ist. Man nennt ¢ dann die Ableitung von f an der Stelle a
und bezeichnet sie mit
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Komponentenweise Uberpriifung der Differenzierbarkeit

Proposition (6.3)

Wir betrachten den Spezialfall, dass W = R™ fiir ein m € N ist.
Sei U C V offen und a € U. Eine Abbildung f : U — W ist genau
dann in a differenzierbar, wenn die Komponentenfunktionen

f; - U — R in a differenzierbar sind, fiir 1 < i < m. Die
Komponentenfunktionen der Ableitung df (a) sind dann die
Ableitungen dfi(a), ..., dfm(a).




Totale Ableitung und Richtungsableitung

Proposition (6.4)
Sei U C V offen, f : U — R eine reellwertige Funktion, und a € U.

Ist £ im Punkt a differenzierbar, dann existiert fiir jedes v € V die
Richtungsableitung 0, f(a), und es gilt 0,f(a) = df (a)(v).

Folgerung (6.5)

Ist U C V offen, a€ U und f : U — R im Punkt a differenzierbar,
dann gilt

Oviwf(a) = 0vf(a) + 0w f(a)

fir alle v,w € V.
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Defintion der Jacobi-Matrix

Definition (6.6)
Seien m,n € N, U C R" offen, a€ U und f: U — RR™ eine in a
differenzierbare Abbildung, mit Komponentenfunktionen fi, ..., fy,.
Dann nennt man
Blﬁ(a) N 8,,1‘1(3)
Jac(f)(a) = : S %mxn,]R

O1n(3) ... Onfin(a)

die Jacobi- oder Funktionalmatrix von f an der Stelle a.




Beziehung zwischen totaler Ableitung und Jacobi-Matrix

Proposition (6.7)

Seien die Bezeichnungen wie in Definition (6.6) gewahlt, und sei
J = Jac(f)(a). Dann gilt df(a)(v) = J - v fiir alle v € R". Die
Matrix J ist also die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung
df(a) : R" — R™ beziiglich der Einheitsbasen.
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Kriterium fur totale Differenzierbarkeit

Satz (6.8)

Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U — R eine

Funktion, und sei a € U ein Punkt, in dem die
partiellen Ableitungen 0;f sind, fiir 1 </ < n. Dann ist f in
a total differenzierbar.
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Summenregel

Satz (6.9)

Sei U C V offen, a € U, und seien f,g : U — W zwei
Abbildungen, die beide in a € U differenzierbar sind. Dann sind
auch f + g und Af fiir alle A € R im Punkt a differenzierbar, und
es gilt

d(f + g)(a) = df(a) + dg(a) und d(Af)(a) = Adf(a).
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