
Richtungsableitungen und partielle Ableitung

Definition (5.1)

Sei U ⊆ V offen und f : U → R eine Funktion. Sei a ∈ U, v ∈ V ,
und sei φ : R→ V gegeben durch φ(t) = a + tv .

• Ist die Funktion f ◦ φ im Punkt 0 differenzierbar, dann nennt
man die Ableitung ∂v f (a) = (f ◦ φ)′(0) die
Richtungsableitung von f im Punkt a in Richtung v .

• Ist V = Rn und v = ej für ein j ∈ {1, ..., n}, dann spricht man
auch von der j-ten partiellen Ableitung und verwendet die
Bezeichung ∂j f (a).



Zur Notation

Wird f in Abhängigkeit von Variablen x , y , ... dargestellt, zum
Beispiel in der Form f (x , y) = x2 + 2xy + y2, dann verwendet man
an Stelle von ∂1f und ∂2f auch die Bezeichnungen

∂f

∂x
und

∂f

∂y

für die partiellen Ableitungen.



Zur Berechnung der partiellen Ableitung

Lemma (5.2)

Sei U ⊆ V offen und f : U → R eine Funktion. Seien a, v ∈ V ,
und sei φ : R→ V gegeben durch φ(t) = a + tv . Für alle t ∈ R
mit φ(t) ∈ U existiert ∂v f (a + tv) genau dann, wenn f ◦ φ an der
Stelle t differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt
∂v f (a + tv) = (f ◦ φ)′(t).



Zur Berechnung der partiellen Ableitung (Forts.)

Folgerung (5.3)

Sei U ⊆ V offen, f : U → R eine Funktion und a ∈ U.
Dann gilt

∂j f (a) =
∂

∂t
(f (a1, ..., aj−1, t, aj+1, ..., an))

∣∣
t=aj

.

Dies soll bedeuten, dass genau dann die j-te partielle Ableitung
von f an der Stelle a definiert ist, wenn die Funktion

t 7→ f (a1, ..., aj−1, t, aj+1, ..., an)

an der Stelle aj differenzierbar ist, und dass in diesem Fall die
Ableitung dieser Funktion an der Stelle aj mit ∂j f (a)
übereinstimmt.

(Dies folgt unmittelbar durch Anwendung von Lemma 5.2 auf die
Hilfsfunktion φ(t) = (a1, ..., aj−1, t, aj+1, ..., an).)



Rechenregeln für Richtungsableitungen

Lemma (5.4)

Sei U ⊆ V offen. Sei v ∈ V , und seien f , g : U → R reellwertige
Funktionen.

(i) Ist f konstant, dann gilt ∂v f (x) = 0 für alle x ∈ U.

(ii) Ist x ∈ U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass die
Richtungsableitungen ∂v f (x) und ∂vg(x) existieren, dann
existiert auch ∂v (f + g)(x) und ∂v (fg)(x), und es gilt

∂v (f + g)(x) = ∂v f (x) + ∂vg(x) und

∂v (fg)(x) = f (x)∂vg(x) + g(x)∂v f (x).

(iii) Existiert ∂v f (x) im Punkt x ∈ U, dann existiert auch ∂cv f (x)
für alle c ∈ R, und es gilt ∂cv f = c ∂v f .

aber: Im Allgemeinen gilt nicht ∂v+w f = ∂v f + ∂w f .
(Dafür muss f total differenzierbar sein, siehe nächstes Kapitel.)























Mehrfache partielle Ableitungen

• Man bezeichnet eine Funktion f : U → R auf einer offenen
Teilmenge U ⊆ Rn als stetig partiell differenzierbar, wenn die
partiellen Ableitungen ∂i f für 1 ≤ i ≤ n auf U existieren und
stetig sind.

• Falls die Funktionen ∂i f ihrerseits alle partiell differenzierbar
sind, spricht man von einer zweifach partiell differenzierbaren
Funktion.

• Sind auch die Funktionen ∂i∂j f für 1 ≤ i , j ≤ n wieder stetig,
nennt man f zweifach stetig partiell differenzierbar.

• Auf naheliegende Weise definiert man m-fach (stetig) partiell
differenzierbar für beliebige m ≥ 3.

Notation:
An Stelle von ∂i1 ...∂im f verwendet man zur Abkürzung auch die
Schreibweise ∂i1...im f für die höheren partiellen Ableitungen.












