
Zusammenhängende topologische Räume

Sprechweise:
Ist (X ,T ) ein topologischer Raum und A ⊆ X , so bezeichnen wir
eine Teilmenge V ⊆ A als in A relativ offen bzw. relativ
abgeschlossen, wenn V bezüglich der auf A induzierten Topologie
offen bzw. abgeschlossen ist.

Definition (4.22)

Sei (X ,T ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X wird
zusammenhängend genannt, wenn es keine disjunkten, nichtleeren
und in A relativ offenen Mengen U,V ⊆ A mit A = U ∪ V gibt.

Wir bezeichnen den topologischen Raum (X ,T ) selbst als
zusammenhängend, wenn die Teilmenge A = X zusammenhängend
ist.



Charakterisierung der zusammenhängenden Mengen

Proposition (4.23)

Eine Teilmenge A eines topologischen Raums (X ,T ) ist genau
dann zusammenhängend, wenn ∅ und A die einzigen Teilmengen
von A sind, die sowohl relativ offen als auch relativ abgeschlossen
in A sind.



Intervalle als zusammenhängende Teilmengen von R

Satz (4.24)

Sei M ⊆ R eine Menge, die mindestens zwei verschiedene
Elemente enthält. Genau dann ist M eine zusammenhängende
Teilmenge von R, wenn M ein Intervall ist.



Der Zusammenhang unter stetigen Abbildungen

Proposition (4.25)

Seien (X ,TX ) und (Y ,TY ) topologische Räume und A ⊆ X
zusammenhängend. Sei f : X → Y eine stetige Abbildung. Dann
ist f (A) eine zusammenhängende Teilmenge von Y .







Der Zwischenwertsatz

Satz (4.26)

Sei (X ,T ) ein topologischer Raum, A ⊆ X eine
zusammenhängende Teilmenge und f : X → R eine stetige
Funktion. Seien a, b ∈ A vorgegeben. Dann nimmt f auf A jeden
Wert c ∈ R mit f (a) ≤ c ≤ f (b) an.





Definition des Wegzusammenhangs

Definition (4.27)

Sei (X ,T ) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A ⊆ X heißt
wegzusammenhängend, wenn für beliebige Punkte a, b ∈ A jeweils
eine stetige Abbildung γ : [0, 1]→ A mit

γ(0) = a und γ(1) = b

existiert. Man bezeichnet γ als Weg, der die Punkte a und b
verbindet.





Konvexe Teilmengen eines Vektorraums

Definition (4.28)

Sei V ein normierter R-Vektorraum, und seien p, q ∈ V . Dann ist
die Verbindungsstrecke zwischen p und q die Menge
[p, q] = {(1− t)p + tq | t ∈ [0, 1]}. Eine Teilmenge A ⊆ V wird
konvex genannt, wenn für alle p, q ∈ A jeweils [p, q] ⊆ A gilt.

Jede konvexe Teilmenge A in einem R-Vektorraum V ist
wegzusammenhängend.

Proposition (4.29)

Sei V ein normierter R-Vektorraum. Dann ist jeder offene und
jeder abgeschlossene Ball in V konvex.







Wegzusammenhang ⇒ Zusammenhang

Proposition (4.30)

Jeder wegzusammenhängende Teilmenge A ⊆ X eines
topologischen Raums (X ,T ) ist zusammenhängend.







Zusammenhang 6⇒ Wegzusammenhang

Sei f : R→ R die Funktion gegeben durch

f (x) =

{
sin( 1

x ) für x 6= 0

0 für x = 0.

Dann ist der Graph von f , also die Menge

A = Γf = {(x , f (x)) | x ∈ R}

eine zusammenhängende, aber keine wegzusammenhängende
Teilmenge von R2.



Richtungsableitungen und partielle Ableitung

Definition (5.1)

Sei U ⊆ V offen und f : U → R eine Funktion. Sei a ∈ U, v ∈ V ,
und sei φ : R→ V gegeben durch φ(t) = a + tv .

• Ist die Funktion f ◦ φ im Punkt 0 differenzierbar, dann nennt
man die Ableitung ∂v f (a) = (f ◦ φ)′(0) die
Richtungsableitung von f im Punkt a in Richtung v .

• Ist V = Rn und v = ej für ein j ∈ {1, ..., n}, dann spricht man
auch von der j-ten partiellen Ableitung und verwendet die
Bezeichung ∂j f (a).









Zur Notation

Wird f in Abhängigkeit von Variablen x , y , ... dargestellt, zum
Beispiel in der Form f (x , y) = x2 + 2xy + y2, dann verwendet man
an Stelle von ∂1f und ∂2f auch die Bezeichnungen

∂f

∂x
und

∂f

∂y

für die partiellen Ableitungen.



Zur Berechnung der partiellen Ableitung

Lemma (5.2)

Sei U ⊆ V offen und f : U → R eine Funktion. Seien a, v ∈ V ,
und sei φ : R→ V gegeben durch φ(t) = a + tv . Für alle t ∈ R
mit φ(t) ∈ U existiert ∂v f (a + tv) genau dann, wenn f ◦ φ an der
Stelle t differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt
∂v f (a + tv) = (f ◦ φ)′(t).







Zur Berechnung der partiellen Ableitung (Forts.)

Folgerung (5.3)

Sei U ⊆ V offen, f : U → R eine Funktion und a ∈ U. Dann gilt

∂j f (a) =
∂

∂t
(f (a1, ..., aj−1, t, aj+1, ..., an))

∣∣
t=aj

.

Dies soll bedeuten, dass genau dann die j-te partielle Ableitung
von f an der Stelle a definiert ist, wenn die Funktion

t 7→ f (a1, ..., aj−1, t, aj+1, ..., an)

an der Stelle aj differenzierbar ist, und dass in diesem Fall die
Ableitung dieser Funktion an der Stelle aj mit ∂j f (a)
übereinstimmt.


