Der Satz von Heine-Borel

Satz (4.16 Heine-Borel)

Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist.

In allgemeinen metrischen Riumen ist der Satz von Heine-Borel
nicht giiltig.

Proposition (4.17)

Sei X eine Menge und dx die diskrete Metrik auf X.
Dann ist X zwar beschrdankt und abgeschlossen, aber




Das Maximumsprinzip

Satz (4.18)

Sei f : X = Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen
Raumen, wobei X kompakt sei. Dann ist auch die Bildmenge f(X)
kompakt.

Jede stetige, reellwertige Funktion f : X — R auf einem
kompakten topologischen Raum (X, .7) ist beschrankt und nimmt
auf X ihr Maximum und Minimum an.
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GleichmaBige Stetigkeit auf kompakten Raumen

Definition (4.20)

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx)
und (Y, dy) wird gleichm&Big stetig auf X genannt, wenn fiir jedes
e € R ein § € R existiert, so dass die Implikation

dx(x,y) <d = dy(f(x),f(y)) <e

fiir alle x,y € X erfiillt ist.

Sei f : X = Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen
Raumen, wobei X sei. Dann ist f sogar gleichmaBig stetig
auf X.
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Zusammenhangende topologische Raume

Sprechweise:

Ist (X, .7) ein topologischer Raum und A C X, so bezeichnen wir
eine Teilmenge V C A als in A relativ offen bzw. relativ
abgeschlossen, wenn V beziiglich der auf A induzierten Topologie
offen bzw. abgeschlossen ist.

Definition (4.22)

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X wird
zusammenhangend genannt, wenn es keine disjunkten, nichtleeren
und in A relativ offenen Mengen U,V C A mit A= U U V gibt.

Wir bezeichnen den topologischen Raum (X, .7) selbst als
zusammenhangend, wenn die Teilmenge A = X zusammenhangend
ist.
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Charakterisierung der zusammenhangenden Mengen

Proposition (4.23)
Eine Teilmenge A eines topologischen Raums (X, .7) ist genau

dann zusammenhangend, wenn @ und A die Teilmengen
von A sind, die sowohl relativ offen als auch relativ abgeschlossen
in A sind.
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Intervalle als zusammenhangende Teilmengen von R

Sei M C R eine Menge, die mindestens zwei verschiedene
Elemente enthilt. Genau dann ist M eine zusammenhingende
Teilmenge von R, wenn M ein ist.
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