Definition der offenen Uberdeckung einer Menge

Definition (4.1)

Sei I eine Menge, (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U;)c/
offener Teilmengen U; C X mit der Eigenschaft




Definition der Kompaktheit

Definition (4.2)

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X wird
kompakt genannt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (Ui)ier von
A eine Teilmenge J C | existiert, so dass bereits

U, Ui D A erfilllt ist.




Kompaktheit: Beispiele und Gegenbeispiele

Proposition (4.3)

Sei (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Dann ist A kompakt.

Proposition (4.4)

Die Menge R im metrischen Raum (R, di) mit der Standardmetrik
di(x,y) = |x — y| fir x,y € R ist nicht kompakt.

Proposition (4.5)

Sei (x(”)),,e]N eine konvergente Folge in einem metrischen Raum
(X, d) mit Grenzwert a = lim, x("). Dann ist die Menge

A = {x"|neNtu{a} kompakt.



Durchmesser und Beschranktheit

Definition (4.6)

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, dx) wird
beschrankt genannt, wenn die Menge

D(A) = {dx(a,b)|abecA}CR,

beschrankt ist. Ist dies der Fall, dann bezeichnen wir
d(A) = sup D(A) als den Durchmesser der Teilmenge A. Der leeren
Menge @ wird der Durchmesser d(@) = 0 zugeordnet.

v




Das Schachtelungsprinzip

Satz (4.7)

Sei (X, dx) ein metrischer Raum und (Ap)ne eine
Folge nichtleerer, abgeschlossener, beschrankter Teilmengen von X
mit A, D Apt1 fiir alle n € IN. Gilt

lim d(A,) = 0 |,

n—o0

dann gibt es einen eindeutig bestimmten Punkt a € X mit

MNnew An = {a}.
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Kompaktheit abgeschlossener Quader

Definition (4.8)
Ein abgeschlossener Quader in R" ist eine Teilmenge @ C R" der
Form

QR = hx..xIl, |,

wobei /i, C R fiir 1 < k < n jeweils ein
[ak, bx] mit ax < bk bezeichnet.

Jeder abgeschlossene Quader @ C R" ist
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Kompakte Teilmengen im R”

Sei A eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten
topologischen Raums (X, 7). Dann ist A kompakt.

Folgerung (4.11)

Jede beschrankte und abgeschlossene Teilmenge A C R" ist
kompakt.
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Der Satz von Bolzano-Weierstrass

Definition (4.12)

Ein Punkt x in einem topologischen Raum (X, .7) wird
Haufungspunkt einer Teilmenge A C X genannt, wenn in jeder
Umgebung von x jeweils Elemente aus A liegen.

Jede Folge in einem kompakten metrischen Raum (X, dx) besitzt
eine konvergente Teilfolge.

Folgerung (4.14)

Jede beschrinkte Folge im R" besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Der Satz von Heine-Borel

Folgerung (4.15)

Jede kompakte Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, dx)
ist beschrankt und abgeschlossen.

Satz (4.16 Heine-Borel)

Eine Teilmenge A C R" ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrankt und abgeschlossen ist.
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