Definition der topologischen Raume

Definition (3.3)

Sei X eine Menge und .7 C Z(X). Man bezeichnet .7 als

Topologie auf X, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Esgit @€ 7 und X € J.

(i) Firalle U,V e T gilt UNV € J.

(iii) Ist (U;)ies eine Familie von Teilmengen von X, wobei U; €
fiir jedes i € I gilt, dann ist auch die Vereinigung | J;, U; ein
Element von 7.

Ein Paar (X, .7) bestehend aus einer Menge X und einer

Topologie .7 auf X bezeichnet man als topologischen Raum.

Die Elemente von .7 werden als offene, die Mengen der Form

X\ U mit U € 7 als abgeschlossene Teilmengen des

topologischen Raums bezeichnet.




Definition der Stetigkeit auf topologischen Raumen

Definition (3.12)
Seien (X,.7) und (Y, %) topologische Raume, f : X — Y eine
Abbildung, und sei a € X.

e Wir bezeichnen f als stetig im Punkt a, wenn fiir jede
Umgebung V von f(a) in (Y, %) eine Umgebung U von a in
(X, 7) mit f(U) C V existiert.

e Die Funktion f wird ingesamt als stetig bezeichnet, wenn sie
in Punkt von X stetig ist.




Charakterisierung der stetigen Funktionen

Proposition (3.13)
Seien (X,.7) und (Y, %) topologische Raume. Fiir eine
Abbildung f : X — Y sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(i) Die Abbildung f ist stetig.
(ii) Fir jede Teilmenge V in (Y, %) ist f1(V) offen.
(iii) Fir jede Teilmenge A in (Y, %) ist f1(A)
abgeschlossen.
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Definition der induzierten Topologie

Sei (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge. Es
sei I, die Menge aller Teilmengen der Form UN A mit U € 7.

Dann ist ein topologischer Raum. Man nennt 7, die auf A
induzierte Topologie.
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Die induzierte Topologie auf metrischen Raumen

Sei (X, d) ein metrischer Raum und A C X. Sei .7 die durch d
definierte Topologie, und sei 9, die auf A induzierte Topologie.
Dann ist eine Metrik auf A, und 4 ist genau die
durch dja definierte Topologie.
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Definition der offenen Uberdeckung einer Menge

Definition (4.1)

Sei I eine Menge, (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Eine offene Uberdeckung von A ist eine Familie (U;)c/
offener Teilmengen U; C X mit der Eigenschaft
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Definition der Kompaktheit

Definition (4.2)

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge A C X wird
kompakt genannt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (Ui)ier von
A eine Teilmenge J C | existiert, so dass bereits

U, Ui D A erfilllt ist.




Kompaktheit: Beispiele und Gegenbeispiele

Proposition (4.3)

Sei (X, .7) ein topologischer Raum und A C X eine
Teilmenge. Dann ist A kompakt.

Proposition (4.4)

Die Menge R im metrischen Raum (R, di) mit der Standardmetrik
di(x,y) = |x — y| fir x,y € R ist nicht kompakt.

Proposition (4.5)

Sei (x(”)),,e]N eine konvergente Folge in einem metrischen Raum
(X, d) mit Grenzwert a = lim, x("). Dann ist die Menge

A = {x"|neNtu{a} kompakt.
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